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Introducción

Es indudable que estructuras algebraicas como los grupos, los anillos y los cuerpos
tienen una presencia fundamental en las matemáticas, sin embargo, cabe preguntarse qué
hallamos al suprimir algunas de propiedades requeridas en sus definiciones.

Algunos de estos casos no nos son nada ajenos, por ejemplo, los números naturales con
la suma y el producto habituales no es un anillo, sino un semianillo. Los semianillos serán
unos de los principales objetos de interés del trabajo, presentes en la geometŕıa tropical
entre otras ramas de investigación.

El objetivo del documento es estudiar una definición dada en [7] de la cohomoloǵıa
de Čech para esquemas de semianillos, con la que se obtienen resultados que replican y
generalizan los conocidos para esquemas sobre el espectro de un anillo. Veremos cómo la
construcción ha de adaptarse, dadas las diferencias entre ambas teoŕıas.

Comenzamos estudiando los rudimentos de la teoŕıa de semianillos, donde empezará a
aparecer otra de las claves del trabajo, que es la idea quedarse con lo que resulte esencial
de las definiciones, para poder trabajar con una mayor generalidad, sin perder de vista la
influencia que tiene el relajar ciertas hipótesis.

Esta idea se retomará en la última sección, donde se dan algunas pinceladas sobre la
conexión de la literatura de semianillos con la del “cuerpo de un elemento”. El modo de
aproximarse a este concepto, de definición un tanto incierta, será seguir persiguiendo la
idea de construir esquemas más allá de los esquemas de anillos.
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1. Preliminares: Monoides, semianillos y semimódulos

Introduciremos las nociones básicas de la teoŕıa de semianillos. Intuitivamente, un se-
mianillo es un anillo en que no tenemos una operación inversa a la suma y un monoide es
un grupo donde no tenemos inversos. Parte de las diferencias entre la teoŕıa de anillos y
semianillos son consecuencia de no tener una operación inversa a la suma, mientras que
otras son debidas a la diversidad de operaciones con las que podemos obtener estructuras
de semianillos.

Para elaborar esta sección se ha seguido principalmente el libro de Golan [6], que es
una de las referencias fundamentales en la literatura sobre semianillos, donde se pueden
encontrar los detalles de la mayoŕıa de los resultados de esta sección.

1.1. Cuestiones generales.

En primer lugar, se reemplaza la noción de grupo por la de monoide:

Definición 1.1. Se llama monoide, (A, ∗, e), a un conjunto A dotado de una operación
binaria, interna verificando que ∗ es asociativa y un elemento neutro e ∈ A. Si además ∗
es conmutativa se dice que el monoide es conmutativo.

Definición 1.2. Dados A, B monoides, f : A → B es un morfismo de monoides si
f(a ∗ b) = f(a) ∗ f(b) para cualesquiera a, b ∈ A y f(e) = e.

A partir de la definición de monoide tenemos la siguiente:

Definición 1.3. Se llama semianillo, (S,+, ·, 0, 1), a un conjunto S dotado de dos
operaciones binarias e internas cumpliendo:

(S,+, 0) es un monoide conmutativo.
(S, ·, 1) es un monoide.
El producto distribuye a la suma: (x+ y) · z = x · z+ y · z y x · (y+ z) = x · y+ x · z
∀x, y, z ∈ S.
0 es un elemento absorbente respecto al producto: 0 · x = 0 = x · 0 ∀x ∈ S.
1 ̸= 0.

Además si (S, ·, 1) es un monoide conmutativo se dice que el semianillo es conmutati-
vo. Se llama semicuerpo a un semianillo (S,+, ·, 0, 1) tal que (S − {0}, ·) es un grupo
abeliano.

Definición 1.4. Dados S, S ′ semianillos, f : S → S ′ es un morfismo de semianillos
si f(a · b) = f(a) · f(b), f(a + b) = f(a) + f(b) para cualesquiera a, b ∈ S, f(0) = 0 y
f(1) = 1

La noción de subsemianillo es análoga a la de subanillo. La categoŕıa de semianillos
tiene productos directos y sumas directas arbitrarias, además tiene ĺımites inductivos y
proyectivos (Véase Caṕıtulos 2 y 9 en [6]).

Ejemplo 1.5. Algunos semianillos conmutativos son:

El semianillo N0 := (N ∪ {0},+, ·, 0, 1) es un subsemianillo del semianillo Q≥0 :=
(Q≥0,+, ·, 0, 1) que es a su vez un subsemianillo del seimanillo R≥0 := (R≥0,+, ·, 0, 1).
Dado t ∈ R>1, definimos Rt := (R∪{−∞},⊕t,⊙t,−∞, 0) donde las operaciones son
x⊕t y = logt(t

x+ ty), x⊙t y = logt(t
xty) = x+y para cualesquiera x, y ∈ R∪{−∞}

y t−∞ = 0. Aśı, Rt es un semianillo.
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Observación 1.6. La noción de monoide se puede dar de modo más general para una
categoŕıa cualquiera lo que nos permite pensar un anillo como “un monoide de un grupo
abeliano” y un semianillo como “un monoide de un monoide conmutativo” (véase Caṕıtulo
7 en [14] sobre las categoŕıas monoidales).

Se dice que un semianillo S es (aditivamente) idempotente si x + x = x para todo
x ∈ S. Todo semianillo idempotente define un orden (parcial) canónico en el conjunto
S donde x ≤ y cuando x + y = y. Diremos que S es un semianillo idempotente
totalmente ordenado si el orden canónico es un orden total en S.

Ejemplo 1.7. Algunos semianillos idempotentes son:

El semicuerpo tropical T = (R ∪ {−∞},⊕,⊙,−∞, 0) donde x⊕ y = máx(x, y)
y x⊙ y = x+ y y el orden canónico es un orden total.
Dado el conjunto B = {−∞, 0}, con las notaciones previas, el semianillo boo-
leano definido como B = (B,⊕,⊙,−∞, 0) ⊂ T es un semianillo idempotente to-
talmente ordenado.
El conjunto de todos los ideales de un anillo conmutativo es un semianillo conmuta-
tivo con la suma y la multiplicación de ideales. También el conjunto de los cerrados
de un espacio topológico con la intersección como suma y la unión como producto.
En ambos casos, el orden canónico no es un orden total en general.

Se dice que un semianillo S es multiplicativamente cancelativo si xy = xz con
x ̸= 0 implica que y = z y es aditivamente cancelativo si x + y = x + z implica que
x = y. Cabe destacar que ser multiplicativametne cancelativo no es lo mismo que decir
que el semianillo no tiene divisores de cero, porque no tenemos una operación inversa a
la suma.

Ejemplo 1.8. El semianillo N0 es aditivamente y multiplicativamente cancelativo.

Al igual que en la teoŕıa de anillos podemos definir ideales en un semianillo:

Definición 1.9. Un subconjunto I de S es un ideal de S si I ⊂ S es tal que si a ∈ I,
para todo s ∈ S, entonces sa ∈ I.

Un ideal p ⊂ S es un ideal primo si verifica que si xy ∈ p entonces x ∈ p o y ∈ p.

Las definiciones de ideal maximal y semiaillo local son análogas a la teoŕıa de
semianillo y además se verifica que todo ideal está contenido en algún ideal maximal y
que los ideales maximales son primos.

Nótese que dado f : S → S ′ un morfismo de semianillos e I ⊂ S ′ un ideal, entonces
f−1(I) es un ideal de S (Proposición 9.46 en [6]), además si I es primo, f−1(I) también
lo es. En particular f−1(0S′) es un ideal, al que denotaremos Ker f .

De ahora en adelante los semianillos considerados serán siempre conmutativos.

Sea S un semianillo. Tenemos una noción análoga a la de módulo sobre un anillo:

Definición 1.10. Dado M un monoide conmutativo, una estructura de S-semimódulo
en M es una aplicación S × M → M con (s,m) 7→ s · m tal que para todo s, s′ ∈ S y
m,m′ ∈ M :

s · (m+m′) = s ·m+ s ·m′.
(s+ s′) ·m = s ·m+ s′ ·m y (s · s′) ·m = s · (s′ ·m).
1S ·m = m, 0S ·m = 0M y s · 0M = 0M
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Definición 1.11. Dados M , M ′ dos S-semimodulos, f : M → M ′ es un morfismo de
S-semimódulos si es un morfismo de monoides tal que f(s · m) = s · f(m) para todo
s ∈ S, m ∈ M .

La definición de subsemimódulo es análoga a la de la de submódulo. El núcleo y
la imagen de un morfismo de semimodulos como antes se definen del modo obvio y son
subsemimodulos de M y M ′ respectivamente.

La categoŕıa de semimodulos tiene sumas directas y productos directos arbitrarios,
además tiene ĺımites inductivos y proyectivos (véase Caṕıtulo 14 en [6]). Sin embargo la
categoŕıa de semimódulos, a diferencia de la categoŕıa de módulos sobre un anillo, NO
es una categoŕıa abeliana ya que los morfismos entre dos semimódulos no son un
grupo abeliano sino un monoide y tampoco se verifica el teorema de factorización como
expondremos en lo que sigue.

Definición 1.12. Dar un cociente de un semianillo S es dar un subsemianillo S ′ ⊂ S
y un morfismo de semianillos epiyectivo π : S → S ′.

Un cociente de un semimódulo M es un subsemimódulo M ′ ⊂ M y un morfismo de
semimódulos epiyectivo π : M → M ′.

Aqúı encontramos una discrepancia notable respecto a la teoŕıa de anillos, puesto que
el cociente de dos módulos M ′ ⊂ M se define a partir de la relación de equivalecia
m1 ∼R m2 ⇔ m1 −m2 ∈ M ′.

Definición 1.13. Una congruencia en una semianillo S es una relación de equiva-
lencia R ⊂ S×S tal que es un subsemianillo. Además se dice que R es una congruencia
prima cuando verifica que si (xy, 0) ∈ R entonces (x, 0) ∈ R o (y, 0) ∈ R.

Una congruencia en un S-semimódulo M es una relación de equivalencia R ⊂
M ×M tal que es un sub-S-semimódulo de M ×M

Se llama congruencia impropia en S (análogamente para M un S-semimódulo) a R
tal que (s, s′) ∈ R para todo s, s′ ∈ S, el resto de las congruencias se llaman congruen-
cias propias. Dada una congruencia propia, el conjunto de las clases de equivalencia S/R
es un semianillo con [s]+[s′] = [s+s′] y [s] · [s′] = [s ·s′] para todo s, s′ ∈ S (análogamente
M/R es un S-semimódulo con [m]+[m′] = [m+m] y s · [m] = [s ·m] para todo m,m′ ∈ M
y s ∈ S).

Con las notaciones precedentes, tenemos el siguiente resultado cuya demostración es
sencilla, suponiendo que excluimos el caso impropio:

Teorema 1.14. Sea R una relación de equivalencia en M , entonces R es un sub-S-
semimódulo, es decir, una congruencia en M ; si y solo si M/R es un conciente de M .
Además se tiene el resultado análogo para una relación de equivalencia en S.

Dado M un S-semimódulo y N ⊂ M un subsemimódulo, dos congruencias distinguidas
son:

Relación de Bourne: dos elementos m,m′ de M son equivalentes, m ∼N m′, si
y solo si existen n, n′ ∈ N tales que m + n = m′ + n′. Al conjunto de las clases de
equivalencia lo denotaremos M/N := M/∼N

y es un subsemimódulo de M cuando
la congruencia es propia.
Relación de Iizuka: dos elementos m,m′ de M son equivalentes, m ∼N m′ si y
solo si existen n, n′ ∈ N y m′′ ∈ M tales que m + n + m′′ = m′ + n′ + m′′. Al
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conjunto de las clases de equivalencia lo denotaremos M [/]N := M/∼N y es un
subsemimódulo de M cuando la congruencia es propia.

Podemos dar definiciones análogas para el caso en que M = S un semianillo y N = I un
ideal, en cuyo caso obtenemos sendas congruencias en el semianillo S y se obtienen los
subsemianillos S/I y S[/]I cuando las congruencias son propias.

Notación 1.15. Utilizaremos la letra R para referirnos a una congruencia cualquiera, mien-
tras que se utilizará ∼ cuando sea alguna de estas u otras congruencias distinguidas.

Como hemos visto, un ideal define una congruencia a partir de la de la relación de
Bourne, aśı el cociente de un semianillo por un ideal será S/I (y de modo análogo se
define el cociente de un semimódulo por un subsemimódulo). También, dada una con-
gruencia R podemos definir IR = {s ∈ S : (s, 0) ∈ R} que es un ideal, (los ideales de la
forma IR para alguna congruencia R se conocen en la literatura como ideales saturados).

Nótese que la correspondecia entre ideales y congruencias no es 1 a 1.

Ejemplo 1.16. El semicuerpo tropical T tiene un único ideal propio {−∞}, sin embargo
existe una congruencia no trivial R, generada por {(a, 0)}a∈R, tal que T/R = B.
Dada R la congruencia en T generada por {(a, 0)}a∈R, el ideal IR = {t ∈ T : (t,−∞) ∈

R} = {−∞} es el ideal cero de T .

Ejemplo 1.17. Un ideal distinto del total que define una congruencia impropia es el ideal
máximal m = N0 − {1} ⊂ N ya que 1 ∼m 0 porque 1 + 2 = 0 + 3 y aśı N0/m = 0.

En la teoŕıa de anillos un ideal I de un anillo A es el núcleo de algún morfismo de anillos
A → B, sin embargo esto no es cierto en general para ideales de un semianillo. Un ideal I
de S un semianillo es el núcleo de algún morfismo de anillos si I si verifica que si a+ b ∈ I
y a ∈ I entonces b ∈ I (a estos ideales se les conoce como ideales sustractivos).
Otra particularidad es que se define la noción de semiisomorfimso como un morfis-

mo epiyectivo de semianillos f : S → S ′ con Ker f = 0 y si bien se cumple que todo
isomorfismo de semianillos es un semiisomorfismo, no todo semiisomorfismo es biyectivo.

Ejemplo 1.18. Consideremos los semianillos S = ({0, 0.5, 1},máx,mı́n, 0, 1) y B, el mofim-
so f : S → B definido por f(0) = −∞ y f(0.5) = f(1) = 0 es un morfismo de semianillos
que es semiisomorfimso, pero no isomorfismo.

Claramente, esta mismas patoloǵıas y definiciones se dan para semimódulos.

Dado un morfismo de semianillos f : S → S ′ se define la congruencia núcleo en S
siguiente, dados s1, s2 ∈ S, s1 ∼f s2 si y solo si f(s1) = f(s2). En general, esta congruencia
no es la misma que la congruencia de Bourne que define el ideal Ker f .

Teorema 1.19. Si f : S → S ′ es morfismo de semianillos, entonces la imagen es un
semianillo, S/∼f

≃ Im f es isomorfismo y S/Ker f → Im f es semiisomorfismo.

Demostración. Se deduce de las proposiciones 9.45 y 10.16 en [6]. □

Como hemos visto, el no tener una operación inversa a la suma hace que algunas
definiciónes sean distintas a las que estamos habituados y que ciertas nociones, como la
de sucesión exacta, no tengan a priori una generalización directa a la teoŕıa de semianillos.
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1.2. Espectro de un semianillo y localización.

Para dar la noción de esquema de semianillos hemos de introducir antes el espectro de
un semianillo y también la de localización de semianillos.

Sea S un semianillo.
Se definen los ceros de un ideal I ⊂ S como V (I) = {p ⊂ S ideal primo : I ⊆ p}

Definición 1.20. Llamaremos espectro de un semianillo S al conjunto de los ideales
primos de S distintos de S dotado de la topoloǵıa de Zariski, donde {V (I)} con I ideal
de S es una base por cerrados de la topoloǵıa, y lo denotaremos SpecS.

Proposición 1.21 ([Proposición 7.20 en [6]]). El espectro de un semianillo es un
espacio cuasicompato y T0.

Dado un morfismo de semianillos induce un aplicación continua entre los espectros del
modo evidente.

Observación 1.22. Por lo previamente expuesto, es posible definir el “espectro” de las
congruencias primas. Esta y otras construcciones han sido consideradas por distintos au-
tores (v.g. véase [9], [10]) obteniendo diversos resultados.

También se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.23 (Teorema de los ceros de Hilbert [Proposición 7.28 en [6]]). Dado
I ⊂ S un ideal, se tiene⋂

p∈V (I)

p = {a ∈ S : an ∈ I para algún n ∈ N}

donde V (I) = {p ∈ SpecS : I ⊆ p}.

La localización de semianillos tiene una definición y propiedades similares a las de la
teoŕıa de anillos.

Definición 1.24. Un suconjunto T ⊂ S es un sistema multiplicativo si cumple que
1 ∈ T y si t, t′ ∈ T , entonces t · t′ ∈ T .

Definición 1.25. La localización de S por un sistema multiplicativo T se define como
ST := (S × T )/ ∼ donde ∼ es una congruencia en S × T tal que:

(s1, t1) ∼ (s2, t2) ⇔ ∃ r ∈ T : rs1t2 = rs2t1

De la definición se deduce que la localización ST es un subsemianillo de S. El mor-
fismo φ : S → ST con s 7→ s

1
es un morfismo de semianillos y se llama morfismo de

localización.

Teorema 1.26 (Propiedad universal de la localización [Proposición 11.13 en
[6]]). Sea S un semianillo, T ⊂ S un sistema multiplicativo, y φ : S → ST el morfismo
de localización. Si S ′ es un semianillo y f : S → S ′ un morfismo de semianillos tal que
f(T ) es invertible en S ′, entonces existe un único morfismo g : ST → S ′ tal que f = g ◦φ.

Al igual que en el caso clásico, para un ideal (resp. ideal primo) I ⊂ S tal que I∩T = ∅,
IT = { i

t
: i ∈ I, t ∈ T} es un ideal (resp. ideal primo). Si tomamos T = S − p donde p

es un ideal primo, se tiene que Sp := ST es un semianillo local de maximal pT . Por otra
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parte, si f : S → S ′ es un morfismo de semianillos y p ⊂ S ′ un ideal primo, induce un

morfismo fp : Sq → S ′
p con

a
b
7→ f(a)

f(b)
dodne q = f−1(p).

La localización de un semimódulo se define igual que en la teoŕıa de anillos.

1.3. Grupo, anillo y módulo asociado.

Veremos ahora como a partir de un monoide, un semianillo y un seimódulo se puede
definir de modo functorial un grupo, un anillo y un módulo, respectivamente.

Dado (T,+, 0) un monoide, se tiene que T×T es un monoide y consideramos la relación
de equivalencia en T × T dada por (a, b) ∼ (a′, b′) si y solo si existe algún s ∈ T tal que
a+ b′ + s = a′ + b+ s.

Se llama grupo asociado a (T,+) a T∆ := (T × T )/ ∼ donde [(a, b)] + [(a′ + b′)] =
[(a+a′, b+b′)], aśı el elemento neutro de T∆ para esta suma es 0 = [(0, 0)] y todo elemento
[(a, b)] ∈ T∆ tiene opuesto que es [(b, a)].

Observemos que el morfismo natural ϕ : T → T∆ definido por a 7→ [(a, 0)] es morfismo
de moniodes y se verifica que para cualquier grupo (G,+) se tiene que

Homgr(T
∆, G) // Hommon(T,G)

f � // f ◦ ϕ

es una biyección.
Además si g : T → T ′ es un morfismo de monoides, induce un morfismo de grupos entre

los grupos asociados g∗ : T
∆ → T ′∆ con g([(a, b)]) = [(g(a), g(b))].

Dado (S,+, ·, 0, 1) un semianillo, se llama anillo asociado a S a S∆ := (S × S)/ ∼,
donde ∼ denota a la relación de equivalencia antes definida. S∆ es un anillo con la suma
[(a, b)]+ [(a′+ b′)] = [(a+ a′, b+ b′)] y el producto [(a, b)][(a′+ b′)] = [(aa′+ bb′, ab′+ a′b)].

De forma similar a antes, tenemos que el morfismo natural ϕ : S → S∆ definido por
s 7→ [(s, 0)] es morfismo de semianillos y se verifica que para cualquier anillo (A,+, ·) se
tiene que

HomRing(S
∆, A) // HomSRing(S,A)

f � // f ◦ ϕ
es una biyección.

Además si g : S → S ′ es un morfismo de semianillos, induce un morfismo de anillos
entre los anillos asociados g∗ : S

∆ → S ′∆ con g([(s, s′)]) = [(g(s), g(s′))].

Observación 1.27. Esta construccion es equivalente a considerar en el semianillo pro-
ducto S × S el ideal de la diagonal ∆ = {(s, s) : s ∈ S} y tomar el cociente S × S/∆
definido por la relación de Bourne.

Ejemplo 1.28. El anillo asociado al semianillo N0 es Z.

Dado N un S-semimódulo, N∆ es un S∆-módulo. Se cumple que para M un S∆-módulo
cualquiera, HomS∆−mod(N

∆,M) → HomS−smod(N,M) con f 7→ f ◦ϕ donde ϕ : N → N∆,
es una biyección.

Observación 1.29. Se puede dar el caso de que el grupo, anillo o módulo asociado sea
cero, esto no sucede cuando {s ∈ S : ∃a ∈ S con a+s = a} ≠ S donde S es un monoide o
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un semianillo. Por ejemplo, el anillo asociado a un semianillo aditivamente idempotente
cualquiera es cero, en este sentido, podemos decir que estos semianillos están “muy lejos”
de ser anillos.

Observación 1.30. Si consideremos el functor de olvido F : Ring → SRing de la
categoŕıa de anillos a la categoŕıa de semianillos, al componer con el functor G que a cada
semianillo le hace corresponder su anillo asociado, obtenemos la identidad, G ◦ F ≃ Id.
De igual manera podemos considerar el functor de olvido de la categoŕıa de grupos a la
categoŕıa de monoides o el de la categoŕıa de módulos a la de semimódulos obteniendo
identicos resultados.

2. Cohomoloǵıa de Čech para esquemas de semianillos

En esta sección, la referencia principal será [7].

2.1. Esquemas de semianillos.

Vamos a replicar la construcción de esquema de anillos para el caso de un semiani-
llo. Empezaremos tratando el caso af́ın, es decir, consideramos el espacio topológico
X = SpecS donde S es un semianillo, y vamos dotarlo de un haz estructural OX que
asigne a cada abierto de X un semianillo.

Vamos a detallar la construcción del haz OX como haz asociado al prehaz de locali-
zación, que definiremos de forma análoga a la que se da en el caso del espectro de un anillo.

Consideramos el prehaz enX dado por el functor contravariante S̃ : CX → SMod donde
CX es la categoŕıa de los abiertos de X y SMod la categoŕıa de semimódulos con U ⇝ SU

donde SU es la localización por los elementos de S que no se anulan en ningún punto de
U y los morfismos de restricción son los obvios. S̃ es un prehaz de semianillos teniendo
en cuenta que, para cada abierto U ⊂ X, S̃(U) = SU tiene estructura de semianillo y los
morfismos de restricción son morfismos de semianillos.

El prehaz S̃ es haz en los abiertos básicos de X ya que la localización de semianillos se
comporta igual que en la teoŕıa de anillos y podemos dar la misma demostración.

El germen del prehaz en un punto x ∈ X es

S̃x = lim−→
x∈U

S̃(U) = lim−→
x∈U

S̃(Uf ) = lim−→
x/∈V (f)

Sf = Sx

donde denotamos por Uf = X−V (f) los abiertos básicos y Sf es la localización por el sis-
tema multiplicativo {f i}i≥0. La definición tiene sentido porque la categoŕıa de semianillos
tiene ĺımites inductivos y se demuestra igual que para anillos.

Consideramos S̃ = ⊔
x∈X

Sx el espacio éltalé asociado al prehaz S̃ y π : S̃ → X. Hacifi-

cando el prehaz anterior, definimos en cada abierto U ⊆ X:

OX(U) := {σ̃ : U → ⊔
p∈U

Sp secciones continuas },

donde σ̃ es la sección de π que induce la sección del prehaz σ ∈ S̃(U) y σ̃(x) := σx ∈ Sx

es el germen de la sección en el punto x y dotamos a S̃ de la topoloǵıa final para todas
las posibles σ definidas sobre los abiertos U ⊆ X.
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Por construcción OX es haz de semianillos definiendo en OX(U) la suma y el producto
de secciones a partir de la estructura de semianillo que se tiene en ⊔

x∈U
Sx por ser producto

directo de semianillos.

Proposición 2.1. Sea S un semianillo y (X = SpecS,OX) un esquema af́ın de semiani-
llos:

(1) Para todo f ∈ S − {0} se tiene que Sf ≃ OX(Uf ) donde Uf = {x ∈ X : f /∈ x} =
= X − V (f). En particular S ≃ OX(X).

(2) Dado x ∈ X, el germen del haz OX,x es un semianillo local isomorfo a Sx.

Las demostraciones son las mismas mutatis mutandis que en la categoŕıa de anillos
y se pueden encontrar en las proposiciones 2.2.4 y 2.2.5 en [8]. Cabe destacar que pa-
ra demostrar el primer apartado se hace uso del Teorema de los ceros de Hilbert para
semianillos.

Definición 2.2. Decimos que (X = SpecS,OX) es un esquema af́ın de semianillos.

Definición 2.3. Dado (X,O) donde X es un espacio topológico y O un haz de semianillos
se dice que es un esquema de semianillos si las firbas del haz en todos los puntos son
semianillos locales y todo punto tienen un entorno isomorfo a un esquema af́ın.

Los morfismos de esquemas de semianillos se definen igual que en el caso clásico.

Teorema 2.4. La categoŕıa opuesta a la categoŕıa de esquemas afines de semianillos es
equivalente a la categróıa de semianillos.

Demostración. Sean S, S ′ semianillos, (X = SpecS,OX) y (Y = SpecS ′,OY ) dos esque-
mas afines de semianillos. Queremos ver que Hom(S, S ′) = Hom(Y,X).

Sea g : S → S ′ un morfismo de semianillos queremos ver que induce un mosfismo
entre los esquemas afines. Tenemos que para cada q ∈ Y , g induce un morfismo local de
semianillos gq : Sg−1(q) → S ′

q y un morfismo continuo entre los espectros f : Y → X con
q 7→ g−1(q) = p.

Por otra parte g induce un morfismo de haces f# : OX → f∗OY . En cada abierto
U ⊆ X = SpecS tenemos que

OX(U) = {σ|σ : U → ⊔p∈USp}
y la imagen directa es

f∗OY (U) = OY (f
−1(U)) = {τ | τ : f−1(U) → ⊔q∈f−1(U)S

′
q}.

Como tenemos definido en cada p ∈ Y el morfismo gp anterior, consideramos

φ :=
⊔

q∈f−1(U)

gp :
⊔

q∈f−1(U)

Sg−1(q) →
⊔

q∈f−1(U)

S ′
q

de este modo definimos el morfismo de haces como f#(U) : OX(U) → OY (f
−1(U)) con

σ 7→ τ := φ ◦ σ ◦ f en cada abierto U ⊂ X ya que:⊔
p∈U

Sp
φ //

⊔
q∈f−1(U)

S ′
q

U ⊆ X

σ

OO

f−1(U) ⊆ Y
f
oo

τ

OO
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Se comprueba que f#(U) está bien definido (se pueden encontrar los detalles en la
Proposición 2.2.6 en [8]) y por construcción es claro que es compatible con la inclusión de
abiertos. Que f# es un morfismo de semianillos y es local en cada abierto, esto se deduce
fácilmente de que f#

p = gp. Luego hemos obtenido un morfismo de esquemas afines.
Para ver el rećıproco utilizamos la Proposición 2.1. Supongamos que (f, f#) : Y → X

es un morfismo de esquemas afines, tomando secciones globales obtenemos h = f#(X) :
OX(X) = S → OY (f

−1(X)) = OY (Y ) = S ′ morfismo de semianillos. Veamos ahora que
el morfismo de esquemas inducido por el morfismo de semianillos h coincide con (f, f#).
Como h es compatible con tomar germen del haz, localizando en cada punto, en cada
punto obtenemos para q ∈ Y :

S = OX(X)
h //

��

S ′ = OY (f
−1(X))

��
Sf(q) = OX,f(q)

f#
q // S ′

q = OY,q

Se tiene que h−1(q) = f(q) y construyendo el morfismo de esquemas afines (g, g#) a
partir de h como antes, tenemos también que h−1(q) = g(q) y también f#

q = g#q para

todo q ∈ Y se deduce que g# y f# coinciden en cada abierto y por tanto son iguales. □

Observación 2.5. Dado M un S-semimódulo se le puede asociar un haz de OX-semimódu-
los M̃ de igual modo que en el caso clásico definiento

M̃(U) := {σ̃ : U → ⊔
x∈U

Mx secciones continuas }

con σ̃(x) ∈ Mx. Además se puede demostrar que (M̃)x = Mx y M̃(Uf ) = Mf con las
notaciones ya establecidas.

2.2. Complejos de semimódulos y semimódulos de cohomoloǵıa.

Al no tener una forma natural de definir sucesiones exactas en la categróıa de semimódu-
los, para dar la noción de complejo de semimódulos utilizaremos la construcción dada por
Patchkoria en [15], que permite expresar las sumas altenadas como suma de los términos
positivos y los términos negativos. En este sentido, la idea guarda cierta similitud con la
de anillo y módulo asociado.

Sea S un semianillo.

Definición 2.6. Dada una colección de S-semimódulos Mn con n ∈ Z y ∂+
n y ∂−

n morfimos
de S-semimódulos:

· · ·
∂+
n−2

−−−−−−⇒
∂−
n−2

Mn−1
∂+
n−1

−−−−−−⇒
∂−
n−1

Mn
∂+
n−−⇒

∂−
n

Mn+1
∂+
n+1

−−−−−−⇒
∂−
n+1

· · ·

M• = {Mn, ∂+
n , ∂

−
n } es un complejo de cocadenas de semimódulos si para todo

n ∈ Z se cumple que:

(2.1) ∂+
n+1 ◦ ∂+

n + ∂−
n+1 ◦ ∂−

n = ∂−
n+1 ◦ ∂+

n + ∂+
n+1 ◦ ∂−

n

Nótese que si Mn son módulos sobre un anillo y consideramos M• = {Mn, ∂+
n , ∂

−
n }, se

veirifica que M• es un complejo de semimódulos si y solo si {M,dn = ∂+
n − ∂−

n } es un
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complejo de módulos. Esto es aśı ya que la condición de ser complejo de semimódulos en
el caso de módulos equivale a que ∂+

n+1(∂
+
n − ∂−

n )− ∂−
n+1(∂

+
n − ∂−

n ) = dn+1 ◦ dn = 0.

En particular, si M• = {Mn, ∂+
n , ∂

−
n } es un complejo de S-semimódulos, entonces

(M•)∆ = {(Mn)∆, ∂+
n − ∂−

n } es un complejo de S∆-módulos.

Definición 2.7. Dado M• un complejo de semimódulos se llama n-cociclos al S-semimódu-
lo:

Zn(M•) = {m ∈ Mn : ∂+
n (m) = ∂−

n (m)} ⊂ Mn

Se define el n-ésimo S-semimódulo de cohomoloǵıa como:

Hn(M•) = Zn(M•)/Bn

donde Bn es la congruencia en Zn(M•) tal que (x, y) ∈ Bn si y solo si para ciertos
u, v ∈ Mn−1:

x+ ∂+
n−1(u) + ∂−

n−1(v) = y + ∂+
n−1(v) + ∂−

n−1(u)

De nuevo, si Mn son módulos sobre un anillo y M• = {Mn, ∂+
n , ∂

−
n }, la definición

coincide con la del n-ésimo grupo de cohomoloǵıa del complejo de módulos {M,dn =
∂+
n − ∂−

n }. En tal caso Zn(M•) = Ker dn son los ciclos y la congruencia equivale a que
x ∼ y si y solo si x−y = dn−1(v)−dn−1(u) y Hn(M•) es el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa.

Nótese además que la definición dada de los n-cociclos se corresponde con el ecualizador
de ∂+

n y ∂−
n .

Definición 2.8. Dados L• y K• dos complejos de cocadenas de semimódulos una colección
de morfismos de semimódulos f = {fn : Ln → Kn}, que denotamos f : L• → K•

f es un morfismo de complejos si para todo n ∈ Z:
∂+
L,n ◦ f

n + fn+1 ◦ ∂−
K,n = ∂−

L,n ◦ f
n + fn+1 ◦ ∂+

K,n

f es un ±-morfismo si para todo n ∈ Z:

fn+1 ◦ ∂+
L,n = ∂+

K,n ◦ fn y fn+1 ◦ ∂−
L,n = ∂−

K,n ◦ fn

Nótese que un ±-morfismo es un morfismo de compejos. Además, si tomamos L• y K•

complejos de módulos, la definición de morfismo de complejos coincide con la habitual.

Proposición 2.9. Dados L• y K• dos complejos de S-semimódulos y f = {fn} : L• → K•

un ±-morfismo, induce un morfismo de semimódulos en cohomoloǵıa para cada n ∈ Z

Hn(f) : Hn(L•) // Hn(K•)

[x] � // [fn(x)]

donde [x] es la clase de un ciclo x ∈ Zn(L•) en Hn(L•).

Demostración. En primer lugar veamos que f(Zn(L•)) ⊆ Zn(K•). Esto es aśı ya que
si m ∈ Zn(L•) tenemos que ∂+

L,n(m) = ∂−
L,n(m) y por ser f un ±-morfismo, deducimos

que ∂+
K,n(f(m)) = ∂−

K,n(f(m)), luego f(m) ∈ Zn(K•). Además si (x, y) ∈ Bn
L, es decir,

existen u, v ∈ Ln−1 tales que x + ∂+
L,n−1(u) + ∂−

L,n−1(v) = y + ∂+
L,n−1(v) + ∂−

L,n−1(u),

entonces por ser fn morfismo de semimódulos fn(x) + fn(∂+
L,n−1(u)) + fn(∂−

L,n−1(v)) =

fn(y) + fn(∂+
L,n−1(v)) + fn(∂−

L,n−1(u)) y por ser f ±-morfismo se tiene que

fn(x) + ∂+
K,n−1(f

n−1(u)) + ∂−
K,n−1(f

n−1(v)) = fn(y) + ∂+
K,n−1(f

n−1(v)) + ∂−
K,n−1(f

n−1(u)),

luego (f(x), f(y)) ∈ Bn
K . A partir de lo visto, se comprueba fácilmente que Hn(f) es en

efecto un morfismo de semimódulos. □
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Observación 2.10. Al elaborar este documento no se ha profundizado en la posibilidad
de plantear la cohomoloǵıa de haces de semimódulos haciendo uso de functores derivados
o si en algún caso se puede plantear alguna versión del teorema de De Rham. A t́ıtulo
informativo mencionaremos que, en el Caṕıtulo 17 en [6], se estudian los semimódulos
proyectivos e inyectivos, posteriormente en [17] se probó que la categoŕıa de semimódu-
los sobre un semianillo aditivamente idempotente todo semimódulo se puede resolver por
semimódulos inyectivos.

Por otra parte, ademas del problema antes mencionado en referencia a las sucesiones
exactas de semimódulos, en [7] se apunta a que hay ciertos problemas para plantear una
teoŕıa de functores derivados para la cohomoloǵıa de haces de semimódulos.

2.3. Cohomoloǵıa de Čech.

Dado X un espacio topológico, U = {Ui}i∈I un recubrimiento por abiertos y F un haz
en X con valores en una categoŕıa abeliana, la cohomoloǵıa de Čech se define a partir del
complejo de Čech C• = {Cn, d}, que en grado n es

Cn = Cn(U ,F) :=
∏

(i0...in)∈In+1

F(Ui0...in)

donde Ui0...in := Ui0 ∩ ... ∩ Uin y d : Cn → Cn+1 se define como

(dn(x))i0...in+1 =
n+1∑
k=0

(−1)kxi0...îk...in
|Ui0...in+1

donde si0...in+1 denotada a la coordenada de s ∈ Cn+1 en F(Ui0...in+1). Notemos que en
este caso pueden repetirse los ı́ndices y que no estamos suponiendo un orden total en el
conjunto de ı́nidices, es decir, que aparecen términos repetidos en las cadenas, sin embargo
se puede demostrar que la cohomoloǵıa de Čech no depende del orden total en el conjunto
de ı́ndices (véase [1]).

En el caso que vamos a estudiar, el haz toma valores en una categoŕıa que no es abeliana
y no ha sido probado que la definición sea independiente del orden. No obstante, en es-
te documento trabajaremos definiremos la cohomoloǵıa de Čech ordenada por simplicidad.

Sea S un semianillo, dado X un espacio topológico y F un haz de S-semimódulos,
se puede definir la cohomoloǵıa de Čech para haces de semimódulos generalizando la
construcción conocida. Sea U = {Ui}i∈I un recubrimiento por abiertos de X indexados
por I un conjunto de totalmente ordenado, denotaremos como antes Ui0...ip = Ui0∩ ...∩Uip

y definimos las n-cocadenas para cada n ∈ N como el conjunto:

Cn = Cn(U ,F) :=
∏

i0<...<in

F(Ui0...in)

En particular, definimos Ci(U ,F) = 0 para i < 0. Dado x ∈ Cn denotaremos por xi0...in

a la coordenada de x en F(Ui0...in). Se definen las diferenciales como:

(d+n (x))i0...in+1 =
n+1∑
k=0
k par

xi0...îk...in
|Ui0...in+1
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(d−n (x))i0...in+1 =
n+1∑
k=1

k impar

xi0...îk...in
|Ui0...in+1

donde îk denota que quitamos ese ı́ndice.
De esta manera C• = {Cn, d+n , d

−
n } es un complejo de cadenas de semimódulos porque

las diferenciales d+n y d−n verifican la ecuación (2.1), cosa que no es dif́ıcil de comprobar
teniendo en cuenta cómo se suprimen los ı́ndices. Denotaremos el n-ésimo semimódulo
de cohomoloǵıa de Čech de F respecto de U como

Ȟn(U ,F) := Zn(C•(U ,F))/Bn.

Observación 2.11. La demostracion en el caso clásico de que la cohomoloǵıa de Čech no
depende del orden total en el conjunto de ı́ndices (Lema 23.6 en [1]) considera el signo de
ciertas permutaciones y habŕıa de adaptarse a este caso en el que no podemos trabajar con
sumas alternadas, además de dar una definición adecuada de equivalencia homotópica.

Ahora veremos que, con esta definición de la cohomoloǵıa de Čech, se verifican los
siguientes resultados:

Proposición 2.12. Dado X un espacio topológico, F un haz de S-semimódulos en X y
U un recubrimiento por abiertos de X, entonces

Ȟ0(U ,F) ≃ F(X)

Demostración. Por definición Ȟ(U ,F) = Z0(U ,F)/B0 donde (x, y) ∈ B0 si y solo si
x+d+−1(u)+d−−1(v) = y+d−−1(u)+d+−1(v), y por ser C−1 = 0, esto equivale que (x, y) ∈ B0

si y solo si x = y, es decir, B0 es la congruencia trivial y aśı Ȟ(U ,F) = Z0(U ,F). Para
calcular los 0-cociclos consideremos:∏

i∈I

F(Ui)
d+0−−⇒
d−0

∏
i<j

F(Uij)

donde d+0 es el producto de los morfimos F(Uj) → F(Uij) inducidos por las inclusio-
nes Uij ↪→ Uj y d−0 es el producto de los morfismos F(Ui) → F(Uij) inducidos por las
inclusiones Uij ↪→ Ui.

Para cada i ∈ I tenemos el morfismo de inclusión Ui ↪→ X que induce F(X) → F(Ui).
Por la condición de haz si dos secciónes σ′, σ′′ ∈ F(X) cumplen que σ′|Ui

= σ′′|Ui
para

todo i ∈ I, entonces σ′ = σ′′ , luego F(X) ⊆ Z0(U ,F) mandando σ a (σ|Ui
)i∈I que es

morfismo de semianillos. También por la condición de haz, si (σi)i∈I ∈ C0(U ,F) es tal
que σi|Uij

= σj|Uji
, o sea, si (σi) ∈ Z0(U ,F), entonces existe σ ∈ F(X) con σ|Ui

= σi

con lo que el morfimso anterior es epiyectivo. De este modo concluimos que tenemos el
isomorfismo de semianillos Ȟ0(U ,F) = F(X) que buscabámos. □

Proposición 2.13. Dado X un espacio topológico, F un haz de S-semimódulos en X y
U un recubrimiento por n abiertos (propios) de X , entonces

Ȟ i(U ,F) = 0 para i ≥ n

Demostración. Como Ci(U ,F) = 0 para i ≥ n, entonces Ȟ i(U ,F) = 0 para i ≥ n. □

Dado un recubrimiento de X un espacio topológico, podemos obtener un sistema in-
ductivo de semimódulos tomando los recubrimientos abiertos de un espacio topológico
ordenados por los refinamientos.
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Recordemos que se dice que un recubrimiento V = {Vj}j∈J de X es un refinamiento
de U := {Ui}i∈I si existe una aplicación σ : J → I tal que Vj ⊆ Uσ(j) para todo j ∈ J .
Llamando C•

U := {Cn(U ,F), ∂+
n , ∂

−
n } y C•

V := {Cn(V ,F), d+n , d
−
n } donde F es un haz de

S-semimódulos, se define Σ• : C•
U → C•

V definido por

Σn : Cn(U ,F) → Cn(V ,F) con Σn(x)j0...jn = xσ(j0)...σ(jn) |Vj0...jn
.

En [7] se comprueba que Σ• es un ±-morfismo y por tanto, induce un morfismo en
cohomoloǵıa H•(U ,F) → H•(V ,F) obteniendo aśı un sistema inductivo de semimódulos.
Como la categoŕıa de semimódulos tiene ĺımites inductivos, tiene sentido la siguiente:

Definición 2.14. Dado X un espacio topológico, F un haz de S-semimódulos en X se
define el n-ésimo semimódulo de cohomoloǵıa de Čech de X como

Ȟm(X,F) = lim−→
U
Ȟm(U ,F)

En particular Ȟ0(X,F) = F(X)

2.4. Espacio proyectivo sobre un semicuerpo idempotente totalmente orde-
nado.

Sea (T,+, ·, 0, 1) un semicuerpo aditivamente idempotente, totalmente ordenado, o sea,
a+b = a ó b para cualesquiera a, b ∈ T . Recordemos que (T−{0}, ·) es un grupo abeliano.
Sea T [x0, ..., xn] el semianillo de polinomios en n-variables con coeficientes en T , que es

aditivamente idempotente por serlo T , definimos el espacio proyectivo sobre T como

Pn
T := T n − {0, ..., 0}/ ∼

donde x ∼ λx para cualquier λ ∈ T − {0} y x := (x0, ..., xn) ∈ T n − {0, ..., 0}. Denota-
remos por (x0 : ... : xn) las coordenadas homogéneas en Pn

T . Igual que en el caso clásico,
podemos tomar un recubrimiento de X = Pn

T por abiertos Ui = {x ∈ Pn
T : xi ̸= 0} para

i = 0, ..., n de modo que tenemos la identificación con T n dada por (x0 : ... : xn) 7→
(x0x

−1
i , ..., xi−1x

−1
i , xi+1x

−1
i , ..., xnx

−1
i ). En las intersecciones Ui ∩Uj se definen los morfis-

mos de pegado igual que en el caso clásico (x0

xi
, ...,

xj

xi
, ..., xn

xi
) 7→ (x0

xj
, ..., xi

xj
, ..., xn

xj
).

Podemos considerar X como esquema identificando Ui := SpecT [x0

xi
, ..., xn

xi
] para i =

0, ..., n y OUi
el haz estructural de semianillos en Ui. Como (Ui,OUi

) verifican las condi-
ciones de recollement nos permiten definir el esquema (X,OX) donde para cada U ⊆ X
se define

OX(U) = {σi ∈ OUi
(U ∩ Ui) : σi|U∩Ui∩Uj

= σj|U∩Uj∩Ui
}

En primer lugar, veamos el caso de la recta proyectiva. Sea X = P1
T considerado como

el esquema de semianillos en el que tomamos el recubrimiento por abiertos U = {U0, U1}
donde U0 = SpecT [x] y U1 = SpecT [ 1

x
] que pegamos en la intersección mandando x 7→ 1

x
como en el caso clásico.

Sabemos que Ȟ0(U ,OX) = OX(X) = Ȟ0(X,OX) y OX(X) = T
Por otra parte, Ȟ i(U ,OX) = 0 para i ≥ 2, luego solo nos falta por calcular Ȟ1(U ,OX).

Tenemos

0 −−⇒ C0 = OX(U0)×OX(U1)
d+0−−⇒
d−0

C1 = OX(U01)
d+1−−⇒
d−1

0
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donde d+0 (a0, a1) = a1 y d
−
0 (a0, a1) = a0. Por la definición deOX , tenemos queOX(U0) =

T [x], OX(U1) = T [ 1
x
] y OX(U01) = T [x, 1

x
]

0 −−⇒ T [x]× T [
1

x
]

d+0−−⇒
d−0

T [x,
1

x
]

d+1−−⇒
d−1

0.

Tenemos que Z1(U ,OX) = {s ∈ C1 : d+1 (s) = d−1 (s)} = C1 = T [x, 1
x
]. Vamos a ver

que cualquier x ∈ Z1(U ,OX) es congruente a cero y esto se cumple si y solo si existen
u, v ∈ C0 con u = (u0, u1) y v = (v0, v1) tales que

x+ d+0 (u) + d−0 (v) = d+0 (v) + d−0 (u),

esto es

x+ u1 + v0 = u0 + v1.

Expresando x = x0 + x1 donde x0 ∈ T [x] y x1 ∈ T [ 1
x
] y tomando u = (x0, 0), v = (0, x1)

deducimos que Ȟ1(U ,OX) = 0.

En el caso general en que X = Pn
T considerado como el esquema de semianillos en el

que tomamos el recubrimiento por abiertos U = {Ui}ni=0 se razona de un modo similar.
Por lo visto anteriormente sabemos que Ȟ0(U ,OX) = OX(X) = T y Ȟ i(U ,OX) = 0 para
i ≥ n + 1. Para demostrar que Ȟ i(U ,OX) = 0 para 1 ≤ i ≤ n se fija un tal i y basta
probar que dado t ∈ Zi(U ,OX), entonces (t, 0) ∈ Bi, es decir, t es congruente con 0.

Para demostrarlo escribiremos t = (tL) donde L es un ı́ndice de la forma i0 < ... < ir
con i0, ..., ir ∈ {0, ..., n}. Como U = {Ui}ni=0 es un recubrimiento, escribimos cada tL
podemos escribirlo como suma de elementos de Cr−1(U ,OX) como tL =

∑
j sLj

con Lj

de la forma j0 < ... < jr−1 con j0, ..., jr−1 ∈ {0, ..., n}, o sea, si tL = ti0,...,ir escribimos
ti0,...,ir =

∑
0≤j≤r si0,...,îj ,...,ir donde si0,...,îj ,...,ir ∈ Ui0,...,îj ,...,ir

. Definiendo u = (uK) con

uK =
∑

L

∑
Lj=K sLj

y u = v se tiene para cada ı́ndice L como antes que

tL + (d+r−1(u))L + (d−r−1(v))L = (d+r−1(u))L + (d−r−1(v))L = (d+r−1(v))L + (d−r−1(u))L

donde hemos usado en la primera igualdad que tL + tL = tL por la idempotencia de la
suma, con lo que concluimos.

3. Otras construcciones relacionadas con los esquemas de semianillos

De igual modo que los semianillos generalizan la noción de anillo, cabe plantearse otras
generalizaciones de ambas estructuras de manera que se pueda dar una teoŕıa de esque-
mas común. Una de las posibles generalizaciones es desarrollada por Lorscheid en [12]
definiendo los blueprints. Esta y otras nociones (como la definición de sesquiad dada por
Deitmar en [4]) se relacionan con la literatura sobre F1 el “cuerpo de un elemento”. En lo
que resta presentaremos los blueprints y conectaremos lo visto con la idea detrás de las
posibles definiciones de F1 y el interés de la categoŕıa de F1-esquemas.

En esta sección los monoides considerados serán siempre conmutativos y utilizaremos
la notación multiplicativa, A = (A, ·, 1). Llamaremos monoide con cero a un monoide
A tal que existe un elemento 0 ∈ A tal que 0 · a = 0 para todo a ∈ A. Se llama morfismo
de moniodes con cero a f : A → A′ un morfismo de monoides tal que f(0A) = 0A′ .
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Observación 3.1. Dado un monoide A se puede definir, de forma equivalente, una cate-
goŕıa pequeña con un único objeto donde los morfismos se corresponden con los elementos
de A, la composición viene dada por la operación que tenemos en A y los morfismos de
monoides se corresponden con los functores entre cateogŕıas pequeñas con un solo objeto
(véase Ejemplo 1.4.12 en [2]).

3.1. Blueprints.

3.1.1. Primera noción de blueprint.

Empezaremos viendo una forma sencilla en la que se pueden introducir los blueprints
como una generalización simultanea de los monoides (con cero) y los semianillos para
después dar la definición con toda generalidad. Para ello seguiremos [13].

Definición 3.2. Se llama blueprint a una pareja B = (B•, B+) donde B+ es un se-
mianillo y B• un monoide con cero contenido en B+ (como monoide multiplicativo) que
genera (aditivamente) B+.

Dados B = (B•, B+) y C = (C•, C+) dos blueprints, un morfimo de blueprints
f : B → C es un morfimso de semianillos f+ : B+ → C+ tal que f+(B•) ⊆ C•.

Nótese que el morfismo f está determinado por la restricción del morfismo f+ a los
monoides, f • : B• → C• ya que dichos conjuntos generan B y C respectivamente, además
f • es trivialmente un morfismo de monoides con cero por ser f+ morfismo de semanillos.

Ejemplo 3.3. Las parejas ({0, 1},N0), ({−1, 0, 1},Z) y ([0, 1],R≥0) son blueprints.

Tomando esta definición de bluepirnts es claro que podemos definir sendos functores
de olvido de la categoŕıa de blueprints a la categoŕıa de semainillos y de la categoŕıa de
blueprints a la categoŕıa de monoides con cero:

(−)+ : Blpr → SRing (−)• : Blpr → Mon0

Dado S un semianillo podemos asociarle un blueprint (S)blue = (S, S) y a partir de un
morfimo de semianillos obtenemos un morfismo entre los blueprints asociados.

Lema 3.4. El functor (−)+ : Blpr → SRing es adjunto por la izquierda e inverso por
la izquierda de (−)blue : SRing → Blpr.

Demostración. Es claro que dado S un semianillo, ((S)blue)+ = ((S, S))+ = S ≃ IdSRing(S),
por tanto (−)+ es inverso por la izquierda de (−)blue.

Veamos ahora la otra afirmación. Sea B = (B•, B+) un blueprint y S un semianillo.
Un mofismo de blueprints f : B → Sblue es un morfismo de semianillos f+ : B → S
y se cumple trivialmente f+(B•) ⊆ S y por tanto se tiene una biyección natural entre
HomBlpr(B, Sblue) ≃ HomSRing(B

+, S), que es la condición para que (−)+ sea adjunto
por la izquierda de (−)blue. □

De forma similar, dado A un monoide con cero se le puede asociar un bluerprint y
obtener un functor (−)blue : Mon0 → Blpr para el que se puede demostrar (Lema 4.2.4
en [13]) que (−)• es adjunto por la derecha e inverso por la izquierda de (−)blue.
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3.1.2. Blueprints axiomaticos.

Recogemos ahora una definición más general de blueprint, que es la dada originalmente
por Lorscheid en [12] donde también se definen los esquemas de blueprints que en par-
ticular generalizan los esquemas de anillos y de semianillos. Nos limitaremos a comentar
algunos resultados y propiedades a modo de presentación de esta teoŕıa.

Sea A un monoide (multiplicativo), definimos el semianillo N0[A] como el conjunto de
sumas formales finitas

∑
ai con ai ∈ A, no necesariamente distintos y la suma vaćıa ∅,

y donde la suma se define como
∑

i∈I ai +
∑

j∈J aj =
∑

i∈I∪J ai; la suma vaćıa, ∅, es el
elemento neutro para la suma y el producto se define exteniendo por linealidad la mul-
tiplicación de A, o sea, (

∑
i∈I ai) · (

∑
j∈J aj) =

∑
i∈I
j∈J

ai · aj; y el elemento neutro para el

producto es 1 considerado como suma formal.

Vamos a dotar a los monoides de una estructura adicional que podemos pensar como
una “deconstrucción” de la suma expresando la esencia de esta operación a través de una
relación de equivalencia:

Definición 3.5. Una presuma en A es una relación de equivalencia, ≡, en N0[A] que
es un subsemianillo de N0[A]× N0[A], es decir, es tal que si

∑
ai ≡

∑
bj y

∑
ck ≡

∑
dl

entonces
∑

ai +
∑

ck ≡
∑

bj +
∑

dl y (
∑

ai) · (
∑

ck) ≡ (
∑

bj) · (
∑

dl) para todo
ai, bj, ck, dl ∈ A.

Esto equivale a decir que una presuma en A es una congruencia en el semianillo N0[A].
Además si ≡ es una presuma en A diremos que:

es cancelativa si
∑

ai +
∑

ck ≡
∑

bj +
∑

ck, entonces
∑

ai ≡
∑

bj
tiene inversos si para cada a ∈ A existe un b ∈ A tal que a+ b ≡ ∅
tiene cero si existe a ∈ A tal que a ≡ ∅
es propia si cuando a ≡ b como sumas formales donde a, b ∈ A, entonces a = b
como elementos de A.

Definición 3.6. Se llama blueprint (axiomático) a una pareja, (A,≡) , donde A es
un monoide y ≡ es una presuma en A.

Se dice que un blueprint (A,≡) es cancelativo, tiene inversas, tiene cero o es propio si
lo es ≡.

Dados (A1,≡1) y (A2,≡2) dos blueprints, un morfismo de blueprints (axioma-
ticos), f : (A1,≡1) → (A2,≡2), es un morfimso de monoides f • : A1 → A2 tal que
el morfismo inducido entre los semianillos f++ : N0[A1] × N0[A1] −→ N0[A2] × N0[A2]
cumple que f++(≡1) ⊆ ≡2 (pensando ≡1,≡2 como subsemianillos).

En este caso, Lorscheid no incluye en la definición de blueprint la condición de ser pro-
pio puesto que esta hipótesis en la presuma en ocasiones puede suponer una restricción
de la estructura multiplicativa del monoide.

Ejemplo 3.7. Recordemos que ({0, 0.5, 1},máx,mı́n) es un semianillo. Considerando el
monoide B = ({0, 0.5, 1},máx), podemos definir una presuma, ≡, como la relación de
equivalencia dada por el mı́nimo y en la que impongamos que 0.5 ≡ 1 y claramente
0.5 ̸= 1.
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Observemos que dado un blueprint (A,≡), tenemos que A ⊂ N0[A]×N0[A] mandando
a 7→ (a, a) y por ser ≡ una relación de equivalencia en particular es reflexiva, por tanto
tenemos que A ⊂≡. Esto permite dar otra caracterización de los morfismo de blueprints
f : (A1,≡1) → (A2,≡2) como un un morfismo de semianillos f eq ≡1→≡2 tal que f

eq(A1) ⊆
A2.

Observación 3.8. Se puede demostrar que los blueprints antes definidos se corresponden
con los blueprints axiomáticos propios con cero (véase Ejercicio 4.1.7 en [13]).

Aunque nuestro recorrido particular por la teoŕıa de los blueprints acabe aqúı, en [12]
se profundiza en el estudio de la categoŕıa Blpr y las subcategorias de blueprints cance-
lativos, porpios, con inversos y con cero; aśı como el modo de embeber las categoŕıas de
monoides, monoides con cero y semianillos en Blpr. A modo de resumen se obtiene la
siguiente figura:

Figura 1. Subcategoŕıas plenas de Blpr tomado de [12].

Además en la Sección 2 de [12] se definen las nociones de congruencia e ideal para
blueprints, que en particular generalizan de las correspondientes definiciones para anillos
y semianillos. Una vez hecho esto, en la sección 3, se definen los espacios blueprinted como
X un espacio topológico dotado de un haz OX de la categoŕıa formada por los abiertos
de X a la categoŕıa Blpr y se desarrolla la teoŕıa de esquemas de blueprints.

3.2. F1, el “cuerpo de un elemento”.

La primera aparición de F1, el “cuerpo de un elemento”, es en [16] donde Tits estudia
ciertos grupos algebraicos sobre un cuerpo y define F1 como el formado por un elemento
1 = 0 que, por descontado, no es un cuerpo.

La idea de Tits es que tiene sentido llamar espacio proyectivo n-dimensional sobre F1 a
un conjunto de n+1 puntos. En este caso una proyectividad es una permutación cualquiera
de los puntos y se tiene que el grupo simétrico Sn+1 actúa como grupo de transformaciones.
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No obstante, hay varias definiciones en la literatura de F1, puesto que todav́ıa no está
claro todav́ıa cual es la definición adecuada. La existencia de este objeto está motivada
por la existencia de resultados para cuerpos finitos Fp, por ejemplo, en el contexto de
la geometŕıa aritmética, que “tienen sentido” en el caso p = 1, además que se cree que
podŕıa permitir demostrar la hipótesis de Riemann.

La geometŕıa aritmética se estudian, entre otras cosas, la categoŕıa, SchZ, de esquemas
sobre Spec(Z). Como se explica en [11], a grandes rasgos, lo que se busca para hacer
geometŕıa sobre F1 es dar una categoŕıa, SchF1 , de esquemas sobre F1 con objeto final
SchF1F1 y un functor de cambio de base −⊗F1 Z : SchF1 → SchZ tal que mande el objeto
final de SchF1 al objeto final de SchZ, que es Spec(Z).

Aśı, por ejemplo Deitmar en [3] define la categoŕıa de anillos sobre F1 como la categoŕıa
de monoides y F1 = {1} (pensado como el objeto inicial en la categoŕıa de monoides).
Por otra parte, Lorscheid en [12] toma F1 = {0, 1} pensado como el objeto inicial de los
monoides con cero que a su vez es el objeto inicial de la categoŕıa de blueprints con cero.
Otro enfoque parecido, es el dado por los hermanos Giansiracusa en [5] donde la categoŕıa
de F1-módulos se identifica con los conjuntos punteados, esto es, conjuntos finitos donde
se distingue un elemento y toman F1 = {0, 1} pensado como monoide con cero.
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