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Introducción

Los problemas de clasificación son inherentes a la experiencia humana, lo que los hace
estar presentes en las distintas disciplinas del saber, siendo especialmente relevantes en
matemáticas por lo natural de su planteamiento. Los conjuntos de clases de equivalencia
son de hecho unos de los primeros objetos a los que los matemáticos nos enfrentamos
cuando comenzamos nuestro riguroso camino en esta disciplina, siendo el paso en esta
ocasión devolverles la estructura geométrica de la que se desprendieron con la introduc-
ción de los espacios de móduli. Con esto, la idea que se pretende transmitir es que al
clasificar objetos geométricos, como puedan ser las curvas algebraicas lisas, se obtiene
un conjunto de clases de equivalencia y lo que se busca es dotar a este conjunto de una
estructura geométrica que refleje las propiedades de los objetos que codifica.

El presente trabajo se plantea como una revisión bibliográfica sobre algunos resulta-
dos sobre los espacios móduli de curvas algebraicas lisas, partiendo del enfoque dado por
la Teoŕıa Geométrica de Invariantes de Mumford et. al. en [23]; siguiendo el camino en
búsqueda de espacios de móduli que śı sean compactos (i.e. propios en el contexto de la
geometŕıa algebraica) a diferencia de los anteriores, parametrizando no solo curvas lisas
sino curvas con cierto tipo de singularidades conocidas como curvas estables; y acabando
en un estudio de una naturaleza más combinatoria, que entronca con el trabajo en áreas
de más reciente aparición en la geometŕıa algebraica como es la geometŕıa tropical.

Los objetivos fundamentales del documento son la construcción y el estudio de los
espacios de móduli de curvas algebraicas desde el mencionado punto de vista de la teoŕıa
geométrica de invariantes, profundizando en técnicas generales de geometŕıa algebraica
plasmando los aspectos geométricos de un problema clásico. Además se recoge la evolu-
ción de estos los resultados desde los años 60 del siglo pasado hasta algunos desarrollos y
enfoques más recientes.

Para tratar estos tres tipos de problemas de móduli comenzamos presentando en el
Caṕıtulo 1 el lenguaje categorial con el que, de manera general, se pueden plantear
estos problemas de modelado tornándolos en un cuestión sobre la representabilidad de un
functor construido a partir de la relación de equivalencia dada. De esta manera además se
pueden estudiar familias parametrizadas de objetos y cuándo dichas familias son equiva-
lentes. Si el functor de móduli construido es representable, se dice que el representante
es un espacio de móduli fino y este codifica además la información sobre las familias
parametrizadas; sin embargo, como este no es siempre el caso, habrá otra noción más
débil aunque también de utilidad que es la de espacio de móduli grosero, cuyos puntos
cerrados estarán en correspondencia biyectiva con las clases de equivalencia de nuestro
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interés, pero con la que no se tiene un control total sobre las equivalencias entre familias
parametrizadas.

El porqué necesitamos debilitar esta noción en nuestro caso es consecuencia de que
como algunas de las curvas a parametrizar tienen automorfismos no triviales, esto impide
que el functor de móduli sea representable, como se prueba en la sección 3.2.

A continuación, en el Caṕıtulo 2, se presentan los resultados generales necesarios
de geometŕıa algebraica que utilizaremos en la construcción de los espacios de móduli
de curvas lisas y curvas estables como las condiciones en que se puede establecer una
inmersión cerrada de una curva en un espacio proyectivo, las propiedades fundamentales
de las familias planas y la obtención de haces dualizantes para estas. Seguidamente tra-
taremos la representabilidad de functores en la categoŕıa de esquemas dejando sentadas
las bases para posteriormente en el Caṕıtulo 4 introducir el lenguaje de stacks, que en
ciertos aspectos es el idóneo para tratar problemas de móduli. No solo eso, sino que pre-
sentaremos los esquemas de Hilbert, que son a su vez unos ciertos espacios de móduli
obtenidos por Grothendieck siendo de especial interés en este contexto, puesto que algu-
nos de los problemas de móduli que estudiamos tendrán por espacio de móduli cocientes
de un subesquema de algún esquema de Hilbert.

Este será el caso cuando obtengamos los espacios de móduli de curvas de género mayor
que 2. La estrategia que se sigue es parametrizarlas como subesquemas cerrados de un
espacio proyectivo determinado, lo que hace que tengamos que tener en consideración los
automorfismos de dicho espacio proyectivo. Esto nos lleva a que, también en el Caṕıtulo
2, se estudien los esquemas en grupos y las acciones de estos en otros esquemas
aśı como los problemas que pueden hacer que el cociente de un esquema por la acción
de un esquema en grupos no tenga estructura de esquema. Los resultados recogidos ha-
cen las veces una introducción velada a la Teoŕıa Geométrica de Invariantes en la que
no profundizamos en este documento por cuestiones de extensión, pese a estar detrás de
varios resultados que exponemos. El resultado fundamental respecto de los esquema en
grupos es el dado en la subsección 2.3.2 sobre la caracterización de los espacios de
móduli groseros como espacios de órbitas cuando la acción de un grupo algebrai-
co cumple ciertas hipótesis. Es más, los resultados de dicho apartado nos permiten dar
otra interpretación el modo en que Mumford construye espacios de móduli groseros para
los problemas de móduli de curvas lisas de género mayor o igual a 2 en la subsección 3.3.4.

Seguidamente, en el Caṕıtulo 3, tras explicar por qué en general no podemos obtener
espacios de móduli finos para los problemas de móduli de curvas lisas debido a
la presencia de automorfismos, comenzamos a construir diversos espacios de móduli. Se
realiza un tratamiento aislado de los casos de curvas lisas de géneros 0 y 1 dando la
construcción explicita a partir de resultados clásicos sobre geometŕıa proyectiva y curvas
eĺıpticas respectivamente. En este momento utilizamos otra de las técnicas habituales al
construir un espacio de móduli que es rigidificar el problema fijando algunas condiciones
geométricas extra. Concretamente, la rifidificación que aplicaremos será una de las más
habituales en la literatura que consiste en marcar un cierto número de puntos en
un orden determinado en las curvas lo cual reducirá el número de automorfismos de
estas permitiendo bien obtener espacios de móduli fino (como en el caso de las curvas
de género 0 con 3 puntos marcados) o bien obtener espacios de móduli groseros en los
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que las curvas tienen un número finito de automorfismos no triviales, cosa que resulta
harto más conveniente que cuando tienen un número infinito de ellos (como veremos en
el caso de curvas de género 1 según se marque o no uno de sus puntos). Expĺıcitamente,
expondremos el caso de curvas racionales con puntos marcados en la subsección 3.3.2 si
bien este mismo recurso técnico estará presente en los caṕıtulos restantes del documento
aplicado a situaciones más generales. Acabaremos el caṕıtulo indicando cómo se procede
en [23] para obtener subesquemas del esquema de Hilbert que son espacios de móduli
groseros para los problemas que restan, o sea, los de curvas lisas de género mayor o igual
que 2 (sin puntos marcados).

Con ello, en el Caṕıtulo 3 se abarca la construcción de los espacios de móduli
de curvas lisas (sin puntos marcados).

Como consecuencia del hecho de que los espacios de móduli obtenidos en el Caṕıtulo
3 no son en general esquemas propios, haciendo uso de la teoŕıa geométrica de invariantes
y la teoŕıa de la deformación se puede concluir que basta con parametrizar además de
las curvas lisas un cierto tipo de curvas singulares, llamadas curvas estables, y obtener
aśı espacios de móduli propios que en cierto sentido son una “compactificación” de los de
curvas lisas. En el Caṕıtulo 4, aunque no incluimos los resultados que llevaron a concluir
que las curvas estables son las que cumplen el propósito de compactificar los espacios de
móduli de curvas lisas, śı estudiamos algunas de las propiedades relevantes de las
curvas estables marcadas y no marcadas como es la finitud de sus automorfismos o el
hecho de que su haz dualizante es amplio. Se prueba además el resultado principal del que
se sigue la construcción de los espacios de móduli de curvas estables (Teorema
4.16).

A nivel histórico fue en este punto en el que Deligne y Mumford en [11] comenzaron
a utilizar stacks para tratar los problemas de móduli de curvas y, en consecuencia, in-
cluimos brevemente su definición en la subsección 4.2.3 justificando el modo en que los
automorfismos, que previamente nos imped́ıan obtener espacios de móduli finos, quedan
descritos adecuadamente por la estructura de stack. Esto nos sirve además para co-
mentar someramente algunos de los resultados de Knudsen en [18] acerca de los espacios
de móduli de curvas estables con puntos marcados y las relaciones entre ellos definidas
por morfismos de stacks.

Completa el documento el estudio de algunas propiedades combinatorias destaca-
bles de los espacios de móduli de curvas estables utilizando algunos resultados recientes
acercando al lector a una de las ĺıneas por las que sigue la investigación sobre el espacio
de móduli de curvas en la actualidad. Aśı, en el Caṕıtulo 5, haciendo uso de la pers-
pectiva dada por la geometŕıa tropical, se construyen espacios de móduli de curvas
tropicales (estables con o sin puntos marcados), siguiendo los resultados de Caporaso
en [5], relacionando las curvas tropicales de modo inmediato con el grafo dual a una cur-
va nodal (estable con o sin puntos marcados). El grafo dual es un objeto combinatorio
bien conocido en la geometŕıa algebraica en el que cada componente irreducible define
un vértice y cada nodo una arista adyacente a las componentes irreducibles a las que
pertenece, por su parte la definición que tomaremos de curva tropical será como mero
grafo métrico y los espacios de móduli de estas que construiremos son conos poliédricos
en los que cada punto se corresponde biyectivamente con uno de estos grafos métricos.
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Además, estudiaremos algunas de las relaciones que se pueden establecer entre las curvas
algebraicas y las tropicales. De hecho, aunque la construcción no hará uso del lengua-
je categorial y será una descripción más propia de la geometŕıa poliédrica, veremos que
permite plantear una dualidad entre los espacios de móduli de curvas tropicales
estables (i.e. entre conos poliédricos) y los espacios de móduli de curvas estables
exhibiendo el comportamiento combinatorio de la frontera de estos últimos.

Sintetizando lo dicho, el presente documento se puede entender como un periplo por
uno de los muchos que caminos que se pueden tomar al estudiar la clasificación de las
curvas algebraicas utilizando espacios de móduli, quedando patente parte de la evolución
que ha experimentado la concepción de los espacios de móduli de curvas. Esta revisión
histórica y del estado del arte que concierne al móduli de curvas ha pretendido ser lo más
completa en cuanto a perspectivas y autocontenida en cuanto a resultados si bien ha sido
necesario limitar ambas ambiciones dada la extensión del documento y el tiempo de que
se ha dispuesto en su elaboración.

8



Caṕıtulo 1

Problemas de móduli

El punto de partida a la hora de clasificar elementos de un conjunto M de objetos
matemáticos es establecer una relación de equivalencia, ∼M, en M y considerar el con-
junto de clases de equivalencia M/∼M . Puesto que los elementos del conjunto M serán
objetos pertenecientes a una determinada categoŕıa D, cabe plantearse si esta clasificación
conjunt́ıstica, dada por M/∼M , se puede estudiar en la categoŕıa D o en otra categoŕıa
C que haga las veces de “parámetro”. En esto consistirán los problemas de móduli, en
tratar de “modelar” el conjunto de clases de equivalencia de una clase de objetos a través
de objetos y morfismos de C.

Idealmente, lo que se busca es establecer una correspondencia natural entreM/∼M ∈
Sets y algún objeto M ∈ Obj(C), de manera que las propiedades de las familias de
objetos equivalentes se vean reflejadas en objetos y morfismos en la categoŕıa C. Este será
el caso cuando un problema de móduli tenga un espacio de móduli fino. Sin embargo, hay
problemas de móduli para lo que no se tiene ningún espacio de móduli fino, pero a los que
tal vez śı podemos dar una respuesta más débil encontrando un espacio de móduli grosero.
Cuando solo seamos capaces de encontrar un espacio de móduli grosero para nuestro
problema de móduli, seguiremos teniendo una correspondencia entre M/∼M ∈ Sets y
algún objeto M ∈ Obj(C), pero no podremos especificar adecuadamente las propiedades
de las familias de objetos equivalentes en términos de la categoŕıa C.

Puede ocurrir también que no seamos capaces siquiera de encontrar espacios de móduli
groseros para un determinado problema. Más adelante, veremos que otra forma de abordar
ciertos problema de móduli será modificando sensiblemente el problema a tratar, añadien-
do información que haga más “ŕıgida” la clasificación, de modo que exista algún espacio
de móduli (fino) para el nuevo problema.

1.1. Functor de puntos y functores representables

Introduciremos algunas definiciones y resultados básicos de la teoŕıa de categoŕıas
que nos permitirán describir los problemas de móduli de un modo general. Expresaremos
un problema de móduli en términos de un prehaz de conjuntos, o sea, como un functor
F : Cop → Sets, siendo el Lema de Yoneda uno de los resultados claves para fundamentar
la teoŕıa de móduli.
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Por simplicidad, supondremos, salvo que se indique lo contrario, que las categoŕıas1

consideradas son localmente pequeñas, o sea, categoŕıas C verificando que los morfismos
HomC(X, Y ) sean un conjunto para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C) objetos de C.

Recordemos que dados dos functores F : C → D y G : C → D entre dos categoŕıas
cualesquiera, se dice que η : F → G es una transformación natural de functores si
para cada objeto X de C se tiene que η(X) : F (X) → G(X) es un morfismo en D y si
para cualquier morfismo f ∈ HomC(X, Y ) en C, el diagrama

F (X)
η(X)

//

fF
��

G(X)

fG
��

F (Y )
η(Y )

// G(Y )

es conmutativo.

Dada C una categoŕıa, denotaremos por Func(C,Sets) a la categoŕıa cuyos objetos
son los functores (covariantes) F : C → Sets y los morfismos son las transformaciones
naturales de functores, que denotaremos Nat(F,G) donde F,G ∈ Obj(Func(C,Sets)).

De modo similar, se define la categoŕıa Func(Cop,Sets), cuyos objetos se llamarán
prehaces de conjuntos en C.

Observación 1.1. Nótese que en general Func(C,Sets) no es localmente pequeña. Sin
embargo, si C es una categoŕıa pequeña (esto es, una categoŕıa localmente pequeña en
la que además Obj(C) es un conjunto), entonces se verifica que Func(C,Sets) es una
categoŕıa localmente pequeña.

Para hablar de representabilidad de functores hemos de presentar el functor de puntos
asociado a un objeto de C. Esta denominación no es casual, y es que, en geometŕıa, tiene
sentido pensar que un punto p se identifica con los morfismos que consisten en tomar valor
en p. De ah́ı que dado X ∈ Obj(C), nos podemos referir al functor X• = HomC(X,−) ∈
Func(C,Sets) como el espacio asociado a X, siendo X•(Y ) los puntos de X con valores
en Y . Otro “espacio” F ∈ Func(C,Sets) se dice que es representable cuando sea isomorfo
(como functor) a X• para algún X ∈ Obj(C).

Trataremos la representabilidad de functores contravariantes, puesto que los functo-
res asociados a un problema de móduli serán de este tipo. De hecho, la analoǵıa entre
espacios y functores; y puntos y morfismos es la que justifica que después nos refiramos
al representante de un functor de móduli como un espacio de móduli (fino).

Definición 1.2. Dado X ∈ Obj(C), llamaremos functor de puntos asociado a X al
functor

X• : Cop // Sets

T � // HomC(T,X),

o sea, X• = HomC(−, X) ∈ Func(Cop,Sets).
1Tomamos la definición de categoŕıa dada en [21] donde las colecciones de objetos y morfismos de una

categoŕıa no se presupone que sean conjuntos, sino que se supone fijado un universo de conjuntos. El
motivo de este tipo de consideraciones es que, por ejemplo, la colección de todos los conjuntos no puede
ser un conjunto (con los axiomas ZFC).
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Definición 1.3. Se llama punto general de X• := HomC(−, X) ∈ Func(Cop,Sets) a
un x̃ ∈ X•(Y ) = HomC(Y,X) para algún Y ∈ Obj(C) tal que para cualquier f ∈ X•(T ) =
HomC(T,X) con T ∈ Obj(C) existe un único g : T → Y tal que x̃ ◦ g = f .

Si tomamos el functor X• y x̃ : X → Y es un isomorfismo, entonces x̃ es un punto
general ya que x̃∗ : Y • → X• es un isomorfismo de functores. Por simplicidad, tomaremos
siempre x̃ = IdX como punto general.

Lema 1.4 (Lema de Yoneda). Sea C una categoŕıa localmente pequeña, para todo X ∈
Obj(C) y cualquier F : Cop → Sets existe un isomorfismo natural

Nat(X•, F ) ≃ F (X)

η 7→ η(X)(x̃) := u

siendo x̃ = IdX ∈ X•(X) = HomC(X,X) el punto general identidad.

Demostración. El resultado se deduce de que si η : X• → F es una transformación
natural de functores, le hacemos corresponder η(X)(IdX) ∈ F (X) ya que para cualquier
T ∈ Obj(C) y cualquier morfismo g ∈ HomC(T,X) = X•(T ) el siguiente diagrama es
conmutativo

HomC(X,X)
η(X)

//

g∗X
��

F (X)

g∗F
��

HomC(T,X)
η(T )

// F (T )

x̃ = IdX
� //

_

��

ηX(x̃) = u
_

��

IdX ◦g = g � // ηT (g) = g∗F (u)

Ahora, si p ∈ F (X), definimos ηp : X• → F como (ηp(T ))(ϕ) = ϕ∗
F (p) ∈ F (Y ) donde

T ∈ Obj(C) y ϕ ∈ HomC(T,X). Es claro que las asignaciones son inversas entre śı.

El Lema de Yoneda nos permite considerar C como una subcategoŕıa plena de la
categoŕıa Func(Cop,Sets) ya que el functor

(−)• : C −→ Func(Cop,Sets)
X 7−→ X•

es fielmente pleno (i.e., para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C) se tiene que la asignación indu-
cida HomC(X, Y )→ Nat(X•, Y •) es una biyección).

Definición 1.5. Diremos que F : Cop → Sets es un functor representable si existe
un X ∈ Obj(C) y un isomorfismo natural de functores ξ : F → X•, en cuyo caso diremos
que F es representable por (X, ξ).

Si F es representable por (X, ξ), por el Lema de Yoneda sabemos que el representante
es único salvo un único isomorfismo, es decir, si (Y, ξ′) es otro represente de F , entonces
existe un único isomorfismo α : X → Y tal que ξ′ = α∗ ◦ ξ donde α∗ : X• → Y • es la
transformación natural de functores inducida por α, que es un isomorfismo de functores.

Observación 1.6. Si F es representable por (X, ξ), dar (X, ξ) es equivalente a dar
(X,U) := (X, ξ(IdX)), por el Lema de Yoneda. Llamaremos a U := ξ(IdX) elemen-
to universal para el functor F .
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Ejemplo 1.7 (Ejemplo 8.3 en [13]). Producto fibrado de prehaces: La categoŕıa Sets
tiene productos fibrados, luego la categoŕıa Func(Cop,Sets) tiene productos fibrados. Da-
dos F,G,H ∈ Func(Cop,Sets) y η1 : F → H, η2 : G → H transformaciones naturales de
functores, su producto fibrado será (F ×H G, p, q) con

(F ×H G)(X) := F (X)×H(X) G(X) ∈ Sets;

siendo p y q las transformaciones naturales de functores dadas por p(X) : (F×HG)(X)→
F (X) y q(X) : (F ×H G)(X)→ G(X) respectivamente con X ∈ Obj(C).

Se verifica además que si F,G,H son functores representables, es decir, si F ≃ X•,
G ≃ Y • y H ≃ S•, entonces el producto fibrado F ×H G es representable si y solo si
Z = X ×S Y existe en C y además F ×H G ≃ Z•.

No todos los functores son representables, por ello vamos a introducir una noción más
débil que utilizaremos más adelante:

Definición 1.8. Dado F : Cop → Sets diremos que una pareja (X, ξ) es inicial para F si
X ∈ Obj(C) y ξ ∈ Nat(F,X•) son tales que para cada Y ∈ Obj(C) y cada ψ ∈ Nat(F, Y •),
existe un único Ω ∈ Nat(X•, Y •) tal que ψ = Ω ◦ ξ.

F

ψ

::

ξ
// X• Ω // Y •

Observación 1.9. Por el Lema de Yoneda Ω ∈ Nat(X•, Y •) se corresponde con ω :=
Ω(X)(IdX) ∈ Y •(X) = HomC(X, Y )

Igual que antes, si un functor F tiene una pareja inicial, esta es única salvo isomorfis-
mos. Es claro que si una pareja (M, ξ) representa a un functor F , en particular (M, ξ) es
inicial para F .

Observación 1.10. Se pueden dar definiciones y el resultado análogo para functores
covariantes G ∈ Func(C,Sets) definiendo para X ∈ Obj(C) el functor

X• = HomC(X,−).

Además, diremos que el functor G es representable por una pareja (X, ξ) cuando exista
un isomorfismo de functores ξ : G −→ X•.

1.2. Functores de móduli

Para plantear un problema de clasificación hemos de dar un conjuntoM de objetos de
D y ∼M una relación de equivalencia enM, siendo nuestro objetivo describir el conjunto
M/∼M de clases de equivalencia. Cabe la posibilidad de encontrar ciertos invariantes
discretos, (como puedan ser el cardinal de un conjunto finito o la dimensión de un espacio
vectorial finito) que nos permitan establecer una partición enM/∼M . Sin embargo, en la
teoŕıa de móduli lo que se busca es establecer una correspondencia natural entreM/∼M

y un objeto M de una categoŕıa parámetro C de manera que, además, podamos estudiar
las familias de objetos equivalentes a partir de M . Para ello construiremos, a partir de

12



(M,∼M) un functor que describa las familias de objetos de M que son equivalentes y
con este se definirá el functor de móduli que codifique las clases de equivalencia.

Seguiremos como referencia principal en esta sección [28].

Presentaremos ahora las hipótesis sobre la categoŕıa parámetro C con cuyos ob-
jetos queremos parametrizar las familias de elementos de M que sean ∼M-equivalentes
aśı como clases de ∼M-equivalencia deM. Si la categoŕıa C es la misma categoŕıa a la que
pertenecen los elementos deM diremos que el problema de móduli está bien formulado.

Supondremos que la categoŕıa C es localmente pequeña y está dotada de un functor
fiel | · | : C → Sets “tomar el conjunto subyacente”, o sea, el functor | · | es tal que

HomC(X, Y ) −→HomSets(|X|, |Y |)
f 7−→|f |

es inyectivo para cualesquiera X, Y ∈ Obj(C).
Supondremos además que existe un P ∈ Obj(C), al que llamaremos punto base, tal

que |P | = {∗} es un conjunto formado por un único punto, la aplicación inducida entre
los conjuntos de morfismos

HomC(P,X)
∼−→ HomSets({∗}, |X|) ≡ |X|

es biyectiva y además si f ∈ HomC(X, Y ), entonces el morfismo inducido entre los espacios
subyacentes |f | ∈ HomSets(|X|, |Y |), viene dado por f∗ : HomC(P,X)→ HomC(P, Y )

Estas condiciones en la categoŕıa nos aseguran que un morfismo en C está determinado
modo único por el morfismo entre los conjuntos subyacentes y se deduce también de lo
expuesto que HomC(P, P ) = {IdP}.

Observación 1.11. Las hipótesis sobre el punto base P equivalen a decir que |P | = {∗} y
que el functor | · | es representable por (P, µ) siendo µ un cierto isomorfismo de functores.
Por este motivo en ocasiones escribiremos

P• = HomC(P,−) ≃ | · |

Definición 1.12. Llamaremos functor de familias de objetos a un functor

fam : Cop → Sets

que a cada objeto le asigna un conjunto y una relación de equivalencia en este (cosa que
tiene sentido puesto que una relación de equivalencia en un conjunto A se puede expresar
como un subconjunto de A× A) del siguiente modo:

fam(P ) = (M,∼M) que denotaremos sencillamente como fam(P ) =M

para cada T ∈ Obj(C) la relación de equivalencia ∼T en fam(T ) es tal que cuando
T = P coincide con ∼M y además para cada morfismo f : T1 → T2 la aplicación

f ∗ := f fam : fam(T2) −→ fam(T1)

con G 7→ f ∗G manda elementos ∼T2-equivalentes a objetos ∼T1-equivalentes.
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Definición 1.13. Con las notaciones de la definición previa:

llamaremos a los elementos de fam(T ) con T ∈ Obj(C) familias de objetos de
M parametrizadas por T .

si G ∈ fam(T2) es una familia parametrizada por T2, la familia f ∗G ∈ fam(T1) se
llama pull-back de la familia G a T1 por f .

Observemos que, en particular, las familias de objetos de M parametrizadas por P
son los propios elementos deM.

Por las hipótesis en la categoŕıa C para cada T ∈ Obj(C) tenemos una identificación
canónica HomC(P, T ) ∼= |T |, o sea, cada elemento t ∈ |T | se corresponde con un morfismo
ϕt : P → T en C. Dada G ∈ fam(T ) una familia de objetos deM parametrizada por T ,
podemos hacer el pull-back de G v́ıa ϕt obteniendo una familia parametrizada por P

fam(T )
ϕ∗t−→fam(P ) =M

G 7−→ϕ∗
tG

Se denomina a ϕ∗
tG fibra de la familia G en t que es un elemento del conjuntoM.

Definición 1.14. Llamaremos functor de clases de equivalencia de familias de
objetos de M parametrizadas por C al functor

F : Cop −→Sets

T 7−→fam(T )/∼T

También llamaremos a F functor de móduli para el problema de móduli definido
por (M,∼M).

Denotaremos a las clases de ∼T -equivalencia de un G ∈ fam(T ) como [G]T y en el
caso de ∼P=∼M utilizaremos la notación [G]M donde G ∈ fam(P ) =M.

Observación 1.15. Dado un problema de móduli (M,∼M),se construye F el functor
de móduli a partir de fam, de ahora en adelante, cuando demos un functor de móduli
supondremos también que hemos fijado fam ya que nos interesa estudiar las familias de
objetos y las equivalencias en estas. Esto es aśı ya que, aunque finalmente no se quiere
distinguir entre objetos equivalentes, śı queremos saber hasta qué punto la estructura de
M/∼M como objeto de C refleja las propiedades de las familias de objetos.

Dado F un functor de móduli, distinguiremos dos casos que estudiaremos detallada-
mente a continuación:

Si F es representable por (M, ξ), o sea, si ξ : F −→ HomC(−,M) es un isomorfismo
de functores, se dice que (M, ξ) es un espacio de móduli fino para F .

Si F tiene una pareja (M, ξ) inicial tal que

ξ(P ) : F(P ) ∼−→ HomC(P,M) ≡ |M |

es una biyección, se dice que (M, ξ) es un espacio de móduli grosero para F .

En ambos casos la pareja (M, ξ) está determinada salvo isomorfismos y además ξ(P )
establece una biyección entre los conjuntosM/∼M y |M |.
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1.2.1. Espacio de móduli fino y familia universal

Sea F : Cop −→ Sets un functor de móduli para el problema de móduli dado por
(M,∼M) tal que (M, ξ) es un espacio de móduli fino para F .

Veremos ahora que, dada una familia parametrizada por algún objeto de C, tomar
las clases de equivalencia de las fibras de en una familia parametrizada coincide con el
morfismo entre los espacios subyacente de un morfismo en C.

Para cada T ∈ Obj(C) tenemos una biyección

ξ(T ) : F(T ) ∼−→ HomC(T,M),

es decir, cada [G]T ∈ F(T ) se corresponde con un morfismo ν̃G ∈ HomC(T,M). Dada una
familia G ∈ fam(T ) parametrizada por T , su clase de ∼T -equivalencia nos determina
un morfismo ν̃G : T → M . Tomando conjuntos subyacentes, o sea, aplicando el functor
| · | = P• tenemos:

|ν̃G| : HomC(P, T ) ≡ |T | // HomC(P,M) ≡ |M |
ϕt ≡ t � // ν̃G ◦ ϕt

Por otra parte tenemos que dada una familia G ∈ fam(T ) parametrizada por T , se
define la aplicación νG : |T | −→ M/∼M con t 7−→ [ϕ∗

tG]M donde [ϕ∗
tG]M es la clase de

∼M-equivalencia de la fibra de la familiaG parametrizada por T en el punto t. Llamaremos
a νG la aplicación asociada a la familia G que podemos darla de forma equivalente
como:

νG : HomC(P, T ) ≡ |T | // HomC(P,M) ≡M/∼M

ϕt ≡ t � // ξ(P )([ϕ∗
tG]M) ≡ [ϕ∗

tG]M

La definición de νG tiene sentido puesto que, fijadoG, como t ∈ |T | ≡ P•(T ) se corresponde
con un morfismo ϕt : P → T , se tiene el diagrama conmutativo:

F(T ) ξ(T )
//

ϕ∗t
��

HomC(T,M)

ϕ∗t
��

F(P ) ξ(P )
// HomC(P,M)

[G]T
� //

_

��

ν̃G_

��

[ϕ∗
tG]M

� // ν̃G ◦ ϕt.

Nótese que como ξ es un isomorfismo de functores, identificamos |ν̃G| = νG; por ser el
functor | · | fiel, dado νG se corresponde con un único morfismo de T en M en C que como
hemos visto es ν̃G.

Observación 1.16. Dadas dos familias G,G′ ∈ fam(T ) parametrizadas por T tales que
en cada t ∈ |T | sus fibras son ∼M-equivalentes, entonces [G]T = [G′]T . Es fácil verlo
utilizando que, por ser ξ un isomorfismo de functores, hay una correspondencia biyectiva
entre clases de ∼T equivalencia y morfismos de HomC(T,M). De hecho, esta condición es
equivalente a la inyectividad de ξ.

Recordemos que si un functor es representable por una pareja (M, ξ), por el Lema de
Yoneda equivale a dar (M,U) siendo U el elemento universal. En este caso

ξ(M) : F(M)
∼−→ HomC(M,M)
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y el elemento universal es U = ξ(M)−1(IdM). En la teoŕıa de móduli, se llama a U (clase
de la) familia universal y a M espacio clasificador universal.

Una pareja (M,U) formada por un espacio clasificador y una familia universal verifica
la siguiente propiedad universal: para cada T ∈ Obj(C) y toda G familia parametrizada
por T , existe un único morfismo ωG : T →M tal que

ωF
G : F(M) −→ F(T )

manda la clase de ∼M -equivalencia de U a la clase de ∼T -equivalencia de G.

Observación 1.17. Si U es una familia universal en M , la fibra Um con m ∈ |M |
cualquiera pertenece a la misma clase de ∼P=∼M-equivalencia que ξ(P )−1(ϕm) ya que
por ser (M, ξ) el representante del functor F se cumple que [ϕ∗

mU ]M = ξ(P )−1(ϕm).

El resultado siguiente afirma, como ya sab́ıamos, que es equivalente dar un espacio de
móduli fino para F que dar una familia universal parametrizada por un espacio clasificador
universal:

Proposición 1.18. Sea F un functor de móduli. Si (M, ξ) es un espacio de móduli
fino para F entonces cualquier familia representante de la clase de ∼M -equivalencia de
ξ(M)−1(IdM) es una familia universal y M es el espacio clasificador universal asociado.
Rećıprocamente, si (N,U = U(N)) es una pareja donde U es una familia universal pa-
rametrizada por N su espacio clasificador universal asociado, definimos ξ ∈ Nat(F , N•)
como aquella transformación natural tal que

ξ(T ) : F(T ) // HomC(T,N)

[G] � // ν̃G

donde [G] denota la clase de ∼T -equivalencia de una familia G parametrizada por T y νG
la aplicación asociada a la familia G, entonces la pareja (N, ξ) es un espacio de móduli
fino para F .

1.2.2. Espacio de móduli grosero y familia tautológica

Sea F : Cop −→ Sets un functor de móduli para el problema de móduli dado por
(M,∼M) tal que (M, ξ) es un espacio de móduli grosero para F .

Igual que en el caso previo, por ser ξ(P ) isomorfismo, se tiene que

ξ(P ) : F(P ) =M/∼M
∼−→ HomC(P,M) ≡ |M |.

Además la condición de que (M, ξ) sea inicial es que para cualquier objeto T ∈ C y
toda transformación natural ΨT : F −→ HomC(−, T ), existe una única transformación
natural ΩT : HomC(−,M) −→ HomC(−, T ) tal que ΨT = ΩT ◦ ξ.

Dado T ∈ Obj(C) y ΩT como antes, por el Lema de Yoneda

Nat(M•, T •)
∼−→ T •(M) = HomC(M,T )

ΩT 7−→ ΩT (M)(IdM) =: ωT
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y por otra parte tenemos, por ser ξ(P ) isomorfismo, que

ΩT (P ) = ψT (P ) ◦ ξ(P )−1 : HomC(P,M) −→ HomC(P, T )

Se verifica que |ωT | = ΩT (P ) ya que para cada ϕm : P → M se tiene el diagrama
conmutativo:

M•(M)
ΩT (M)

//

ϕ∗m
��

T •(M)

ϕ∗m
��

M•(P )
ΩT (P )

// T •(P )

IdM
� //

_

��

ωT_

��

ϕm
� // ωT ◦ ϕm.

y por ser | · | fiel, podemos pensar ΩT (P ) como un morfismo en la categoŕıa C.

En el caso que nos ocupa, dada una familia parametrizada por algún objeto de C, vere-
mos que en principio no tenemos restricción a la hora de tomar las clases de equivalencia
de las fibras de en una familia parametrizada.

Por lo previamente argumentado, podemos dar la noción de aplicación asociada a una
familia parametrizada por un objeto de C como sigue. Dada una aplicación biyectiva

α : F(P ) =M/∼M
∼−→ HomC(P,M) ≡ |M |

y una familia G ∈ fam(T ) para algún T ∈ Obj(C), definimos la aplicación asociada a
la familia parametrizada G como:

νG : HomC(P, T ) ≡ |T | // HomC(P,M) ≡ |M | =M/∼M

ϕt ≡ t � // α([ϕ∗
tG]M)

donde ϕ∗
tG ∈ fam(P ) y [ϕ∗

tG]M es la clase de ∼M-equivalencia en F(P ) =M/∼M . Nótese
que la definición de esta aplicación depende de la biyección α prefijada y que si tomamos
un espacio de móduli grosero isomorfo a (M, ξ), al no ser ξ un isomorfismo de functores,
la relación de equivalencia en las familias parametrizadas no queda completamente deter-
minada por ∼M como śı ocurre cuando se tiene un espacio de móduli fino para F .

En particular, tomando α = ξ(P ), para todo T ∈ Obj(C) y toda familia G ∈ fam(T ),
se cumple que la aplicación νG = |ξ(T )([G]T )|, luego podemos dar a νG estructura de
morfismo en C.

El siguiente resultado, cuya demostración es una comprobación formal, afirma que es
equivalente dar el espacio de móduli grosero (M, ξ) para el functor de móduli F que dar
la pareja (M,α := ξ(P )).

Proposición 1.19. Dada una pareja (M,α) donde M ∈ Obj(C) y α : F(P ) → M•(P )
una biyección de conjuntos tal que para todo T ∈ Obj(C):

dada cualquier familia G ∈ fam(T ), νG se corresponde con un morfismo ν̃G ∈
HomC(T,M) y

dada cualquier transformación natural ψ ∈ Nat(F , T •), la aplicación ψ(P ) ◦ α−1 :
|M | → |T | se corresponde con un morfismo ω̃ ∈ HomC(M,T )
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Entonces se tiene que la asignación ξ : F → HomC(−,M) definida por

ξ(T ) : F(T ) // HomC(T,N)

[G]T
� // ν̃G

es una transformación natural de functores, con α = ξ(P ) y además (M, ξ) es un espacio
de móduli grosero para F .

El siguiente resultado nos da la relación entre los espacios de móduli finos y groseros:

Proposición 1.20. Sea (M, ξ) un espacio de móduli grosero para F , entonces (M, ξ) es
un espacio de móduli fino para F si y solo si se cumple

(1) existe U ∈ fam(M) tal que para cada m ∈ |M |, [Um]M = ξ(P )−1(ϕm)

(2) para todo T ∈ Obj(C) si G,G′ ∈ fam(T ) son tales que [Gt]M = [G′
t]M para todo

t ∈ |T |, entonces [G]T = [G′]T en F(T )

Si un functor de móduli F tiene espacio de móduli grosero (M, ξ), en ocasiones po-
dremos decidir si F puede o no tener un espacio de móduli fino a partir de la siguiente
noción.

Definición 1.21. Se llama familia tautológica para F a una pareja (X, β) con X ∈
fam(T ) para un cierto T ∈ Obj(C) y β :M/∼M → |T | una aplicación verificando que

β : F(P ) =M/∼M −→ HomC(P, T ) = |T | es una biyección y

para todo t ∈ |T | la fibra de X en el punto t cumple que [Xt]M = β−1(t).

Una familia universal es en particular una familia tautológica, por tanto si F tiene
espacio de móduli grosero (M, ξ) y no admite ninguna familia tautológica, deducimos que
no existe ningún espacio de móduli fino para F .
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Caṕıtulo 2

Curvas y esquemas

Empezamos estudiando las curvas algebraicas y las propiedades que nos interesan,
entre ellas que podemos dar una inmersión de una curva en el espacio proyectivo como
subesquema cerrado. Esto es relevante porque los problemas de móduli que parametrizan
los subesquemas cerrados de un espacio proyectivo, tienen por espacios de móduli fino
esquemas de Hilbert, que se pueden descomponer a su vez como una unión disjunta de
esquemas, cada uno de los cuales es el espacio de móduli fino del problema que es para-
metrizar los subesquemas cerrados del espacio proyectivo con polinomio de Hilbert dado.
Además cada curva, pensada como subesquema cerrado de un espacio proyectivo tiene
un polinomio de Hilbert asociado y veremos que los morfismos planos tienen propiedades
oportunas para definir después las familias de curvas parametrizadas, entre ellas que el
polinomio de Hilbert de las fibras es constante en cada componente conexa del esquema
que hace las veces de parámetro.

Incluimos seguidamente una introducción a las acciones de grupos algebraicos en esque-
mas y los distintos tipos de cocientes que se pueden obtener, demostrando su relación con
los espacios de móduli grosero. Estos resultados permiten también probar la no existen-
cia de espacios de móduli fino ciertos problemas de móduli de curvas de curvas algebraicas.

Convenciones y notación: Dado S un esquema, denotaremos por SchS a la cate-
goŕıa de esquemas sobre S, es decir, aquella categoŕıa en la que los objetos son fX : X → S
donde X es un esquema y fX un morfismo de esquemas (denominado morfismo estructu-
ral) y los morfismos entre dos S-esquemas X, Y son morfismos de esquemas g : X → Y
tales que fX = fY ◦ g. Dado A un anillo, los esquemas sobre SpecA los llamaremos A-
esquemas y denotaremos a la categoŕıa de A-esquemas como SchA. Podemos identificar,
y en ocasiones lo haremos, un esquema X con el functor de puntos que define X•.

Supondremos siempre que k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Salvo que
se indique lo contrario, consideraremos siempre esquemas localmente de tipo finito
sobre Spec k y denotaremos por Schk a la categoŕıa de tales k-esquemas [1, Section 06LF].

2.1. Pero... ¿qué es una curva?

En geometŕıa algebraica podemos encontrar diversas definiciones de curva, por lo que
en esta sección vamos a establecer con qué definición trabajaremos en este documento.
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Además indicaremos cuales son las implicaciones de esta definición aśı como los resultados
en los que nos basaremos para dar respuesta a los problemas de móduli de curvas.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definición 2.1. Llamaremos curva sobre k a un k-esquema C → Spec k propio sobre
k (i.e., un esquema separado, de tipo finito y universalmente cerrado sobre k) tal que
dimOC,x = 1 para todo punto cerrado x ∈ C.

Algunas propiedades que se deducen de esta definición de curva son:

las curvas son esquemas localmente noetherianos por ser localmente de tipo
finito, de hecho son esquemas noetherianos ya que son compactos por ser propios.
[1, Lema 01T6]

las curvas son proyectivas sobre k, en el sentido de que para cualquier curva C
existe una imersión cerrada C → Pnk para algún n.

DadoX un k-esquema, llamaremos aX(k) := Homk(Spec k,X) los puntos geométri-
cos de X, en este caso por ser k algebraicamente cerrado y X un esquema localmente de
tipo finito, X(k) son exactamente los puntos cerrados de X [13, Corolario 3.36].

El género (aritmético) de C una curva cualquiera se define como

g(C) = 1− χ(C,OC) = 1− dimk H
0(C,OC) + dimk H

1(C,OC)

y es un invariante numérico de C. Comenzaremos parametrizando curvas irreducibles y no
singulares de género g, que en particular, son conexas y son esquemas ı́ntegros, luego su
género es g(C) = dimk H

1(C,OC) porque al ser k algebraicamente cerrado H0(C,OC) ≃ k.

2.1.1. Inmersión de una curva en un espacio proyectivo

Dado S un esquema cualquiera, el espacio proyectivo sobre S es

PnS = ProjOs[x0, ..., xn] = Proj(Sym((On+1
S )∨))

Recordemos que dado un haz localmente libreN en S, el functor de puntos del espectro
proyectivo del álgebra simétrica de N se define del modo siguiente: dado f : X → S un
S-esquema los puntos racionales de Proj(Sym(N ))•(X) son las secciones

σ : X −→ Proj(Sym(N ))×S X = Proj(Sym(f ∗N ))

de la proyección natural π : Proj(Sym(f ∗N ))→ X. Se puede probar que hay una corres-
pondencia biuńıvoca entre las secciones σ : X → Proj(Sym(f ∗N )) y los haces de ĺınea L
que son cocientes de la forma f ∗N → L → 0.

Si σ es una sección de π y consideramos el haz O(1) de Proj(Sym(f ∗N )), tenemos
π∗f ∗N = π∗π∗O(1) → O(1) → 0 lo que induce f ∗N → σ∗O(1) = L → 0. Rećıpro-
camente, dado f ∗N → L → 0 induce una inmersión entre los espectros proyectivos
de las correspondientes álgebras simétricas σ : Proj(Sym(L)) → Proj(Sym(f ∗N )) y
Proj(Sym(L)) ≃ Proj(Sym(OX)) ≃ X por ser una cuestión local.

Se puede probar la siguiente correspondencia:
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Proposición 2.2. [13, Corolario 13.33] Sea X un S-esquema, entonces hay una biyección
natural entre HomS(X,PnS) y el conjunto {(L, s0, ..., sn) donde L es un haz de ĺınea en
X y si ∈ Γ(X,L) que generan L}/iso

Veamos ahora de modo expĺıcito el caso de k-esquemas y cómo dar inmersiones cerra-
das de curvas en Pnk .

Si X es un k-esquema, L un haz de ĺınea en X y {s0, ..., sn} un conjunto de n + 1
secciones que generan L para cada x ∈ X(k) hay un ı́ndice i tal que si(x) ∈ Lx⊗OX,x

κ(x)
es no nula ya que las si generan L y para cada j existe un único elemento αj ∈ κ(x) = k
tal que sj(x) = αjsi(x). Definimos los puntos racionales del morfismo ι : X → Pnk inducido
por (L, s0, ..., sn) como:

X(k) −→Pnk(k)
x 7−→[s0(x) : ... : sn(x)] := [α0 : ... : αn].

Vamos a establecer cuando ι : X → Pnk es una inmersión cerrada.

Una caracterización geométrica para X un esquema propio sobre k es la siguinete
consecuencia de la [13, Proposición 12.94]:

Proposición 2.3. Sea X un esquema propio sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k
y L un haz de ĺınea en X y {s0, ...sn} secciones de L, entonces (L, s0, ..., sn) define una
inmersión cerrada i : X → Pnk si y solo si se cumplen:

Las secciones si generan L: para todo x ∈ X(k) existe alguna sección si que no se
anula en x.

Las secciones si separan puntos: para toda pareja de puntos distinto x, y ∈ X(k)
existe una sección t ∈ V = ⟨s0, ..., sn⟩k ⊆ Γ(X,L) tal que bien t(x) = 0 y t(y) ̸= 0,
bien t(y) = 0 y t(x) ̸= 0.

Las secciones si separan vectores tangentes: para todo x ∈ X(k), el conjunto de
secciones t ∈ V en el sub-k-espacio vectorial generado por las si tales que t(x) = 0
genera mxLx/m2

xL ≃ m/m2.

Definición 2.4. Un haz de ĺınea L en X un esquema cuasi-compacto cuasi-separado es
amplio cuando existe un n ≥ 1 y un número finito de secciones si ∈ Γ(X,L⊗n) tales que

Xsi = {x ∈ X : s(x) ̸= 0 en la fibra L(x) := Lx ⊗OX,x
κ(x)}

son abiertos afines y recubren X.
Dado f : X → S un morfismo de tipo finito, un haz de ĺınea L en X es relativamente

amplio para f si L|f−1(U) es amplio para todo abierto af́ın U ⊂ S.

Algunas condiciones equivalentes para que L un haz de ĺınea en X sea amplio son:

(1) L⊗n es amplio para algún n ≥ 1 y

(2) para todo OX-módulo de tipo finito cuasi-coherente F existe un n0 ∈ N tal que
F ⊗ L⊗n está generado por sus secciones globales para todo n ≥ n0.
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Definición 2.5. Un haz de ĺınea L en X un S-esquema de tipo finito, L es muy amplio
sobre S si existe un recubrimiento {Uj} de S e inmersiones ιj : X → Pj = Pnj

Uj
para cierto

nj ≥ 0 tal que L ≃ ι∗jOPj
(1).

Observemos que si L es un haz de ĺınea en X muy amplio sobre S y f : S ′ → S,
denotando por g : X×S S ′ → X la proyección correspondiente al cambio de base, se tiene
que g∗L es muy amplio sobre S ′.

Proposición 2.6. [13, Teorema 13.62] Sea π : X → S un morfismo de tipo finito con S
cuasi-compacto, se cumple que L es un haz de ĺınea en X amplio si y solo si existe algún
entero n > 0 tal que L⊗n es muy amplio para π.

El siguiente resultado sintetiza la relación entre estos distintos tipos de haces de ĺınea
y las inmersiones de un esquema en un espacio proyectivo:

Teorema 2.7. Si S es un esquema cuasi-separado cuasi-compacto tal que tiene un haz
de ĺınea amplio y f : X → S es un morfismo de tipo finito, entonces:

(1) Existe un S-inmersión X → PnS para algún n si y solo si existe un haz de ĺınea en
X muy amplio sobre S si y solo si existe un haz de ĺınea en X relativamente amplio
para f .

(2) Existe un S-inmersión cerrada X → PnS para algún n si y solo si X es propio sobre
S y existe un haz de ĺınea en X muy amplio sobre S si y solo si X es propio sobre
S y existe un haz de ĺınea en X relativamente amplio para f .

En el caso una curva C sobre k tenemos que (L, s0, ..., sn) define una inmersión cerrada
ι : C −→ Pnk el proyectivo precisamente cuando las secciones si generan L y además las
si “separan puntos” y “separan vectores tangentes”. Dado V ⊆ Γ(X,L) el subespacio
vectorial generado por las secciones si, que las si separen puntos quiere decir que para
cada par de puntos distintos de X(k) existe t ∈ V que se anula en uno de ellos y no en el
otro, lo que nos garantiza que ι(k) : C(k)→ Pnk(k) es inyectiva; por otra parte que las si
separen tangentes significa que para todo x ∈ X(k) el conjunto de secciones t ∈ V tales
que t(x) = 0 genera mxLx/m2

xLx.

Dado que existe un isomorfismo de grupos entre los haces de ĺınea de C módulo
isomorfismos y los divisores (de Cartier) en C módulo la equivalencia lineal, recogemos
a continuación las condiciones que ha de cumplir un divisor en una curva lisa para que
defina una inmersión cerrada de C en Pnk .

Teorema 2.8 (Riemann-Roch para curvas lisas). Sea C una curva lisa de género g,
existe un divisor KC de grado gr(KC) = 2g − 2, llamado divisor canónico de C sobre
k, tal que para cualquier otro divisor

h0(OC(D))− h0(OC(KC −D)) = gr(D) + χ(OC)

donde h0(F ) = dimH0(C,F ) y OC(D) denota el haz de ĺınea asociado al divisor D.
Además se verifica que H0(C,OC(KC −D)) ≃ H1(C,OC(D))∗.
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Del Teorema de Riemann-Roch se deduce que la condición para que un divisor D en

C una curva lisa defina una inmersión cerrada C → P h0(OC(D))−1
k es que gr(D) ≥ 2g + 1

y además en ese caso se cumple que h0(OC(D))− 1 = gr(D)− g.
Si C es una curva lisa de género g ≥ 2 y tomamos ν ≥ 3 se tiene que νKC define una

inmersión cerrada de de C en el espacio proyectivo de dimensión 2ν(g − 1)− g.

Recordemos que el divisor canónico KC en el caso de C una curva lisa es el correspon-
diente al haz dualizante de la curva sobre k que es un haz de ĺınea OC(KC) = ωC/k ≃
ΩC/k isomorfo al haz de las diferenciales de C sobre k (ver Observación 2.23). El duali-
zante de una curva lisa ΩC/k es un haz de ĺınea amplio y Ω⊗ν

C/k es muy amplio (sobre k)
para ν ≥ 3.

Observación 2.9. Dar la proyectivización de V ⊆ Γ(C,L), equivale a dar una serie
lineal, esto es, un conjunto de divisores linealmente equivalentes |D| con la estructura
de espacio proyectivo que tiene de modo natural (dos divisores linealmente equivalentes
difieren en el divisor de una función f ∈ K(C) del cuerpo de funciones de C y f define
el mismo divisor que λf con λ ∈ k×).

Vamos a dar una caracterización de los haces de ĺınea definidos por un divisor amplios
sobre una curva proyectiva. Para ello necesitamos el siguiente resultado:

Lema 2.10. [20, Lema 5.3.7] Sea X un esquema propio sobre un anillo noetheriano y L
un haz de ĺınea en X. Si I,J son dos haces de ideales coherentes en X que definen los
subesquemas Y, Z y son tales que IJ = 0 y L|Y ,L|Z son amplios en Y y Z respectiva-
mente, entonces L es amplio.

Proposición 2.11. Sea X una curva sobre k y {X1, .., Xr} sus componentes irreducibles.
Dado D un divisor en X, una condición necesaria y suficiente para que OX(D) sea amplio
es que grOX(D)|Xi

> 0 en toda componente irreducible Xi de X.

Demostración. SiOX(D) es amplio, como ι : Xi → X es una inmersión cerrada,OX(D)|Xi

es amplio en Xi ya que Hp(Xi, ι
∗OX(D)) = Hp(X,OX(D)). Por otra parte si OX(D)|Xi

es amplio para todo i = 1, ..., r se comprueba por inducción utilizando el Lema 2.10 que
OX(D)|Xred

es amplio donde Xred es el esquema reducido asociado a X. Denotando por
N el haz coherente formado por los elementos nilpotentes de OX , existe un t > 0 tal que
N t = 0, aplicando el mismo lema a los haces I = N t−1 y J = N , deducimos que OX(D)
es amplio en X.

Basta ver ahora que si X es un esquema ı́ntegro y proyectivo, OX(D) es amplio si y
solo si grOX(D) > 0. Si OX(D) es amplio, grD ≥ 0, puesto que si grD < 0, entonces
H0(OX(nD)) = 0, luego OX(nD) no puede estar generado por sus secciones globales para
ningún n. Además grD ̸= 0 porque si fuese igual a 0 y OX(nD) está generado por sus
secciones globales, entonces OX(nD) = OX y OX no es amplio. por tanto grD > 0.

Rećıprocamente, si grD > 0 y E es un divisor en X que define un haz de ĺınea amplio.
Del teorema de Riemann-Roch se deduce que h0(OX(nD − E) ≥ gr(nD − E) + χ(OX)
para todo n ≥ 1. Podemos tomar un n tal que h0(OX(nD − E) ̸= 0 y tomando D
como un divisor linealmente equivalente a nD, el divisor D−E es efectivo. Queremos ver
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que dado F un haz coherente cualquiera en X, H1(X,F ⊗ OX(mD)) = 0 para todo m
suficientemente grande. Tenemos la sucesión exacta

0→ OX(mE)→ OX(mD)→ Om(D−E) → 0

y tensorializando por F obtenemos

F ⊗OX(mE)→ F ⊗OX(mD)→ F ⊗Om(D−E) → 0.

Por ser X de dimensión 1, y OX(E) amplio por hipótesis, H1(X,F ⊗OX(mE)) = 0 para
todo m suficientemente grande, luego deducimos que H1(X,F ⊗ OX(mC)) = 0 para m
suficientemente grande.

Otro resultado clásico que necesitaremos es el siguiente:

Teorema 2.12 (Riemann-Hurwitz). Seas X, Y curvas lisas de géneros gX , gy respec-
tivamente y f : X → Y un morfismo no constante. Si el morfismo entre los cuerpos de
fracciones ΣY ↪→ ΣX es una extensión separable, entonces

2gX − 2 = (2gY − 2)gr(f) + gr(R)

donde R =
∑

p∈X l(ΩX/Y )pp es un divisor (de Cartier) efectivo llamado divisor de rami-
ficación.

2.1.2. Polinomio de Hilbert de un esquema proyectivo

En general, para un haz coherente F en X un esquema proyectivo de dimensión n
sobre k, se define el polinomio de Hilbert de F como

PF (m) = χ(X,F ⊗OX(m)) =
∑
i≥0

(−1)i hi(X,F (m))

esto tiene sentido porque para todo haz coherente F , la dimensión de Hi(X,F ) es finita
y además para todo entero m suficientemente grande es un polinomio con coeficientes
racionales [1, Lemma 08AC]. En particular, se define el polinomio de Hilbert deX, PX(m),
como el de OX . de modo que

PX(m) =
∑
i≥0

(−1)i hi(X,OX(m))

En el polinomio de Hilbert quedan codificados varios invariantes numéricos del corres-
pondiente esquema: Si X es un subesquema cerrado de PN con polinomio de Hilbert
PX(m) = anm

n + ... + a0, se define la dimensión de X como el grado de PX , i.e.,
dimX = grPX = n y el grado de X como degX = an · n!, además en este caso se tiene
que el género aritmético g(X) = 1− PX(0) = 1− χ(X,OX). Nótese que la dimensión de
X aśı definida es la mayor de las dimensiones de sus componentes conexas, entendidas en
el sentido habitual y si X es conexa ambas nociones coinciden.

En el caso de una curva lisa C de género g, como es un esquema proyectivo, podemos
pensar C como un subesquema cerrado C ↪→ PN y su polinomio de Hilbert es de la forma

PC(m) = deg(C)m+ 1− g.
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Como hemos visto, dado ν ≥ 3 podemos dar una inmersión cerrada de C en el espacio
proyectivo tomando el haz de ĺınea νKC . Fijamos como polinomio de Hilbert

PC(m) = 2ν(g − 1)m+ 1− g

en consecuencia C es una curva de grado deg(C) = 2ν(g−1) yN = P (1)−1 = 2ν(g−1)−g.

2.1.3. Familias planas

Definición 2.13. Sea S un k-esquema, llamamos familia plana sobre S a un morfismo
X → S plano, siendo las fibras de dicho morfismo los elementos de la familia.

Esta definición resulta ser la adecuada para dar el functor de móduli ya que los morfis-
mos planos tienen propiedades que nos garantizan que ciertos invariantes sean constantes
en las fibras de la familia (por ejemplo, veremos que en el caso de una familia en que las
fibras son proyectivas, todas ellas tienen el mismo polinomio de Hilbert).

Sabemos que un morfismo plano f : X → S de esquemas cambia de base en el sentido
de que si g : S ′ → S es un morfismo de esquemas, entonces definiendo X ′ = X ×S S ′,
f ′ = π2 : X ′ → S ′ es un morfismo plano. Por otra parte, la composición de morfismos
planos es un morfismo plano y si tenemos dos elementos isomorfos de una familia plana
sobre S, siguen siendo isomorfos tras un cambio de base. Además la cohomoloǵıa (de un
haz cuasi-coherente en X un S-esquema) conmuta con cambios de base planos (véase [1,
Lema 02KH] [15, Proposición 9.3 III]). Otra propiedad importante es:

Proposición 2.14. [15, III Proposición 9.5] Sea f : X → Y un morfismo plano de
k-esquemas (de tipo finito). Para todo punto x ∈ X sea y = f(x), entonces

dimx(Xy) = dimxX − dimy Y

donde dimxX := dimOX,x y denotamos por Xy a la fibra de y.

Para familias planas de esquemas proyectivos tenemos una caracterización a partir del
polinomio de Hilbert:

Teorema 2.15. [15, III Teorema 9.9] Sea S un esquema noetheriano ı́ntegro y X ⊆ PnS
un subesquema cerrado. Para todo punto s ∈ S denotaremos Pt(z) ∈ Q[z] al polinomio
de Hilbert de la fibra Xs considerado como subesquemas cerrado de Pnκ(s). Una condición
necesaria y suficiente para que X sea plano sobre S es que el polinomio de Hilbert Pt sea
el mismo para todas las fibras Xt.

Corolario 2.16. [15, III Corolario 9.10] Sea S un esquema noetheriano conexo y X ⊆
PnS un subesquema cerrado plano sobre S, entonces PXs es independiente de s ∈ S, en
particular la dimensión, el grado y el género de las fibras Xs son independientes de s ∈ S.

Recordemos que un morfismo liso es un morfismo plano de fibras lisas, aśı si S es un
k-esquema ı́ntegro, y φ : X → S es un morfismo liso cuyas fibras son curvas irreducibles,
todas esas curvas con el mismo género y grado.

Se tiene el siguiente resultado general:
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Lema 2.17. [15, III Teorema 12.11] Sea f : X → S un morfismo propio de esquemas
localmente noetherianos, F un OX-módulo coherente y plano sobre S. Si

φis : R
if∗(F )⊗OS

Specκ(s)→ Hi(Xs, Fs)

es epiyectivo para algún entero i y algún punto s ∈ S donde Xs := f−1(s) y Fs :=
F ⊗OS

Specκ(s), entonces φis es una biyección y φi−1
s es epiyectivo si y solo si Rif∗(F )

es un OS-módulo libre en un entorno de s.

2.1.4. Dualizante de una familia plana

El objetivo de este apartado es definir el haz canónico ωX/Y de un morfismo cuasi-
proyectivo localmente de intersección completa f : X → Y , para lo que haremos uso de
la teoŕıa de determinantes. Veremos que cuando f es plano, ωX/Y coincide con el haz
dualizante.

Haz canónico asociado a un morfismo

Definición 2.18. Dada f : X → Y una inmersión y U un subesquema abierto de Y tal
que f factoriza por una inmersión cerrada i : X → U definida por el haz de ideales I, se
llama haz conormal de X en Y al haz CX/Y = i∗(I/I2) y su dual NX/Y = C∨X/Y se
llama haz normal de X en Y.

Recordemos que si f : X → Y es una inmersión donde Y es un esquema localmente
noetheriano, se dice que es una inmersión regular si para todo punto x ∈ X se cumple
que ker(OY,f(x) → OX,x) está generado por una sucesión regular.

Definición 2.19. Se dice que un morfismo f : X → Y donde Y es un esquema localmente
noetheriano es localmente de intersección completa (LCI) cuando para cada punto
x ∈ X existe un entorno U de x, una inmersión regular i : U → Z y un morfismo liso
g : Z → Y tales que f |U = g ◦ i.

El determinante de un A-móduloM libre de rango n se define como detM =
∧nM que

es un A-módulo libre de rango 1. Esta definición se generaliza para F un haz localmente
libre de rango finito en un esquema X: en cada componente conexa Xi de X (que en parti-
cular es un abierto de X porque suponemos que X es localmente de tipo finito sobre k), el
haz F tiene rango constante ri y definimos (detF)|Xi

=
∧ri(F|Xi

) donde (
∧r F)|U es iso-

morfo al haz asociado al módulo (
∧r F(U)). De este modo, detF es un haz de ĺınea en X.

El haz determinante de un haz localmente libre F en un esquema X cumple que:

det(F∨) ≃ (detF)∨

Dada 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 una sucesión exacta de haces localmente libres de
rango finito en X, entonces se tiene un isomorfismo canónico detF ′ ⊗OX

F ′′ ≃ F .
Además tanto el isomorfismo del punto anterior como este conmutan con cambios
de base.
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Para todo morfismo de esquemas g : Y → X, se tiene un isomorfismo canónico
det(g∗F) ≃ g∗(detF)

Estas propiedades son consecuencia de las propiedades análogas en el caso considerar
el determinante de un A-módulo libre de rango finito [20, Lema 6.4.1], considerando un
recubrimiento por abiertos afines del esquema X.

Dado un morfismo de esquemas f : X → Y , el haz de las diferenciales Ω1
X/Y es

canónicamente isomorfo al haz conormal asociado al morfismo diagonal ∆ : X → X×Y X
[1, Lema 08S2], equivalentemente se puede definir como el único haz que restringido a cada
abierto af́ın es isomorfo al haz asociado al módulo de las diferenciales correspondiente.

Nótese que si Y es localmente noetheriano y f es un morfismo liso, se tiene que Ω1
X/Y

es localmente libre en X ([1, Lema 02G1]), luego tiene sentido considerar su determinante:

Definición 2.20. Sea f : X → Y un morfismo de esquemas cuasi-proyectivo, locamente
de intersección completa con Y localmente noetheriano e i : X → Z una inmersión en un
esquema Z liso sobre Y . Se define el haz canónico de f como el haz de ĺınea

ωX/Y := det(CX/Y )∨ ⊗OX
i∗(detΩ1

Z/Y )

Para ver que el haz canónico está bien definido utilizaremos el siguiente resultado:

Lema 2.21. [20, Corolary 6.3.22] Sea f : X → Y locamente de intersección completa tal
que f factoriza por una inmersión i : X → Z y un morfismo liso g : Z → Y , entonces i
es una inmersión regular y se tiene una sucesión exacta canónica

0→ CX/Y → CX/Z → i∗Ω1
X/Y → o

Proposición 2.22. Con las notaciones de la Definición 2.20, el haz canónico es inde-

pendiente de la descomposición X
i→ Z

g→ Y , salvo isomorfismos

Demostración. Sean X
i1→ Z1

g1→ Y y X
i2→ Z2

g2→ Y dos descomposiciones con ij inmer-
siones de X en sendos esquemas Zj lisos sobre Y . Definimos W = Z1 ×Y Z2 y obtenemos
dos descomposiciones

X
h=(i1,i2)−→ W = Z1 ×Y Z2

πj−→ Zj.

Las inmersiones ij son regulares por ser f LCI y las proyecciones πi son lisas, luego se
tienen se tiene sucesiones exactas

0→ CX/Zj
→ CX/W → h∗Ω1

W/Zj
→ 0.

Como ΩW/Z1 = ΩZ1×Y Z2/Z1
∼= π∗

2Ω
1
Z2/Y

, se tiene que h∗Ω1
W/Z1

= h∗π∗
2Ω

1
Z2/Y

= i∗2Ω
1
Z2/Y

y

análogamente h∗Ω1
W/Z2

= i∗1Ω
1
Z1/Y

. Tomando determinantes en ambas sucesiones exactas

deducimos que det(CX/Z1) ≃ det(CX/Z2) y que det(i∗1Ω
1
Z1/Y

) ≃ det(i∗2Ω
1
Z2/Y

) y como se

tiene que i∗j det(Ω
1
Zj/Y

) ≃ det(i∗jΩ
1
Zj/Y

) llegamos a la conclusión deseada.

Observación 2.23. De la definición se deduce que el haz canónico de un morfismo liso
f : X → Y de dimensión relativa d es ωX/Y = det(Ω1

X/Y ) = ∧dΩ1
X/Y , en particular para

una curva lisa C sobre k se tiene que ωC/k = Ω1
C/k.
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Teorema 2.24. [20, Teorema 6.4.9] Sea f : X → Y un morfismo cuasi-proyectivo LCI,
se cumple que:

(1) si g : Y → Z es otro morfismo cuasi-proyectivo LCI, entonces se tiene un isomor-
fismo canónico

ωX/Z ≃ ωX/Y ⊗OX
f ∗ωY/Z ;

(2) si f : X → Y es un morfismo cuasi-proyectivo LCI y f ′ : Y ′ → Y es morfismo,
entonces si f o f ′ es plano, π1 : X ′ = X ×Y Y ′ → X es LCI y tenemos un
isomorfismo canónico de cambio de base entre los haces canónicos

ωX′/Y ′ ≃ π∗
1ωX/Y .

Dualidad de Serre-Grothendieck

Sea f : X → Y un morfismo propio con Y localmente noetheriano tal que las fibras
son de dimensión finita acotada por r.

En el caso particular de Y = k, se llama haz dualizante a un haz coherente ωf y un
morfismo trf : H

r(X,ωf )→ k tal que para todo haz coherente F , la asignación natural

HomOX
(F , ωf )× Hr(X,F) −→: Hr(X,ωf )

trf−→ k

induce un isomorfismo
HomOX

(F , ωf ) ≃ Hr(X,F)∨.
Para generalizar esta noción observemos que dados dos haces cuasi-coherentes F ,G

en X y para todo abierto af́ın V ⊆ Y , cada morfismo F|f−1(V ) → G|f−1(V ), induce un
morfismo en cohomoloǵıa Hr(f−1(V ),F|f−1(V )) → Hr(f−1(V ),G|f−1(V )) y utilizando que
la imagen directa superior (Rrf∗F) de un haz F en X es el haz asociado al prehaz
V 7→ Hr(f−1(V ),F|f−1(V )) para V ⊆ Y un abierto; obtenemos una biyección

f∗HomOX
(F ,G)×Rrf∗F −→ Rrf∗G.

En general, se llama haz dualizante en X para f a un haz cuasi-coherente ωf dotado
de un morfismo de OY -módulos trf : R

rf∗ωf → OY llamado morfismo traza tal que para
todo haz cuasi-coherente F en X, la biyección

f∗HomOX
(F , ωf )×Rrf∗F −→ Rrf∗ωf

trf−→ OY

induce un isomorfismo

f∗HomOX
(F , ωf ) ≃ HomOY

(Rrf∗F ,OY )

Además si la pareja (ωf , trf ) existe, es única salvo un único isomorfismo ya que si
(ω′

f , tr
′
f ) es otro dualizante para f , entonces HomOX

(ω′
f , ωf ) ≃ HomOY

(Rrf∗ω
′
f ,OY ), to-

mando la imagen inversa de tr′f por este isomorfismo obtenemos ρ′ : ω′
f → ωf y de modo

similar trf induce ρ : ωf → ω′
f . El morfismo ρ′ ◦ ρ : ωf → ωf induce un morfismo entre

las imágenes directas superiores (ρ′ ◦ ρ)r : Rrf∗ωf → Rrf∗ωf tal que trf = trf ◦(ρ′ ◦ ρ)r
de donde se deduce que ρ′ es un isomorfismo.

Utilizaremos más adelante el siguiente resultado:
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Teorema 2.25. [20, Teorema 6.4.32] Sea f : X → Y morfismo plano proyectivo LCI con
Y esquema localmente noetheriano de dimensión relativa 1 (i.e. la dimensión de la fibra
en cada punto es 1), entonces el dualizante ωf existe y es isomorfo al haz canónico ωX/Y
y si además f es liso, ωf ≃ Ω1

X/Y .

Se puede demostrar además que para una curva sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k, existe un haz dualizante coherente ωC/k (véase [20, Corolario 6.4.29]), lo que
nos permite da la siguiente versión general del teorema de Riemann-Roch:

Teorema 2.26. (Riemann-Roch para curvas) Sea C una curva sobre k, entonces
para cada divisor de Cartier D, se cumple que

h0(C,OC(D))− h0(C, ωC/k ⊗OC(−D)) = gr(D) + 1− g(C).

2.2. Functores representables en la categoŕıa de es-

quemas

En esta sección recogeremos algunos de los resultados que necesitaremos para estudiar
problemas de móduli en los que la categoŕıa parámetro sea Schk la categoŕıa de esque-
mas, dando de modo general criterios de representabilidad de functores en SchS. Aunque
no profundizaremos demasiado en las topoloǵıas de Grothendieck, la idea detrás de las
definiciones y resultados es trasladar de manera adecuada la noción de “recubrimiento
por abiertos” a la categoŕıa de functores.

En general en la categoŕıa de esquemas Sch, dados F,G ∈ Func((Sch)op,Sets), un
morfismo de functores η : F → G se dice morfismo representable si para todo esquema
y todo morfismo de functores µ : X• → G en Func((Sch)op,Sets), el functor F ×GX• es
representable.

Sea S un esquema cualquiera. Si j : U → X es una inmersión abierta de S-esquemas,
F ∈ Func((SchS)

op,Sets) y γ ∈ F (X), denotaremos γ|U := jF (γ).

Un recubrimiento de Zariski de un esquema X es una colección de inmersiones
abiertas {ji : Ui → X} tales que X =

⋃
ji(Ui). Claramente podemos identificar un recu-

brimiento de Zariski con un recubrimiento por abierto deX, y por sencillez identificaremos
ji(Ui) con Ui en la siguiente definición.

Definición 2.27. Sea F ∈ Func((SchS)
op,Sets), se dice que F es un haz para la

topoloǵıa de Zariski si para todo S-esquema X y todo recubrimiento de Zariski X =
∪i∈IUi se verifica que

si γ, γ′ ∈ F (X) verifican que γ|Ui
= γ′|Ui

para todo i ∈ I, entonces γ = γ′ y

dadas γi ∈ F (Ui) para cada i ∈ I tal que γi|(Ui∩Uj) = γj|(Ui∩Uj), entonces existe un
único elemento γ ∈ F (X) tal que γ|Ui

= γi para todo i ∈ I.

Puesto que podemos pegar morfismos de esquemas, si X = ∪i∈IUi un recubrimiento
por abiertos de un esquema cualquiera y gi : Ui → Y morfismos de esquemas tal que
coinciden en las intersecciones gi|Ui∩Uj

= gij|Ui∩Uj
, obtenemos un morfismo de esquemas

X → Y , se demuestra que X• = HomS(−, X) es un haz.

29



Proposición 2.28. Sea F : (SchS)
op −→ Sets. Si F es representable, entonces es un

haz para la topoloǵıa de Zariski.

Las siguientes definiciones nos permiten dar un rećıproco parcial del resultado anterior.

Definición 2.29. Sean F, F ′ ∈ Func((SchS)
op,Sets), con f : F ′ → F , diremos que

F ′ es un subfunctor abierto (resp. cerrado) de F si para todo X S-esquema y todo
X• → F , se verifica que F ′ ×F X• es representable por un subesquema abierto (resp.
cerrado) de X. Diremos que {ηi : Fi → F} una familia de subfunctores abiertos de F es
un recubrimiento abierto de Zariski para F si para todo X S-esquema, {Fi×F X•}
es un recubrimiento abierto de X•.

Teorema 2.30. Sea F : (SchS)
op −→ Sets. Si F es un haz para la topoloǵıa de Zariski

y F tienen un recubrimiento por abiertos de Zariski {ηi : Fi −→ F} con Fi functores
representables, entonces F es representable

La demostración se basa en el recollement de esquemas, pegando los esquemas que
representan los functores Fi y obteniendo aśı un esquema que represente a F .

Observación 2.31. En general dado X un esquema, denotaremos a su functor de puntos
sencillamente por X, o sea, no distinguiremos entre el functor X• y su representante.

Más adelante en la Sección 4.2.3, se considerará también la topoloǵıa étale en la
categoŕıa de esquemas.

Definición 2.32. Sea f : X → Y un morfismo de esquemas, diremos que es un morfis-
mo étale si es un morfismo liso y ΩX/Y = 0.

La noción de recubrimiento étale de un esquema es análoga a la de recubrimiento de
Zariski, con la salvedad de que en lugar de considerar inmersiones abiertas se consideran
morfismos étale: Un recubrimiento étale de un esquema X es una familia de morfismos
étale fi : Xi → X tales que X =

⋃
fi(Xi). Al igual que en la Definición 2.27 se puede

establecer la noción de haz para la topoloǵıa étale reemplazando los recubrimientos por
abiertos por recubrimientos étale.

Obsérvese además que las inmersiones abiertas son morfismos étale por ser localmente
isomorfismos, luego todo recubrimiento de Zariski es un recubrimiento étale.

2.2.1. Ejemplo: functores y esquemas de Hilbert

Otros problemas de móduli en la categoŕıa de esquemas son los que consisten en
parametrizar los subesquemas cerrados de un S-esquema (cuasi-)proyectivo, cuando S es
un esquema noetheriano. Grothendieck demostró que estos problemas de móduli tienen
espacios de móduli fino y a partir de estos se pueden construir distintos espacios de móduli,
siendo uno ellos el espacio de móduli grosero de curvas de género g ≥ 2.

En general, sea S un esquema y X un S-esquema, definimos

Hilb(X/S) := {Z ⊆ X subesquemas cerrados tales que
Z → S es propio, plano y de presentación finita}
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El functor de Hilbert de X sobre S, HilbX/S : SchopS → Sets, se define como

HilbX/S(T ) := Hilb(X ×S T/T )

y dado T → T ′ el morfismo Hilb(X×ST ′/T ′)→ Hilb(X×ST/T ) se define como el inducido
por el cambio de esquema base dado por el producto fibrado −×T ′ T que claramente es
functorial.

Si S es un esquema noetheriano y f : X → S es un morfismo (cuasi-)proyectivo, se
verifica que el functor HilbX/S es representable por Hilb X/S un esquema al que se llama
esquema de Hilbert y además sus componentes conexas son (cuasi-)proyectivas (ver
[13, Teorema 14.139], [3, Caṕıtulo IX] y [25]).

Parametrizamos ahora los subesquemas cerrados de un espacio proyectivo Pnk . En el
caso de esquemas f : Z → T sobre un esquema (localmente) noetheriano, que f sea de
tipo finito equivale a que sea de presentación finita. Además como las inmersiones cerradas
son morfismos propios y PnT = Pnk ×k T es propio sobre T , tenemos que es equivalente que
Z ⊂ Pnk ×k T sea un subesquema cerrado a decir que Z es propio sobre T . De esta
manera la notación Z ⊂ Pnk ×k T para un subesquema cerrado y plano sobre T , denota
abreviadamente que Z es una familia plana de subesquemas cerrados de Pnk parametrizada
por T . Aśı, definimos el functor HilbPn := HilbPn

k/k
como

HilbPn(T ) = {Subesquemas cerrados Z ⊂ Pnk ×k T planos sobre T}.

Si HilbPn representa ese functor, hay un subesquema U ⊂ Pnk×kHilbPn plano sobre HilbPn

que es universal en el sentido de que cualquier otro esquema Z ⊂ Pnk ×k T plano sobre T
es de la forma Z = (IdPn

k
×α)∗(U) para un único α : T → HilbPn .

Z = (IdPn
k
×α)∗(U)

��

//
� w

))

U

��

� u

((

Pnk ×k T
IdPn

k
×α

//

tt

Pnk ×k HilbPn

vv

T
α // HilbPn

A la hora de probar la representabilidad de HilbPn se utiliza que dado Z ⊂ Pnk ×k T
plano sobre T para todo t ∈ T sea Zt ⊂ Pn×Specκ(t), cada Zt tiene polinomio de Hilbert
PZt(m) = χ(Zt,OZt(m)) y fijado un polinomio P (m) ∈ Q[m] se demuestra que el functor

HilbPPn(T ) = {Subesquemas Z ⊆ X cerrados tales que Z es plano sobre T
y Zt tiene polinomio de Hilbert P para todo t ∈ T}

es representable por un esquema HilbPPn . Los functores HilbPPn son subfunctores de HilbPn

y sabemos que en cada componente conexa de un esquema T , por el Corolario 2.16 todos
los polinomios PZt son iguales, por tanto podemos dar una descomposición del functor

HilbPn =
⊔

P (m)∈Q[m]

HilbPPn .

Además tenemos la siguiente descomposición del esquema

HilbPn =
⊔

P (m)∈Q[m]

HilbPPn
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donde HilbPPn es un subconjunto abierto y cerrado de HilbPn . De hecho, se demuestra
primero que cada functor HilbPPn es representable. Por tanto, la unión disjunta de estos
representantes HilbPPn representa HilbPn .

Observación 2.33. Se pueden parametrizar también los divisores de una curva (proyec-
tiva) conexa y lisa tomando un cierto subesquema de un esquema de Hilbert, por ser los
divisores subesquemas de dimensión 0 de la curva. Otra posible aplicación es parametri-
zar, además de subesquemas cerrados Z → S de un esquema X, un número finito r de
secciones de Z sobre S siendo el representante el producto fibrado de r copias del esquema
universal (véase 0.§5.d en [23]).

2.3. Esquemas en grupos

Vamos a estudiar los objetos con estructura de grupo en la categoŕıa SchS, las propie-
dades de las acciones de estos grupos en otros S-esquemas y los distintos tipos de cocientes
que pueden resultar respecto de una acción.

La motivación es que hay problemas de móduli en los que podemos encontrar algún
grupo algebraico cuya acción en un esquema es tal que los puntos de las órbitas se co-
rrespondan con clases de equivalencia de elementos de la familia parametrizada por dicho
esquema. Si además a partir de ese esquema, haciendo pull-backs podemos obtener las
familias parametrizadas por otros esquemas, cabe esperar que el cociente del esquema
por este grupo sea la solución a nuestro problema de móduli. Sin embargo, el conjunto
de órbitas X/G no tiene por qué tener estructura de esquema. El resultado clave de esta
sección será ver que podemos caracterizar ciertos espacios de móduli groseros en términos
de un cierto tipo de cociente de un esquema por la acción de un grupo.

Esta sección nos acerca a la Teoŕıa geométrica de invariantes desarrollada en [23],
aunque no profundizaremos en el estudio de la estabilidad de los puntos de un esquema
en el que actúa un grupo algebraico y los criterios numéricos para determinarla.

Las referencias principales seguidas para elaborar esta sección son [17] y [23].

Definición 2.34. Sea S un esquema cualquiera. Un esquema en grupos (G,m, i, e)
es un S-esquema G → S dotado de tres morfismos de S-esquemas: multiplicación m :
G ×S G → G, inverso i : G → G y unidad e : S → G tales que los siguiente diagramas
conmutan:

asociatividad G×S G×S G
m×IdG//

IdG ×m
��

G×S G
m

��

G×S G m // G

paso al inverso G
(i,IdG)

//

��

G×S G
m
��

G

��

(IdG,i)
oo

S
e // G S

eoo
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elemento neutro S ×S G
e×IdG //

≃
&&

G×S G
m
��

G×S S

≃
xx

IdG ×e
oo

G

Dados dos S-esquemas en grupos, un morfismo de S-esquemas f : (G,mG)→ (H,mH)
es un morfismo de esquemas grupos si el siguiente diagrama conmuta

G×G f×f
//

mG

��

H ×H
mH

��

G
f

// H

Solo estamos requiriendo la compatibilidad del morfismo de esquemas con la multipli-
cación de los esquemas en grupos, ya que de esta se deduce las de los morfismos de tomar
inversas y elemento neutro.

Dado un S-esquema en grupos G un subesquema cerrado H ⊆ G es un esquema
subgrupo si H es un esquema en grupos y la inmersión cerrada H → G es un morfismo
de esquemas en grupos. El núcleo de un morfismo f : G→ H de S-esquemas en grupos
se define como ker f = G×H S donde consideramos el morfismo e : S → H. Llamaremos
cociente algebraico a un morfismo f : G→ G′ de S-esquemas en grupos que sea plano
y epiyectivo.

Observación 2.35. Dar un esquema en grupos G es lo mismo que decir el functor de
puntos G• : SchopS → Sets factoriza a través del functor de olvido Grp→ Sets. De este
modo, dados dos S-esquemas en grupos G y H, un morfismo G → H es un morfismo
de S-esquemas en grupos si para todo S-esquema T la aplicación G•(T ) → H•(T ) es un
morfismo de grupos.

Definición 2.36. Se llama grupo algebraico a un G ∈ Schk que sea esquema en grupos.
Se llama grupo algebraico af́ın a un grupo algebraico que es esquema af́ın.

Nótese que si (G,m, i, e) es un grupo algebraico af́ın y OG(G) es la k-álgebra de fun-
ciones regulares de G, los morfismos m, e, i se corresponden respectivamente con los mor-
fismos de k-álgebras m∗ : OG(G)→ OG(G)⊗kOG(G) que sea asociativo, e∗ : OG(G)→ k
correspondiente al neutro e i∗ : OG(G) → OG(G) el paso al inverso, esto induce una
estructura de k-álgebra de Hopf en OG(G) (véase [22, Caṕıtulo 1]).

Ejemplo 2.37. Algunos grupos algebraicos que consideraremos son:

El grupo aditivo Ga = Spec k[x] donde m∗(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x y en general para
cualquier k-álgebra A se considera Ga(A) ≡ (A,+) .El grupo multiplicativo Gm =
Spec k[x, x−1] conm∗(x) = x⊗x y en general para cualquier k-álgebra A se considera
Gm(A) ≡ (A×, ·).

Dado G un grupo finito, considerando k[G] =
⊕

g∈G k el álgebra envolvente de G
con la suma de G y el producto de convolución, podemos definir de modo natural
el grupo algebraico G := Spec(k[G]).
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Se define el grupo lineal GLn como GLn(T ) := GLn(Γ(T,OT )) el grupo de matrices
n×n invertibles sobre Γ(T,OT ). El esquema que representa el functorGLn esGLn :=
Spec k[x1,1, ..., xi,j, ..., xn,n](det) donde i, j ∈ {1, ..., n} y el determinante es det =∑

σ∈Sn
sgn(σ)x1,σ(1) · ... ·xn,σ(n). La estructura de grupo algebraico es la determinada

por m∗(xi,j) =
∑n

k=1 xi,k ⊗ xk,j. Dado un k-espacio vectorial de dimensión finita V ,
se define para cada k-álgebra A el grupo GL(V )(A) = Autk(V ⊗k A) y se tiene que
GL(V ) es isomorfo a GLdimV .

Se llama grupo algebraico lineal a un subgrupo de GLn definido por ecuaciones
polinómicas. Se demuestra que un grupo algebraico es lineal si y solo si es af́ın.

Definimos el grupo lineal proyectivo PGLn := Proj k[x0,0, ..., xi,j, ..., xn,n](det)
donde i, j ∈ {0, ..., n} y el determinante es det =

∑
σ∈Sn+1

sgn(σ)x0,σ(0) · ... · xn,σ(n).

Sea G es un S-esquema en grupos y X un S-esquema, un morfismo σ ×S X → X
de S-esquemas se llama acción de G en X si para todo T S-esquema, la aplicación
σ(T ) : G•(T ) × X•(T ) → X•(T ) es una acción del grupo G•(T ) en el conjunto X•(T ).
La siguiente definición equivalente de acción para grupos algebraicos afines será la que
utilizaremos en adelante por resultar más operativa.

Definición 2.38. Se llama acción algebraica de una grupo algebraico af́ın G
en un esquema X es un morfismo de esquemas σ : G × X → X tal que los siguiente
diagramas conmutan:

X × Spec k
e×IdX //

≃
''

G×X
σ

��

X

G×G×X IdG ×σ
//

mG×IdX
��

G×X
σ

��

G×X σ // X

Se llama acción trivial de G en un esquema X a la acción σ = πX : G × X → X
dada por la proyección en el segundo factor.

Dado un grupo algebraico af́ın G y dos esquemas (X, σX), (Y, σY ) en los que actúa
G, se dice que un morfismo de esquemas f : X → Y es G-equivariante si el siguiente
diagrama conmuta:

G×X
σX
��

IdG ×f
// G× Y

σY
��

X
f

// Y

(g, x) � //

_

��

(g, f(x))
_

��

g · x � // f(g · x) = g · f(x)

Si en Y actúa G trivialmente diremos que f es un morfismo G-invariante, es decir,
si f verifica que f(g · x) = f(x) para todo x ∈ X y todo g ∈ G.

Como antes, dado un grupo algebraico af́ın (G,m, i, e) podemos definir una acción
dual en V un k-espacio vectorial (resp. A una k-álgebra) como un morfismo

σ∗ : V −→ OG(G)⊗k V

de k-espacios vectoriales (resp. σ∗ : A −→ OG(G)⊗kA de k-álgebra) tal que es compatible
con los morfismos m∗, i∗ y e∗ del modo obvio.
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Ejemplo 2.39. Cuando G es un grupo algebraico af́ın y σ una acción de G en X un
esquema af́ın, define una acción dual σ∗ : OX(X) → OG(G) ⊗k OX(X). Asimismo, σ∗

induce un morfismo G→ Aut(OX(X)) donde g ∈ G se corresponde con el morfismo dado
por f 7→

∑
hi(g)fi ∈ OX(X) siendo σ∗(f) =

∑
hi⊗fi donde {hi} son una base de OG(G)

(lo cual tiene sentido porque G es un esquema de tipo finito sobre k) y {fi} es un número
finito de elementos no nulos de OX(X).

Definición 2.40. Sea G un grupo algebraico af́ın que actúa en un esquema X con σ :
G×X → X y sea x : Spec k → X. Esto induce un morfismo σ(−, x) : G×k Spec k → X
definido como σ(−, x) = σ ◦ (Idg×x). Llamamos órbita de x a G · x = Imσ(−, x) y
estabilizador de x a Gx = G×X Spec k donde consideramos

Gx = G×X Spec k

��

// Spec k

x
��

G
σ(−,x)

// X

Se dice que la acción de G un grupo algebraico af́ın en un esquema X es cerrada si
todas las G-órbitas son cerradas.

Observación 2.41. En general, para f : T → X un punto de X con valores en T se
considera σ(−, T ) = (σ ◦ (IdG×f)) y Σ(−, T ) = (σ(−, T ), π2) : G ×k T → X ×k T . Se
define la órbita de T como G · T = ImΣ(−, T ) y el estabilizador GT como el producto
fibrado

GT

��

// T

f

��

G×k T
Σ(−,T )

// X ×k T

El siguiente resultado nos habla de cómo son las órbitas y sus fronteras.

Proposición 2.42. [17, Sección 3.3] Sea G un grupo algebraico af́ın que actúa sobre un
esquema X:

(1) para cualquier x ∈ X•(k), el estabilizador Gx ⊆ G es un subesquema cerrado y es
subgrupo.

(2) La órbita de cada punto cerrado es un subconjunto localmente cerrado de X y por
tanto podemos identificarla con el correspondiente subesquema localmente cerrado y
reducido.

(3) La frontera de una órbita G · x−G · x es una unión de órbitas de dimensión estric-
tamente menor. En particular, el cierre de cada órbita contiene una órbita cerrada.

(4) Sea x ∈ X•(k) cualquiera, entonces dim(G) = dim(Gx) + dim(G · x)

2.3.1. Cocientes por la acción de un grupo algebraico af́ın

Sea G un grupo algebraico af́ın.
Si G actúa en un esquema X cualquiera, el conjunto de órbitas X/G = {G ·x : x ∈ X}

dotado de la topoloǵıa cociente con p : X → X/G el morfismo de paso al cociente no
siempre puede ser dotado de una estructura de esquema.
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Definición 2.43. Sea X un esquema y σ una acción de G en X, un morfismo de esquemas
ϕ : X → Y se dice que es un cociente categorial si es un morfismo G-invariante y
cualquier otro morfismo G-invariante f : X → Z factoriza de modo único por ϕ.

Si además la antiimagen por ϕ de cada k-punto de Y es una única órbita se dice que
es un espacio de órbitas.

Una condición necesaria para que ϕ : X → Y sea un espacio de órbitas es que la
acción de G en X sea cerrada porque al ser ϕ constante en las órbitas, también lo es en
sus cierres.

Ejemplo 2.44. La acción de Gm en An
k para n ≥ 2 dada por λ · (a1, ..., an) = (λa1, ..., λan)

tiene dos tipos de órbitas: el origen y las rectas que pasan origen sin el punto (0, ..., 0).
En este caso, todas las órbitas contienen al origen en su cierre y el origen es la única
órbita cerrada, por tanto toda función constante en las órbitas es constante. Por tanto el
cociente categorial existe y es un punto pero no hay espacio de órbitas para esta acción,
(en particular, no podemos dotar de estructura de esquema a An

k/Gm).

Ejemplo 2.45. Sea X = SpecA un k-esquema af́ın (donde A es un anillo noetheriano) y
G un grupo finito que actúa en X por automorfismos de X. Tomando X/G = SpecAG

y el haz de anillos OGX definido como OGX(U) = OX(p−1(U))G el conjunto de invariantes
por la acción de G en OX(X) dada por g · f(x) = f(g−1 · x), entonces (X/G,OGX) es un
cociente de X (ver [13, Proposición 12.27]).

Observemos que si G = {g0 = 1, g1, ..., gr}, el morfismo, inducido por la inclusión
natural AG ↪→ A, π : SpecA → SpecAG manda cada órbita a un punto. Dado un
punto px ∈ X = SpecA, su órbita es G · px = {px, g1 · px, ..., gr · px} y su imagen es
π(G · px) = {px ∩ AG, g1 · px ∩ AG, ..., gr · px ∩ AG}. Como px ∩ AG = gi · (px ∩ AG) =
gi · px ∩ gi ·AG = gi · px ∩AG para i = 1, ..., r, se deduce que π(G · px) es un único punto.

Por otra parte, las fibras son de la forma π−1(x) = Spec(A⊗kκ(x)) y como en A⊗kκ(x)
actúa G v́ıa A, AG ↪→ A es un morfismo entero y A es noetheriano, se deduce que
A⊗k κ(x) = Ax1 × ...×Axn es producto de anillos locales. Se demuestra que (A⊗k κ(x))G
es cuerpo, luego (A ⊗k κ(x))G = (Ax × Ag1x × ... × Agrx)G y se concluye que las órbitas
de G son exactamente las fibras de π.

En el caso general se prueba el siguiente resultado:

Teorema 2.46. [14, Proposition 1.8, Exposé V] Sea X un esquema cualquiera y G un
grupo finito que actúa en X, una condición necesaria y suficiente para que exista el es-
quema cociente X/G es que la órbita de cada punto de X esté contenida en algún abierto
af́ın de X.

Sabemos que la acción de G en un esquemaX induce una acción en cadaOX(U) si U es
G-invariante, lo que nos permite describir otros cocientes que tienen un “comportamiento
geométrico” que para nosotros será conveniente.

Definición 2.47. Un morfismo ϕ : X → Y es un buen cociente de una acción de G en
X si

ϕ es G-invariante, epiyectivo y af́ın.

Si U ⊂ Y es abierto, el morfismo OY (U)→ OX(ϕ−1(U))G es un isomorfismo
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Si W1 y W2 son dos cerrados G-invariantes de X disjuntos entonces sus imágenes
ϕ(W1) ϕ(W2) son cerrados disjuntos en Y .

Se llama cociente geométrico a un buen cociente tal que ϕ−1(y) es una única órbita
para cualquier y ∈ Y .

Todo buen cociente es un cociente categorial (ver [17, Proposición 3.30], [23, Propo-
sición 0.1]) y se deduce que un buen cociente es un cociente categorial si y solo si es un
espacio de órbitas. El siguiente resultado es una consecuencia sencilla de que un buen
cociente separe cerrados G-invariantes disjuntos, y afirma que un buen cociente separa
órbitas además de darnos una caracterización de los cocientes geométricos:

Proposición 2.48. [17, Corolario 3.32] Sea G un grupo algebraico af́ın que actúa en un
esquema X y ϕ : X → Y es un buen cociente, entonces

G · x1 ∩G · x2 si y solo si ϕ(x1) = ϕ(x2)

Para cada y ∈ Y , ϕ−1(y) contiene una única órbita cerrada.

En particular, un buen cociente es un cociente geométrico si y solo si la acción de G es
cerrada.

Observación 2.49. Las definiciones de buen cociente y cociente geométrico son locales
en la imagen en el sentido de que si ϕ : X → Y es un buen cociente (resp. cociente
geométrico), para cualquier abierto V ⊂ Y la restricción ϕ|ϕ−1(V ) : ϕ−1(V ) → V es un
buen cociente (resp. cociente geométrico).

Para que ϕ : X → Y un morfismo G-invariante sea un buen cociente (resp. cociente
geométrico), basta que para algún recubrimiento {Vi} por abiertos de Y cada ϕ|ϕ−1(Vi) sea
un buen cociente (resp. cociente geométrico).

2.3.2. Espacio de móduli grosero como espacio de órbitas

Vamos a ver un resultado que más adelante nos permitirá construir espacios de móduli.
Bajo ciertas hipótesis, se pueden construir espacios de móduli groseros en la categoŕıa de
esquemas como ciertos cocientes por la acción de un grupo.

Sea (M,∼M) un problema de móduli parametrizado por la categoŕıa Schk, siendo el
punto base P = Spec k, con functor de móduli F : Schopk → Sets.

Definición 2.50. Decimos que una familia parametrizada F ∈ fam(S) por un cierto S
verifica la propiedad universal local si para toda familia F ∈ fam(T ) para cualquier
esquema T y para todo punto geométrico t ∈ T (k) existe un entorno U ⊆ T de t y un
morfismo f : U → S tal que F |U ∼U f ∗F como familias parametrizadas por U .

Lema 2.51. Sean (M,∼M), F y F ∈ fam(S) como antes. Si G es un grupo algebraico
que actúa en S de modo que dos k-puntos s, s′ están en la misma órbita si y solo si
[Fs]M = [Fs′ ]M, entonces para todo esquema T hay una correspondencia biyectiva:

Nat(F , T •)←→ {Morfismos G-invariantes f : S → T}.
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Demostración. Dada η : F → T •, le hacemos corresponder ηS := η(S)(F) ∈ T •(S) =
Homk(S, T ). Sean s, s′ ∈ S(k) = hom(Spec k = P, S) y S∗, (S ′)∗ : F(S) → F(P ) los
morfismos inducidos. Si s y s′ pertenecen a la misma órbita (i.e., existe algún g ∈ G tal
que s = g ·s′), enotnc es s∗([F]S) = (s′)∗([F]S), luego η(P )(s

∗([F]S)) = η(P )((s′)∗([F]S)) =
t : Spec k → T y por tanto ηS(s) = ηS(s

′).
Dado un morfismo G-invariante f : S → T , queremos definir para cada esquema Y

y cada familia F ∈ fam(Y ) un morfismo η(Y ) : F(Y ) → T •(Y ) con η(Y )(F ) : Y → T .
Recubrimos T por abiertos Ui tales que hay hi : UI → S con h∗iF ∼Ui

F |Ui
, esto es posible

ya que F es por hipótesis una familia parametrizada por S que verifica la propiedad
universal local. En las intersecciones Ui ∩ Uj tenemos que

(h∗iF)|Ui∩Uj
∼ F |Ui∩Uj

∼ (h∗iF)|Ui∩Uj

como familias en Ui ∩ Uj, luego para u ∈ Ui ∩ Uj, las fibras Fhi(u) ∼ Fu ∼ Fhj(u) lo que
equivale por hipótesis a que hi(u), hj(u) ∈ S están en la misma G-órbita. Por ser f un
morfismo G-invariante podemos pegar los morfismos f ◦ hi y definir aśı η(Y )(F ).

Teorema 2.52. Sean (M,∼M), F , F ∈ fam(S) y G como en el Lema 2.51,

(1) Todo espacio móduli grosero paraM es un cociente categorial de S por la acción de
G

(2) Un cociente categorial de la G-acción en S es un espacio de móduli grosero paraM
si y solo si es un espacio de órbitas.

Demostración. Para ver (1), sea (M, ξ : F → M•) el espacio de móduli grosero paraM.
Por el Lema 2.51 tenemos una correspondecia biyectiva

Nat(F ,M•)←→ {Morfismos G-invariantes f : S →M}.

En particular, ξ se corresponde con el morfismo G-invariante ξS := χ(S)(F) : S → M .
Como (M, ξ) es una pareja inicial para F , todo morfismo η : F → T • factoriza por ξ, por
tanto todos los morfismos G-invariantes f : S → T factorizan por ξS y concluimos que M
es un cociente categorial de S por la acción de G.

Para ver (2), notemos que acabamos de probar que los cocientes categoriales de S
por la acción de G se corresponden biyectivamente con las parejas iniciales (M, ξ) para el
functor F . Un cociente categorial ξ(S)(F) : S → M es un espacio de órbitas si y solo si
ξ(Spec k) : S(k)→M(k) es biyectivo con lo que acabamos.
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Caṕıtulo 3

Móduli de curvas algebraicas

Estudiaremos a continuación los espacios de móduli de curvas lisas de un género g
dado. Una vez planteados estos problemas de móduli, Mg, veremos que la existencia
de curvas con automorfismos no triviales supone una obstrucción para la existencia de
espacios de móduli fino.

Trataremos por separado las construcciones de los espacios de móduli de curvas lisas
de géneros g = 0, g = 1 y g ≥ 2 y además presentaremos una de las rigidificaciones más
habituales para estos problemas de móduli, que consiste en parametrizar curvas añadiendo
la información de ciertos puntos que se consideran marcados. El hecho de marcar puntos
hace que el número de automorfismos que tienen una curva marcada disminuya, lo que,
como veremos, hace posible en ciertos casos obtener espacios de móduli fino. No obstan-
te, en este caṕıtulo solo estudiaremos los problemas M0,n de curvas de género 0 con n
puntos marcados yM1,1 de curvas de género 1 con un punto marcado, mientras que los
demás problemas de móduliMg,n de curvas lisas con puntos marcados se estudiaran en
el Caṕıtulo 4. Es más, en dicho caṕıtulo veremos que el hecho de poder garantizar para
ciertos g, n ≥ 0 que todas las curvas lisas de género g y n puntos marcados tienen un
número finito de automorfismos no triviales hace que podamos generalizar sensiblemente
los problemas de móduliMg yMg,n y obtener espacios de móduli con mejores propieda-
des geométricas.

En este caṕıtulo llamaremos curva a una curva propia, no singular e irreducible
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. El resto de convenciones y notaciones serán
las ya establecidas en el Caṕıtulo 2.

3.1. Problema y functor de móduli

El problema de móduli que vamos a estudiar son los dado por los conjuntos

Mg := {curvas (sobre k no singulares, irreducibles) de género g}

para cada entero g ≥ 0 y dos de tales curvas serán equivalentes C ∼Mg C
′ cuando sean

isomorfas. Tomaremos como categoŕıa parámetro Schk y como punto base P = Spec k, es
decir, el conjunto subyacente de un k-esquema X será el conjunto de sus puntos geométri-
cos con valores en k, que por ser k algebraicamente cerrado coincide con los puntos ce-
rrados de X. A partir de ahora llamaremos puntos geométricos a los puntos geométricos
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con valores en k.

Recordemos que un morfismo de esquemas f : X → Y es liso cuando para todo punto
x ∈ X existen entornos abiertos afines x ∈ U y f(x) ∈ V = SpecA tales que f(U) ⊆ V
y hay una inmersión abierta U → SpecA[t1, ..., tn]/(f1, ..., fr) tal que la matriz Jacobia-

na J(x) =
(
∂fi
∂tj

(x)
)
tiene rango r. Además los morfismos lisos son estables por cambio

de base y un morfismo liso es plano, localmente finito presentado y universalmente abierto.

Definición 3.1. Una familia de curvas parametrizadas por S es un morfismo
propio y liso π : X → S cuyas fibras en los puntos geométricos de S son curvas, i.e., para
todo s ∈ S cerrado, Xs = X ×S Specκ(s) es una curva sobre κ(s) = k.

Llamaremos curva en una familia π : X → S de curvas parametrizadas por S a
una fibra de π en un punto cerrado de S.

El functor de familias parametrizadas famg : Sch
op
k → Sets es el definido por

famg(S) := {π : X → S familias de curvas de género g parametrizadas por S}

y si X ∈ famg(S) y f : S ′ → S morfismo de esquemas, entonces f ∗X = X ×S S ′ ∈
famg(S

′). Dos familias X,X ′ ∈ famg(S) son equivalentes sobre S, X ∼S X ′, cuando
exista X

∼→ X ′ isomorfismo de S-esquemas y si f : S ′ → S morfismo de esquemas y
X ∼S X ′, entonces es claro que f ∗X ∼S′ f ∗X ′.

Denotamos por Fg al functor de móduli asociado al problema de móduliMg:

Fg : Schopk −→ Sets
S 7−→ {familias de curvas de género g parametrizadas por S}/∼S

f : S ′ → S 7−→ f ∗ : Fg(S)→ Fg(S ′) con [X]S 7→ [f ∗X]S′ = [X ×S S ′]S′

que claramente está bien definido por lo visto antes.

3.2. No existencia de espacio de móduli fino

DadoMg un problema de móduli como antes con functor de móduli Fg : Schopk → Sets
diremos que una familia parametrizada X → S es

trivial cuando π : X → S es de la forma π2 : C × S → S para algún C ∈ Mg,
es decir, si se obtiene cambiando de base una curva C → Spec k v́ıa un morfismo
S → Spec k.

trivial en fibra cuando sus fibras Xs son isomorfas para todos los puntos cerrados
s ∈ S. En tal caso para todo punto cerrado s ∈ S, Xs ≃ C con C ∈ Mg y diremos
que es trivial en fibra de tipo C.

Se ve fácilmente, [16, Observación 23.1.1], que si existiese Mg espacio de móduli fino
para Mg, entonces toda familia trivial en fibra seŕıa trivial. Si (Mg, ξ) es el espacio de
móduli fino para un functor de móduli Fg y π : X → S es una familia trivial en fibra,
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ξ(S) : Fg(S)→ Homk(S,M) manda π : X → S a un f : S →Mg y f(S(k)) = m ∈Mg(k).
Denotando Ug ∈ Fg(Mg) la clase de la familia universal, tomamos un representante de
esta clase Cg → Mg como familia universal y tenemos que m∗Cg → P = Spec k es una
familia parametrizada por P , es decir, m∗Cg ∈ Mg. Como Mg es el espacio de móduli
fino, X ∈ famg(S) se obtiene haciendo un pull-back de la curva m∗Cg ∈ famg(P ) v́ıa el
morfismo de estructura S → P , luego X = m∗Cg × S ∈ famg(S) es trivial.

Vamos a ver que los problemas de móduliMg tienen familias no triviales que son tri-
viales en fibra, de donde deducimos que no existen espacios de móduli fino. Este resultado
es consecuencia de que hay curvas que tienen automorfismos no triviales.

Proposición 3.2. [26, Ejemplo 2.6.13] Sea C una curva tal que existe un subgrupo finito
no trivial G ⊂ Aut(C). Existe una familia no trivial, trivial en fibra de fibra tipo C.

Demostración. Sea S ′ un k-esquema cuasi-proyectivo (e.j.: S ′ af́ın) y supongamos que G
actúa libremente en S ′, es decir, los estabilizadores Gx son triviales para todo x ∈ S.
Consideramos la familia trivial π′

2 : C × S ′ → S ′ tomando que G actúa en C × S ′

componente a componente, luego dicha acción es libre. Sea S = S ′/G el esquema cociente
(que existe porque al ser S ′ cuasi-proyectivo todo conjunto finito de puntos está contenido
en algún abierto af́ın y podemos aplicar el Teorema 2.46) y X = (C × S ′)/G es también
esquema. Como la proyección π′

2 : C × S ′ → S ′ es G-equivariante, manda la G-órbita de
(c, s) ∈ C × S ′ a la G-órbita de π′

2(c, s) ∈ S ′ y pasando al cociente induce un morfismo
π : X → S de manera que

C × S ′ //

π′
2

��

X = (C × S ′)/G

π

��

S ′ // S = S ′/G

conmuta donde las flechas horizontales son los morfismos de paso al cociente. Además las
fibras de π sobre los puntos cerrados de S son isomorfas a C y π es plano, o sea, tenemos
una familia trivial en fibra de fibra tipo C. Sin embargo, la familia π : X → S no es
trivial, puesto que si lo fuese, por la conmutatividad del diagrama anterior, la acción de
G tend́ıa que ser trivial en C llegando a contradicción.

Es conocido que dado g ≥ 0 existen curvas de género g con un subgrupo finito no trivial
de automorfismos, luego los problemas de móduli Mg no tienen espacio de móduli
fino.

3.3. Construcción de espacios de móduli

Estudiamos a continuación distintos espacios de móduli de curvas, tratando por sepa-
rado los casos de género 0,1 y g ≥ 2. En los dos primeros casos, se hace uso de resultados
clásicos de geometŕıa proyectiva para obtener los respectivos espacios de móduli, mientras
que cuando el género de las curvas es mayor o igual a 2, obtendremos este espacio de
móduli como un cociente de un determinado esquema de Hilbert.

En el caso de curvas racionales, plantearemos una rigidificación del problema explican-
do cuáles son y como se construyen los espacios de móduli de curvas con un cierto número
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de puntos marcados. De hecho, este lenguaje de puntos marcados resultará también ser
el necesario para estudiar también el espacio de móduli de curvas de género 1, dado que
realmente obtendremos es el espacio de móduli de curvas eĺıpticas, o sea, de curvas de
género 1 con un punto marcado, puesto que esto reduce el número de automorfismos.

3.3.1. Curvas de género g = 0

Supondremos en esta sección que car(k) distinta de 2 y 3.

Es sabido que toda curva sobre k completa no singular de género 0 es isomorfa a
P1
k, luego el conjunto M0/∼M0

está formado por un único elemento que es la clase de
equivalencia representada por el k-esquema P1

k.
El candidato a ser espacio de móduli grosero para M0 es el esquema M0 = Spec k

formado por un único punto, junto con un cierta transformación natural de functores
ξ0 : F0 → M•

0 donde F0 es el functor de móduli asociado a M0. Dada una familia
π : X → S de curvas de género 0 parametrizada por un cierto k-esquema S, definimos ξ0
como aquella transformación que asocia a una tal familia parametrizada por S el morfismo
estructural S → Spec k y esta asignación claramente es functorial.

Es obvio que se tiene una biyección

ξ0(Spec k) : F0(Spec k) −→ Hom(Spec k, Spec k)

ya que ambos conjuntos están formados por un único punto.
Falta ver que dada una transformación natural de functores ηT : F0 → T • con T • el

functor de puntos de un k-esquema T cualquiera, ηT factoriza por ξ0.

F0

ξ0 $$

ηT // T •

(Spec k)•

::

Dada una familia π : X → S de curvas de género 0, la fibra Xs en cada punto cerrado
s ∈ S es isomorfa a P1

k, luego por ser ηT una transformación natural de functores, el
morfismo ηT (S)(X) = fX : S → T es tal que fX(s) = t0 es un mismo punto de T para
todos los puntos cerrados s ∈ S.

Para ver que ηT factoriza por la morfismo de functores inducido por t utilizamos:

Lema 3.3. [16, Lema 25.2] Si A es un anillo artiniano con cuerpo residual K algebrai-
camente cerrado, toda familia X → SpecA de curvas de género cero es trivial.

Puesto que fX(s) es el mismo punto t0 para todo punto cerrado s ∈ S, ηT factoriza
por un punto no reducido, o sea, por un morfismo tA : SpecA = {t0} → T con A un
anillo de Artin cuyo reducido sea k, por el lema tenemos que la reducción a de la familia
π : X → S a SpecA es trivial luego ηT factoriza por Spec k → SpecA, con lo que se
demuestra que (M0, ξ0) es un espacio de móduli grosero para M0. Además es claro que
P1
k → Spec k es una familia tautológica para F0 (Definición 1.21 ).
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Observación 3.4. En el caso particular del Lema 3.3 que necesitamos para la demos-
tración, A es una k-álgebra local artiniana y tenemos k ↪→ A → A/J(A) = Σ → 0 y
deducimos que X ≃ P1

k ×k SpecA del diagrama conmutativo:

P1 ×k SpecΣ ≃ X ×SpecA SpecΣ //

��

X //

��

P1
k

��

SpecΣ // SpecA // Spec k.

Como sabemos, Spec k no es espacio de móduli fino puesto que existen curvas de
género 0 con automorfismos no triviales. Además, si lo fuese, todas las familias de curvas
de género 0 seŕıan de la forma π2 : P1

k ×k S → S, sin embargo esto no es aśı. Algunos
ejemplos de familias no triviales se pueden obtener a partir de superficies regladas
Y → C, esto es, familias de curvas de género 0 parametrizadas por alguna curva lisa
C. Utilizando que las superficies regladas π : X → C siempre tienen una sección (véase
[15, Nota pág. 369]), se ve que se tiene una correspondencia entre las superficies regladas
π : Y → C y los haces E locamente libres de rango 2 sobre C:

Proposición 3.5. [15, V Proposición 2.2 ] Sea π : Y → C una superficie reglada. Existe
un haz E locamente libre de rango 2 sobre C tal que Y es C-isomorfo a P(E). Rećıproca-
mente, la proyectivización de un haz localmente libre de rango 2 sobre C es una superficie
reglada sobre C. Además si E, E ′ son dos haces localmente libres de rango 2 sobre C,
definen superficies regladas P(E), P(E ′) C-isomorfas si y solo si E ≃ L⊗E para algún haz
de ĺınea L en C.

De hecho la superficie reglada trivial sobre C es de la forma C ×k P1
k = P(OC ⊕OC)

y podemos construir otras no triviales (véase [15, V Ejemplo 2.11.4]).

3.3.2. Curvas con n puntos marcados: rigidificación de M0

Veremos a continuación una forma de eliminar los automorfismos no triviales que ha-
cen que el problema de móduli anterior no tenga un espacio de móduli fino. Para ello
fijaremos un número finito de secciones ordenadas, cumpliendo ciertas propiedades, de
manera que responde a la intuición de marcar un número finito de puntos racionales or-
denados en las curvas.

En general, dado π : X → S un morfismo de esquemas, diremos que dos secciones
σ1, σ2 : S → X de π son secciones disjuntas cuando sus imágenes sean disjuntas. Nótese
que si además π es una familia de curvas parametrizada por S, para cada s ∈ S dada σ
una sección cualquiera de π, σ(s) ∈ Xs es un punto de la curva determinada por la fibra
de la familia π.

Definición 3.6. Llamaremos familia de curvas (de género g) n-marcadas a una
familia (X,S, π, σ1, ..., σn) de curvas (de género g) π : X → S dotada de un conjunto
{σi : S → X}1≤i≤n de n secciones disjuntas ordenadas.

Dadas dos familias de curvas n-marcadas parametrizadas por un mismo esquema S
X = (X,S, π, σ1, ..., σn) y X ′ = (X ′, S, π′, σ′

1, ..., σ
′
n), un morfismo de familias de curvas
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n-marcadas es un morfismo f : X → X ′ tal que π′ ◦ f = π y f ◦ σi = σ′
i para todo

i = 1, ..., n.
Con estas definiciones podemos plantear los problemas de móduli Mg,n dados para

cada pareja de enteros no negativo g, n por el conjunto:

Mg,n = { curvas C de género g y p1, ..., pn : Spec k → C secciones disjuntas} =
= { curvas C de género g y p1, ..., pn ∈ C puntos cerrados distintos marcados}

donde suponemos fijadas las secciones en un cierto orden, y de igual manera en el caso de
pensarlos como puntos marcados de la curva.

Dos familias de curvas de género g n-marcadas (X,S, π, σ1, ..., σn) y (X
′, S, π′, σ′

1, ..., σ
′
n)

parametrizadas por el mismo esquema S consideraremos que sonMg,n-equivalentes cuan-
do exista un morfismo de familias de curvas n-marcadas de manera que f : X → X ′ sea
isomorfismo.

El functor de familias parametrizadas famg,n : Schopk → Sets es el definido por

famg,n(S) := {π : X → S familias de curvas de género g y n secciones disjuntas de π }.

Dada X = (X,S, π, σ1, ..., σn) ∈ famg,n(S) y f : S ′ → S morfismo de esquemas, entonces
f ∗X = (X ×S S ′, S ′, π2, f

∗σ1, ..., f
∗σn) ∈ famg,n(S

′) donde f ∗σi = σi ◦ f . Dos familias
X ,X ′ ∈ famg,n(S) son equivalentes sobre S, X ∼S X ′, cuando sean familias de curvas
marcadas S-isomorfas. Además si f : S ′ → S morfismo de esquemas y X ∼S X ′, entonces
es claro que f ∗X ∼S′ f ∗X ′.

Denotamos por Fg,n al functor de móduli asociado al problema de móduliMg:

Fg,n : Schopk −→ Sets
S 7−→ famg,n(S)/∼S

f : S ′ → S 7−→ f ∗ : Fg(S)→ Fg(S ′) con [X ]S 7→ [f ∗X ]S′

con las notaciones precedentes.

Notación: Las familias de curvas marcadas se denotaran como (X,S, π, σ1, ..., σn),
mientras que en el caso de curvas, por brevedad, escribiremos (C, p1, ..., pn) puesto que ya
suponemos que son esquemas sobre k v́ıa el morfismo estructural.

Espacios de móduli para los problemas M0,n

SeaM0,n = { curvas C de género g y p1, ..., pn : Spec k → C secciones disjuntas}.

El casoM0,0 ya lo hemos estudiado. Para n ≤ 3 se tiene que M0,n ha de ser un punto
ya que es conocido que dadas dos conjuntos (p1, p2, p3), (p

′
1, p

′
2, p

′
3) de puntos cerrados

distintos en P1
k existe un único automorfismo ϕ ∈ Aut(P1

k) tal que ϕ(pi) = p′i, luego solo
hay una clase de isomorfismos en M0,n/∼M0,n

y M0,n = Spec k es un espacio de móduli
grosero para n ≤ 3, argumentando de igual manera que en el caso con 0 puntos marcados
ya que podemos suponer sin pérdida de generalidad que si hay un punto marcado este es
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el punto correspondiente al 0 mediante la identificación de las fibras con P1
k mientras que

si hay dos son 0 y 1.
Sin embargo en el caso n = 3 encontramos una diferencia notable, ya que el grupo

de automorfismos de P1
k con 3 puntos marcados distintos es trivial y vamos a ver que

M0,3 = Spec k es un espacio de móduli fino para M0,3. Empezaremos generalizando la
Proposición 3.5:

Proposición 3.7. Sea π : X → S un morfismo liso, propio, epiyectivo, localmente finito
presentado de dimensión relativa ≤ 1 con fibras geométricas isomorfas a P1:

(1) Si π admite una sección σ1, entonces existe un haz localmente libre E en S tal que
X es S-isomorfo al fibrado proyectivo P(E).

(2) Si π admite dos secciones disjuntas σ1, σ2, entonces E ≃ L′ ⊕L′′ para ciertos haces
de ĺınea L′,L′′.

(3) Si π admite tres secciones disjuntas σ1, σ2, σ3, entonces podemos tomar E = OS⊕OS,
por tanto X ≃ P1

S = P1
k ×k S es trivial.

Demostración. (1) Como π es un morfismo separado y π ◦ σ1 = IdS es una inmersión
cerrada, σ1 es una inmersión cerrada [13, Observación 9.11]. Se tiene que D1 = σ1(S)
es un divisor de Cartier relativo efectivo en X y denotamos como OX(D1) al haz de
ĺınea asociado a D1 en X.

Veamos que E = π∗OX(D1) es un haz localmente libre de rango 2. Dado s ∈ S, el
morfismo κ(s)→ κ(s) de paso al cierre algebraico es plano y por tanto

H1(Xs,OX(D1)s)⊗κ(s) κ(s) = H1(Xs,OX(D1)s) = H1(P1
κ(s)

,O(1)) = 0,

donde s denota que estamos tomando la fibra sobre κ(s) y se deduce de esto que
H1(Xs,OX(D1)s) = 0.Por el Lema 2.17 E es localmente libre de rango 2 ya que la
fibra en cada punto geométrico cumple que h0(Xs,OX(D1)s) = h0(P1

κ(s)
,O(1)) = 2.

Después se generaliza la Proposición 3.5: el morfismo natural π∗E = π∗π∗OX(D1)→
OX(D1) es epiyectivo por serlo en fibra (utilizando que las fibras geométricas son
isomorfas a P1 y O(D1)s es un haz de ĺınea de grado 1). Este morfismo por tanto
determina un morfismo h : X → P(E) que es isomorfismo puesto queOX(D1) es muy
amplio en cada fibra, luego h es isomorfismo en fibra y por tanto h es isomorfismo.

(2) Tenemos que D1 = σ1(S) y D2 = σ2(S) son divisores de Cartier efectivos en X
y L1 = OX(D1), L2 = OX(D2) son los haces de ĺınea asociados. Se tiene por [27,
Proposición 28.1.11] que por ser L∨

1 ⊗ L2 un haz invertible trivial en fibra, el haz
localmente libre de rango 1 L = π∗(L∨

1⊗L2) en S es tal que L∨
1⊗L2 = π∗L utilizando

el [15, III Corolario 12.9] que es consecuencia del teorema de semicontinuidad.

Observemos que E := π∗L1 = π∗(L2 ⊗ π∗L∨) = π∗L2 ⊗ L∨. Tomando s0 ∈ Γ(X,L1)
que se anule en σ1 y s∞ ∈ Γ(X,L2) que se anule en σ2, se define el morfismo de
haces localmente libres en S:

f : OS ⊕ L∨ −→ E = L∨ ⊗ π∗L2
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como (a, b) 7→ a ·s0+b ·s∞, se comprueba que f es isomorfismo de donde se concluye
fácilmente utilizando que por ser σ1, σ2 secciones disjuntas en cada fibra de π son
una base de secciones de L1.

(3) Como las tres secciones son disjuntas se tiene que L = σ∗
3π

∗L = σ∗
3(L∨

1 ⊗ L2) =
σ∗
3(OX(D2 −D1)) = OS, luego por (2) podemos tomar E = OS ⊕OS.

Veamos que M0,3 es espacio de móduli fino para M0,3. Cuando n ≥ 3, si tomamos
C una curva de género 0 y ψ : C → P1

k un isomorfismo (que sabemos que existe),
podemos elegir el representante de la clase de equivalencia en M0,n/∼M0,n

de la curva

n-marcada (C, p1, ..., pn) como (P1
k, p̄1, ..., p̄n) definiendo p̄i = ψ ◦ pi : Spec k → P1

k (ya que
los automorfismos de P1

k quedan determinados al dar la imagen de 3 puntos distintos) y
se tiene que Aut(C, p1, ..., pn) = {Id}.

Igual que antes vamos a denotar

ξ0,3 : F0,3 −→ (M0,3)
•

a la transformación que a una familia parametrizada por S le asigna el morfismo estruc-
tural S → Spec k.

Ya sabemos que ξ0,3(Spec k) es una biyección, luego basta demostrar que la familia
tautológica P1

k → Spec k que hab́ıamos obtenido antes, marcando 3 puntos distintos, es
una familia universal. O sea, tomamos como representante de la clase de equivalencia
ξ0,3(Spec k)

−1(Id) enM0,3/∼M0,3
a la familia

U3 = (P1
k, Spec k, π, 0, 1,∞)

donde 0, 1,∞ son las secciones constantes correspondientes dichos puntos de P1
k.

Sea X3 = (X,S, π, σ1, σ2, σ3) una familia de curvas de género 0 con tres puntos mar-
cados cualquiera y por la Proposición 3.7, X ≃ P1

k ×k S. Como las secciones σ1, σ2, σ3 :
S → P1

k ×k S son disjuntas, inducen

h = (σ1, σ2, σ3) : S −→ (P1
k)

3 −∆3

donde ∆3 = {(xi) ∈ (P1
k)

3 : ∃ i ̸= j con xi = xj}. Se tiene que (P1
k)

3 − ∆3 ≃ PGL2 =
Aut(P1

k) que identifica cada punto (x1, x2, x3) con el automorfismo que los manda a los
puntos {0, 1∞} respectivamente. Esto nos da un isomorfismo Ψ3 de X3 con U3 ×k S =
(P1

k×kS, S, π2, 0, 1,∞) donde las secciones son las secciones constantes 0(s) = (0, s), 1(s) =
(1, s) y ∞(s) =∞(0, s) para cada s ∈ S teniéndose el siguiente diagrama conmutativo:

X
π

��

Ψ3 // P1
k ×k S

π2

{{

// P1
k

{{

S //

σi

HH

σi

QQ

Spec k

σi

GG

y claramente U3 es una familia universal paraM0,3.
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El primer caso en el que tenemos clases de equivalencias no triviales es M0,4/∼M0,4
.

Observemos que si en P1
k fijamos cuatro puntos distintos (p1, p2, p3, p4), podemos suponer

que son de la forma (0, 1,∞,Φ(p4)) donde λ = Φ(p4) ∈ P1
k−{0, 1,∞} donde Φ es el auto-

morfismo tal que {p1, p2, p3} 7→ {0, 1,∞}. Vamos a ver que de hechoM0,4 = P1
k−{0, 1,∞}

es espacio de móduli fino paraM0,4.

Dada una familia de curvas X4 = (X,S, π, σ1, σ2, σ3, σ4), argumentando como antes,
existe un isomorfismo Ψ3 : X ≃ P1 ×k S tal que X4 ≃ (P1 ×k S, S, π2, 0, 1,∞,Ψ3 ◦ σ4)
donde PS,4 = Ψ3 ◦ σ4 valora en P1

k − {0, 1,∞} por ser las secciones disjuntas.

Observación 3.8. La intuición subyacente a la definición del morfismo PS,4 es que iden-
tifica cada fibra en un punto geométrico s de S con P1

k de manera que las imágenes de
las tres primeras secciones sean respectivamente 0, 1,∞ y asigna a la cuarta de ellas el
punto correspondiente respecto de dicho sistema de referencia. Esta identificación está
bien definida ya que la razón doble de cuatro puntos es invariante por automorfismos de
la recta proyectiva y como cada fibra Xs es isomorfa a P1

k se deduce que la razón doble es
independiente de la elección de tal isomorfismo.

Definimos ahora el morfismo

ξ0,4(S) : F0,4(S) −→ Hom(S,M0,4) = Hom(S,P1
k − {0, 1,∞})

como aquel que manda la clase de equivalencia [(X,S, π, σ1, σ2, σ3, σ4)]S al morfismo PS,4
antes descrito y esta definición no depende del representante de la clase de isomorfismos
de la familia considerado. En particular,

ξ0,4(Spec k) : F0,4(SpecK) −→ Hom(Spec k,M0,4)

es tal que manda la clase de equivalencia de una familia [(P1
k, 0, 1,∞, p4)]M0,4 a la sección

p4 : Spec k → P1
k − {0, 1,∞} ⊂ P1

k, luego ξ0,4(Spec k) es una biyección.

Para ver queM0,4 es espacio de móduli fino, basta ver que se tiene una familia universal
para este problema de móduli. Esta familia ha de ser un representante de ξ(M0,4)

−1(Id)
y lo tomamos como la familia trivial sobre M0,4 de la forma

U4 = (P1
k ×k M0,4,M0,4, π2, 0, 1,∞, P4)

donde 0, 1,∞ son las secciones constantes y P4 : M0,4 → P1
k ×k M0,4 es la sección diago-

nal P4(m) = (m,m) para m ∈ M0,4, que se corresponde v́ıa ξ0,4(M0,4) con el morfismo
identidad en M0,4.

Sea X4 = (X,S, π, σ1, σ2, σ3, σ4) una familia de curvas de género 0 con cuatro puntos
marcados, definimos el morfismo Ψ4 : X → U4 ×M0,4 S = (P1

k ×k M0,4)×M0,4 S como

Ψ4 =
(
(Ψ3, PS,4), π

)
.

Por construcción se tiene que Ψ4 : X4 → U4 ×k S es un isomorfismo de familias de
curvas de género 0 con cuatro puntos marcados y por tanto U4 es una familia universal
paraM0,4, luego M0,4 es espacio de móduli fino para este problema de móduli.
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Figura 3.1: Representación gráfica de la familia universal U4 [7, Figura 1.1]

Observación 3.9. El espacio de móduli M0,4 no es compacto ya que nos faltan tres
puntos que se corresponden a los casos en que los puntos marcados en que dos puntos de
los cuatro puntos marcados de la curva “se aproximan infinitesimalmente”. En el Ejemplo
4.1 veremos cómo se obtiene una compactificación de M0,4 añadiendo los tres puntos que
nos faltan de manera que se correspondan con cierto tipo de curvas singulares que aparecen
al “deformar”las curvas lisas que estamos parametrizando.

Observación 3.10. En el caso de M0,3, la familia universal es P1
k → Spec k y para

M0,4 podemos notar que la familia universal descompone como un producto donde P1
k

establece cuáles son los tres primeros puntos distintos y M0,4 = Spec k×k (P1
k−{0, 1,∞})

parametriza las posibilidades restantes para el cuarto punto.

De modo general, para curvas con n puntos marcados podemos proceder de mane-
ra similar, argumentando recursivamente, puesto que tomando como representante de
[(C, x1, x2, ..., xn)]M0,n la curva n-marcada (P1

k, 0, 1,∞,Φ(x4), ...,Φ(xn)) donde Φ es el iso-
morfismo de C con P1

k tal que manda los tres primero puntos marcados a {0, 1,∞}; y dar
esta curva marcada equivale a dar n−3 puntos cerrados distintos deM0,4 = P1

k−{0, 1,∞},
o lo que es lo mismo, un punto cerrado de (M0,4)

n−3 −∆n−3. Se tiene que

M0,n = (M0,4 × n−3. . . ×M0,4)−∆n−3

con ∆n−3 = {(yi) ∈ (M0,4)
n−3 : ∃ i ̸= j con yi = yj} es el espacio de móduli fino para

M0,n (y estos espacios no son compactos). Análogamente, la familia universal para el
problemaM0,n es

Un = (P1
k ×M0,n,M0,n, π2, 0, 1,∞, P4, ..., Pn)

tomando Pi para 4 ≤ i ≤ n como las respectivas secciones diagonales disjuntas.

3.3.3. Curvas de género g = 1

Supondremos en esta sección que car(k) distinta de 2 y 3.

Recordemos que si C es una curva de género 1 sobre k, es equivalente dar:
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(1) un morfismo f : C → P1
k de grado 2 con 4 puntos de ramificación o

(2) una inmersión cerrada ι : C → P2
k de modo que la imagen es una cúbica lisa.

El morfismo f se obtiene considerando un punto p ∈ C cualquiera y una función
con un polo en p de orden 2, que existe como consecuencia del Teorema de Riemann-
Roch. Por el Teorema de Riemann-Hurwitz, este morfismo tiene 4 puntos de ramificación
que, aplicando un automorfismo de P1

k, podemos suponer que los puntos de ramificación
de f son {p1 = 0, p2 = 1, p3 = ∞, p4 = λ}.Por otra parte, f se corresponde con una
extensión separable de orden 2 entre los cuerpos de fracciones k(x) → ΣC y por ser k
algebraicamente cerrado se tiene que

ΣC = k(x)[y]/y2+ay+b ≃ k(x)[y]/y2−x(x−1)(x−λ)

en un abierto af́ın C∩A2
k donde a, b ∈ k(x), λ ∈ k−{0, 1} y el isomorfismo consiste realizar

diversos cambios de coordenadas de modo que finalmente los puntos de ramificación de f
son {0, 1,∞, λ}, luego tenemos que en P2

k la curva C viene dada por los ceros del polinomio
homogéneo p(x, y, z) = y2z − x(x− z)(x− λz) con λ ∈ k − {0, 1}.

De forma equivalente se puede ver que dada C una curva de género 1 y p ∈ C un
punto, el divisor D = 3p es muy amplio puesto que grD = 3 ≥ 2g + 1, luego tenemos

ι : C → Ph0(D)−1
k y por Riemann-Roch h0(D) = 3. Se comprueba sin dificultad que la

imagen de g es una curva lisa de grado 3 en P2
k.

Además, toda curva plana C ⊂ P2
k de grado 3 tienen género 1 ya que el dualizante de

C es ωC ≃ OC , luego g = h0(OC) = 1.

Observación 3.11. El polinomio homogéneo p(x, y, z) = y2z − x(x − z)(x − λz) con
λ ∈ k − {0, 1} asociado a C equivale a dar q(x, y, z) = y2z − 4x3 + g2xz

2 + g3z
3 con

determinante ∆ = g32 − 27g23 ̸= 0 en k. Se conoce a q como forma normal de Weierstrass
de C. En ambos casos, los polinomios definen cúbicas planas (lisas) con un único punto
en el infinito.

Nótese que para obtener estas equivalencias hemos elegido un punto de la curva.
Se llama curva eĺıptica a una pareja (C, p) formada por C una curva de género 1 y
p ∈ C(k). Podemos suponer que P es el (único) punto del infinito de C ⊂ P2

k. Al elegir un
punto eliminamos los automorfismos de C que consisten en traslaciones y por este motivo
parametrizaremos las curvas eĺıpticas.

El invariante j

Dada (C, p) una curva eĺıptica, podŕıamos asignar a C el valor λ antes obtenido,
sin embargo esta asignación depende de f : C → P1

k y de la elección del sistema de
coordenadas obtenido a partir del conjunto cuatro puntos distintos {p1, p2, p3, p4} en los
que suponemos que ramifica f .

A cada curva eĺıptica (C, p) le vamos a asociar un valor j = j(λ) donde

j(λ) = 28
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
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y vamos a ver que es un invariante de la curva, llamado el invariante j, con el que
podemos clasificar las curvas eĺıpticas, o sea, dos curva eĺıpticas tienen el mismo invariante
j si y solo si son isomorfas.

Es sabido que la razón doble de cuatro puntos distintos en P1
k es invariante por auto-

morfismos de P1
k, i.e., (p1, p2; p3, p4) = (τ(p1), τ(p2); τ(p3), τ(p4)) para cualquier proyecti-

vidad τ : P1 → P1. Para {p1 = 0, p2 = 1, p3 =∞, p4 = λ} con λ ∈ k − {0, 1}, los posibles
valores de la razón doble de las posibles permutaciones de dichos cuatro puntos son

Oλ =

{
λ,

1

λ
, 1− λ, 1

1− λ
, 1− 1

λ
,

λ

λ− 1

}
,

de hecho basta con permutar solo 3 de los puntos, o sea, el conjunto Oλ es el conjunto de
órbitas de λ bajo la acción de S3 dada por σ1 =

1
λ
y σ2 = 1− λ.

Además, que dos subconjuntos de 4 puntos distintos (no ordenados) de P1
k difieran en

una proyectividad es equivalente a que los conjuntos formados por los distintos valores de
las razones dobles de ambas cuaternas de puntos en todos los órdenes posibles coincidan.

De esto último se deduce que la función (λ2−λ+1)3

λ2(λ−1)2
clasifica los subconjuntos de 4 puntos

no ordenados de la recta proyectiva P1
k módulo automorfismos de P1

k.

Observación 3.12. Se tiene que j : P1
k → P1

k con λ 7→ j(λ) es una función racional de
grado 6 que factoriza como por el cociente por la acción de S3 en P1

k definida como antes:

P1
k

j

&&π // P1
k/S3

i // P1
k

donde P1
k,j = Proj k[j] ≃ P1

k,j y pasando a los cuerpos residuales

k(j(x)) � w

grj=6

55

� � // k(x)S3 �
� grπ=6

// k(x)

tenemos que i : P1
k/S3 −→ P1

k,j es isomorfismo y se cumple que j(λ) = j(λ′) si y solo si λ
y λ′ están en la misma órbita por la acción de S3.

Supondremos conocido el siguiente resultado:

Lema 3.13. [15, IV Lema 4.2] Sea C un curva eĺıptica.

(1) Dados x, y ∈ C existe un automorfismo σ ∈ Aut(C) tal que σ(x) = y.

(2) Si f1, f2 : C → P1
k son dos morfismos de grado 2, entonces existen automorfismos

σ ∈ Aut(C) y τ ∈ Aut(P1
k) tales que f2 ◦σ = τ ◦f1. En particular si f1(p) = f2(p) =

∞, existen automorfismos σ ∈ Aut(C, p) y τ ∈ Aut(P1
k,∞) tales que f2 ◦σ = τ ◦ f1.

Supongamos que C = (C, p) a una curva eĺıptica tal que p se corresponde con el único
punto en el infinito de C ⊂ P2

k (en los demás casos basta aplicar una traslación), podemos
concluir lo siguiente:
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El valor j(C) = j(λ) solo depende de la curva eĺıptica C:
Si f1, f2 : C → P1

k son dos morfismos de grado 2 y sean σ y τ como en el lema previo.
Si {p1, p2, p3, p4} son los puntos de ramificación de f1, entonces λ := (p1, p2; p3, p4) =
(τ(p1), τ(p2); τ(p3), τ(p4)), luego j(λ) no depende de la elección de f : C → P1

k ni de la
elección de coordenadas en P1

k, es decir, j(λ) es un invariante de C.

Dos curvas eĺıpticas C1 y C2 son isomorfas si y solo si j(C1) = j(C2):
Supongamos que C1 y C2 como cúbicas planas tienen asociadas los escalares λ1 y λ2 aso-
ciados respectivamente al ser consideradas como cúbicas planas en P2

k. Por construcción,
se tiene que j(λ1) = j(λ2) si y solo si λ1 ∈ {λ2, 1

λ2
, 1 − λ2,

1
1−λ2 , 1 −

1
λ2
, λ2
λ2−1
}, es decir,

si están en la misma órbita por la acción de S3 permutando 3 puntos como antes y esto
sucede si y solo si hay un automorfismo de P1

k que transforma C1 en C2 y esto equivale a
que C1 y C2 sean curvas eĺıpticas isomorfas.

Todo j0 ∈ k es el invariante j de alguna curva eĺıptica:
Definiendo p(λ) = 28(λ2−λ+1)3−j0λ2(λ−1)2 y tomando una solución λ0 de p(λ) = 0, la
curva eĺıptica definida por el polinomio homogéneo y2z−x(x−z)(x−λ0z) tiene invariante
j igual a j0 y es una curva lisa porque λ0 ̸= 0, 1.

Móduli de curvas eĺıpticas

Con las notaciones establecidas en la subsección 3.3.2, vamos a estudiar el problema
de móduli dado por el conjunto

M1,1 = { curvas C de género 1 con p : Spec k →∈ C una sección} =
= { curvas C de género 1 con p ∈ C un punto cerrado marcado}

y diremos que dos curvas marcadas (C, p), (C ′, p′) son equivalentes si son isomorfas sobre
k y dicho isomorfismo conmuta con las secciones p y p′. Nótese que (C, p) es isomorfa como
curva marcada a (C, p′) marcando otro punto p′ ∈ C, por este motivo, los problemas de
móduliM1 yM1,1 son en esencia el mismo salvo por el hecho de que, como veremos, las
curvas eĺıpticas tienen un número finito de automorfismos, mientras que las curvas lisas
de género 1 tienen infinitos automorfismos.

Con esto hemos visto en la sección anterior, dada una curva eĺıptica (C, p), sabemos
que podemos suponer que C ∩A2

k está dado por P (x, y) = y2− x(x− 1)(x− λ) deshomo-
geneizando con λ ∈ Aj = Spec k[j] ≃ A1

k donde el isomorfismo se tiene por ser j regular.
Obtenemos una biyección

ξ1,1(Spec k) : F1,1(Spec k)→ Hom(Spec k,Aj)

mandando (C, p) 7→ λ.

A continuación probamos que M1,1 = Aj es un espacio de móduli grosero paraM1,1.

En primer lugar, vamos a definir el morfismo ξ1,1 : F1,1 → (Aj)
•, dada una familia

de curvas eĺıpticas (X,S, π, σ) podemos asignarle un morfismo φ : S → A1
k de manera
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que para los puntos cerrados s de S sea φ(s) = j(Xs). Para construir φ, nótese que 3σ,
en cada abierto af́ın SpecA ⊂ S, define una inmersión XA ↪→ P1

A y se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 3.14 (Forma normal de Weierstrass). [24, Teorema 1] Sea (X,S, π, σ) una
familia de curvas eĺıpticas, entonces, para cada punto s ∈ S existe algún entorno abierto
af́ın U de s tal que π−1(U) es isomorfo al subesquema definido en U × P2

k por

y2z = 4x3 − g2xz2 − g3z3

donde g2, g3 ∈ O(U) son funciones regulares tales que ∆ = g32 − 27g23 no se anula en
U . Además, g2, g3 ∈ O(U), están definidas de modo único salvo transformaciones del
tipo g2 7→ t4g2 y g3 7→ t6g3 para cierto t ∈ O(U)× y el invariante j se expresa en estas
coordenadas como:

j = 28
27 · g32
4 ·∆

= 1728
g32

g32 − 27g23
.

Esto nos permite definir el morfismo en los abiertos de S y pegándolos obtener φ.

Sea A = k[λ, λ−1, (λ− 1)−1], la familia parametrizada de curvas eĺıpticas determinada
por

X = Spec(A[x, y]/y2−x(x−1)(x−λ)) −→ S = SpecA

verifica la propiedad local universal. Eso se deduce del teorema de la forma normal de
Weierstrass realizando sucesivos cambios de coordenadas. Además como véıamos al prin-
cipio de la sección, la acción de S3 en S, definida del modo obvio, es tal que dos puntos
geométricos están en la misma órbita si sus fibras son isomorfas como curvas marcadas, es
decir, si están en la misma clase deM1,1-equivalencia. Por el Teorema 2.52, si el cociente
categoŕıa de S por la acción de S3 es un espacio de órbitas, entonces es un espacio de
móduli grosero paraM1,1.

Como S = SpecA es af́ın y S3 es un grupo finito, tenemos que en efecto, Spec(AS3)
es espacio de móduli grosero paraM1,1, luego si vemos que AS3 = k[λ, λ−1, (λ − 1)−1]S3

es igual a k[j] obtendremos la conclusión deseada.
Claramente, j ∈ AS3 y tenemos las siguientes inclusiones entre los cuerpos residuales:

k(j) � u

6

66

� � // κ(AS3) �
� 6 // κ(A)

Luego k(j) = κ(AS3) y además como j = j(λ) = 28 (λ
2−λ+1)3

λ2(λ−1)2
tenemos que AS3 es

integro sobre k[j] luego, por ser k[j] ı́ntegramente cerrado, k[j] = AS3 .
Sin embargo, este problema de móduli no puede tener espacio de móduli fino ya que

existen curvas con automorfismos no triviales. De hecho de la definición del invariante j
y las propiedades de este, se puede decir que el grupo de de automorfismos de una curva
eĺıptica ha de ser isomorfo a Z/2Z, Z/4Z ó Z/6Z (véase [15, VI Corolario 4.7]).
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3.3.4. Curvas de género g ≥ 2

Exponemos ahora como en [23] se obtiene el espacio de móduli grosero para los pro-
blemas de móduliMg para g ≥ 2.

Observación 3.15. Las curvas de género mayor o igual que 2 tienen un número fini-
to de automorfismos. Una forma de verlo es utilizando que podemos dotar al grupo de
automorfismos de una curva (lisa) C, Aut(C), de estructura de esquema en grupos de-
ducir del hecho de que el espacio tangente en el elemento neutro de Aut(C) cumple que
Te(Aut(C)) = H0(C, ω−1

C ) y por tanto como gr(ω−1
C ) = 2− 2g es menor que 0 para g ≥ 2,

tenemos que el grupo de automorfismos de una curva de género g ≥ 2 es finito.

Hemos visto que para cualquier curva C el divisor νKC con ν ≥ 3 define una inmersión
cerrada de C en PNk conN = ν(2g−2)−g y llamaremos curva ν-canónica a la imagen de tal
inmersión cerrada de C que está determinada salvo un cambio homogéneo de coordenadas
en PNk . Para una familia X de curvas parametrizada por S, el haz de las diferenciales
relativas ΩX/S es relativamente amplio y para ν ≥ 3, (ΩX/S)

⊗ν es (relativamente) muy
amplio. Fijamos el polinomio de Hilbert P (x) = ν(2g − 2)x+ 1− g

Proposición 3.16. [23, Proposición 5.1] Hay un único subesquema Hg,ν = Hν del esque-
ma de Hilbert HilbPPN tal que cualquier morfismo de esquemas f : S → HilbPPN factoriza
por Hν si y solo si

(1) el subesquema X = Hν ×HilbP
PN
S en PNk ×k S es una familia de curvas de género g

sobre S,

(2) el haz de ĺınea en X inducido por OPN
k
(1) es isomorfo a

(ΩX/S)
⊗ν ⊗ π∗

S(L) ≃ ι∗(π∗
PN
k
(OPN

k
(1))⊗ π∗

S(L))

para un cierto haz de ĺınea L en S, donde ι : X ↪→ PNk ×k S; y

(3) para todo punto geométrico s de S, la fibra Xs de X sobre s genera PNk ×k Specκ(s),
(i.e. no está contenida en ningún hiperplano), y por tanto Xs es una curva ν-canóni-
ca en PNk .

Este resultado nos dice que hay un subesquema Hν que parametriza las curvas de
género g ≥ 2 sobre k que hemos sumergido en el espacio proyectivo v́ıa una inmersión
canónica. Estas inmersiones están determinadas salvo automorfismos de PNk y por tanto
las condiciones (1), (2) y (3) son invariantes por automorfismos de PNk .

Definimos el functor contravariante en la categoŕıa de k-esquemas PGLN+1(S) =
Hom(S, PGLN+1) y el functor AutPN

k
(S) = AutS(PNk ×k S) donde AutS(PNk ×k S) es

el grupo de S-automorfismos de PNk ×k S. Recordemos que PGLN+1 actúa en PNk por
automorfismos, de hecho el morfismo natural PGLN+1 → Autk(PNk ) es un isomorfismo de
grupos (véase [13, Proposición 11.48]). Esta acción nos permite definir de modo natural
un morfismo de functores PGLN+1 −→ AutPN

k
que es isomorfismo (véase [23, 0.§5.b]).
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Se tiene que PGLn+1 actúa en Hν restringiendo la acción natural de este grupo en
HilbPPN

k
lo que induce entre los esquemas de puntos un morfismo σ : PGLN+1×H•

ν −→ H•
ν

que a cada esquema S le asigna la correspondiente acción. Tenemos además:

PGLN+1 ×H•
ν

σ
−−−−⇒
πHν

H•
ν

χ−→ Fg

donde χ es la transformación natural de functores que se tiene como consecuencia de la
condición (1) y χ ◦ σ = χ ◦ πHν por ser las condiciones que definen Hν invariantes por
automorfismos de PNk . Se define el functor contravariante Q definido para cada esquema
S como el conjunto cociente

Q(S) = Hom(S,Hν)/Hom(S, PGLN+1)

y se tiene que el morfismo de functores χ factoriza como

H•
ν

χ

$$
π // Q χ̄

// Fg

Se demuestra en [23, Proposición 5.2] que χ̄(S) es inyectivo para todo S y que además
para todo X ∈ Fg(S) hay un recubrimiento {Ui} de S tal que para cada ı́ndice i, la
restricción X|Ui

a Fg está en la imagen de χ̄(Ui).
En primer lugar, se comprueba que si se tienen dos familias de curvas parametrizadas

por S, f1 : X1 → S y f2 : X2 → S tales que X1 y X2 son isomorfas sobre S, entonces
existe un automorfismo β(S) ∈ PGLN+1(S) tal que σ(β(S), f1) = f2, lo que prueba la
inyectividad.

Para probar lo que resta, lo que se hace, con las definiciones que hemos establecido, es
ver que la familia de curvas Xν inducida al aplicar la Proposición 3.16 a S = Hν es una
familia que verifica la propiedad local universal. Dado X ∈ Fg(S), X es por definición la
clase de equivalencia modulo isomorfismos de una cierta familia de curvas f : X → S.

Se deduce del Lema 2.17 que la imagen directa f∗((ΩX/S)
⊗ν) = E es un haz localmente

libre en S y considerando el recubrimiento abierto {Ui} tal que E|Ui
es libre para todo

i, se tiene que P(E|Ui
) = Proj(Sym(E|Ui

)) = PNk ×k Ui es trivial. Se comprueba que
X ↪→ P(E) es en efecto una inmersión cerrada y después, denotando Xi = X ×S Ui se
tiene que Xi ↪→ PNk ×k Ui define un punto bi ∈ H•

ν (Ui) ⊂ HilbPN (Ui) y por construcción
X|Ui

= χ(bi) = Xi.
Como además la familia Xν → Hν cumple que dos puntos geométricos h, h′ ∈ Hν

están en la misma PGLN+1-órbita si y solo si las fibras son curvas de género g isomorfas,
se deduce del Teorema 2.52 que un cociente categorial de Hν por PGLN+1 que sea un
espacio de órbitas es un espacio de móduli grosero paraMg. De hecho en [23, Proposición
5.4] se prueba que un cociente geométrico de Hν por PGLn+1 es un espacio de móduli
grosero paraMg y posteriormente en [23, Teorema 5.11] se demuestra que este cociente
Mg := Hν/PGLn+1 existe.
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Caṕıtulo 4

Móduli de curvas estables

Los espacios de móduli de curvas lisos que hemos obtenido en general no son compac-
tos (i.e, no son propios) y esta es una propiedad que resulta especialmente conveniente,
ya que, por ejemplo, permite aplicar teoŕıa de la intersección en ellos, lo cual ha dado
resultados muy relevantes, (v.g., en la geometŕıa enumerativa de curvas algebraicas).

Dado un problema de móduliM con espacio de móduli M lo deseable es obtener una
compactificación M de M , que sea a su vez el espacio de móduli de otro problema de
móduliM y que sea en cierto sentido una generalización natural del problema de partida.

Parametrizarmos por tanto, además de curvas lisas, ciertas curvas singulares: si para-
metrizasemos todas las curvas nodales el espacio no seŕıa separado, una forma de verlo es
considerar una familia de curvas lisas parametrizadas por otra curva lisa (o sea, una super-
ficie regular) y considerar la explosión en un punto p; la superficie obtenida es birracional
a la de partida con la única diferencia de que la fibra en p es una curva nodal.

Queremos que estos objetos que añadimos al problema de móduli inicial aparezcan
de forma natural, por ejemplo, en nuestro caso las curvas que añadimos son el resultado
de deformar curvas lisas al “tomar ĺımites” en las familias parametrizadas. Aunque no
detallaremos el modo en que este proceso se lleva acabo, esto resulta en un cierto tipo
de curvas nodales que tienen un número finito de automorfismos, denominadas curvas
estables. Para las curvas lisas marcadas nos encontramos una casúıstica similar y la de-
finición de curva estable es también equivalente a que las curvas nodales marcadas que
estudiaremos tengan un número finito de automorfismos.

También resulta conveniente que la frontera, M −M se pueda describir de manera
combinatoria en términos de objetos más sencillos, que en este caso quedará patente tras
la introducción del grafo dual a una curva y la parametrización de estos que recogemos
en el Caṕıtulo 5.

En el presente caṕıtulo se introduce también el lenguaje de stacks puesto que aparece
de forma natural para codificar las curvas junto con su grupo finito de automorfismos de
manera que además se pueden generalizar ciertas definiciones de la teoŕıa de esquemas y
probar la compacidad de los stacks de curvas estables (marcadas y no marcadas).

Un primer ejemplo de cómo se materializa la compactificar de un espacio de móduli
de curvas lisas es el que sigue:
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Ejemplo 4.1. Recordemos que el espacio de móduli de las curvas lisas de género 0 con
cuatro puntos marcados ordenados distintos es M0,4 = P1

k − {0, 1,∞} y este esquema no
es propio. Una idea para compactificarlo puede ser el permitir que los puntos marcados
ordenados puedan no ser distintos, sin embargo sabemos que cuando una curva de géne-
ro 0 tiene menos de 3 puntos marcados se tienen familias no triviales que son triviales
en fibra, por tanto estaŕıamos añadiendo clases de equivalencia de curvas que imposibi-
litan la representabilidad. Por su parte cuando solo dos de los cuatro puntos marcados
coinciden,estas curvas se parametrizan por un punto ya que a efectos prácticos su parame-
trización es la dada porM0,3. Tenemos 6 posibles clases de equivalencia que se comportan
como curvas racionales con 3 puntos marcados, no obstante como queremos parametrizar
las curvas de manera continua y que el espacio obtenido sea separable (i.e. que los ĺımites
un familias parametrizadas sean únicos) encontramos que definiendo

Ct = (0, 1,∞, t) y Dt = (0, t−1,∞, 1),

para t ̸= 0 se tiene que el automorfismo de P1
k dado por ϕt(z) =

z
t
induce un isomorfismo

entre Ct y Dt para todo t ̸= 0, mientras que para t = 0 obtenemos curvas desisomor-
fas,luego queremos que las clases de equivalencia de p1 = p4 y p2 = p3 coincidan (e igual
para las demás clases de equivalencia).

Figura 4.1: Identificación de las familias C0 y D0 [19, Ejemplo 1.2.7]

De este modo śı obtendŕıamos las tres clases de equivalencia correspondientes a los
tres puntos que le faltaban a M0,4 para sea compacto ya que es claro que la única posicle
compatificación lisa de M0,4 es P1. Si embargo la familia universal π : U0,4 → M0,4 no es
P1×P1 ya que las estaŕıamos permitiendo que las cuatro secciones de π no fuese disjuntas,
se puede probar que la explosión de P1×P1 en los puntos (0, 0), (1, 1), (∞,∞) es en efecto
la familia universal U0,4 = Bl(0,0),(1,1),(∞,∞)P1 × P1 y se ve además que la fibra sobre cada
uno de estos puntos es una curva racional conexa con dos componentes irreducibles cada
una con dos puntos marcados como véıamos en la figura anterior.

4.1. Curvas estables y grafo dual a una curva

En general, dado X un esquema ı́ntegro, se llama morfismo de normalización a
µ : X̃ → X donde X̃ es un esquema normal, que verifique que para todo morfismo
f : Y → X con Y normal tal que f(Y ) ⊂ X es un subconjunto denso, entonces f
factoriza de modo único por µ. Para todo esquema X ı́ntegro existe un morfismo de
normalización único salvo isomorfismo, que se obtiene localmente al considerar un recu-
brimiento por abiertos afines X = ∪ SpecAi donde Ai son dominios ı́ntegros; tomando
las normalizaciones SpecAi → SpecAi donde Ai denota el cierre ı́ntegro de Ai sobre su
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cuerpo de fracciones y pegándolas se obtiene la normalización de X.

En el caso de X un esquema con un número finito de componentes irreducibles
X1, ..., Xm que suponemos subesquemas cerrados reducidos, llamaremos normalización
de X a la proyección π : X̃ =

⊔
1≤v≤m X̃v → X donde X̃i es la normalización de Xv.

Recordemos que se dice que una curva C (reducida no necesariamente irreducible) tiene
un nodo en un punto cerrado q ∈ C(k) cuando el anillo completado O∧

C,q ≃ k[[x, y]]/(xy)
y diremos que C es una curva nodal o curva pre-estable cuando tenga un número
finito de nodos Sing(C) = {q1, ..., qm} y los demás puntos sean regulares. Análogamente,
una familia de curvas pre-estables es un mofismo propio y plano de esquemas tal que
sus fibras geométricas son curvas nodales. Nótese que el conjunto de puntos lisos de una
curva nodal U = C − Sing(C) es un abierto denso de C.

Dada C una curva nodal consideramos su normalización µ : C̃ → C, o sea, una curva
C̃ lisa no necesariamente conexa tal que µ es un morfismo finito birracional cumpliendo
que µ : µ−1(U) → U es un isomorfismo. Como µ es un morfismo finito se tiene que para
cualquier haz coherente F , sus imágenes directas superiores Riµ ∗ F se anulan y se tiene
la siguiente sucesión exacta de haces coherentes en C:

0 −→ OC −→ µ∗OC̃ −→
⊕

q∈Sing(C)

OC,q/OC,q −→ 0

donde OC,q es el cierre ı́ntegro de OC,q.

De esta sucesión exacta deducimos que χ(π∗OC̃) = χ(OC̃) = χ(OC) + χ(OC,q/OC,q) y
obtenemos

g(C) = g(C̃) + #Sing(C) =
∑

1≤v≤m

g(C̃v) + 1−m+#Sing(C)

donde C̃v son las normalizaciones de las componentes irreducibles Cv de C.

Cada nodo qi ∈ C(k) de una curva nodal tiene por antiimagen µ−1(qi) = {q′i, q′′i }
dos puntos cerrados. Una caracterización que será de utilidad es que es equivalente
dar (C, Sing(C)) que dar (C̃, µ−1(Sing(C))) en el sentido de que dado f : C → X un

morfismo de esquemas es lo mismo que dar f̃ : C̃ → X tal que f̃(q′i) = f̃(q′′i ) siendo
µ−1(qi) = {q′i, q′′i } para todo qi ∈ Sing(C). Esto se puede comprobar localmente utilizando
que si U ⊂ C es un abierto af́ın que solo contenga a un punto singular qi, entonces
OC(U) = {f ∈ π∗OC̃(U) : f(q′i) = f(q′′i )}.

Definición 4.2. Una familia de curvas de género g con n puntos marcados (X,S, σ1, ..., σn)
se dice que es una familia de curvas estables n-marcadas si σ1, ..., σn son secciones
disjuntas y las fibras geométricas Xs de π cumplen que:

(1) Xs son todas curvas reducidas y conexas de género g = h1(Xs,OXs) o bien lisas o
bien nodales y Xs no tiene singularidades en los puntos {pi = σi(s)}
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(2) Para las componentes racionales E de Xs el número de puntos marcados Pi ∈ E
junto con el número de puntos en los corta al resto de componentes de Xs es mayor
o igual que 3.

Llamamos familia de curvas estables a una familia de curvas estables 0-marcada. Se llama
curva estable (n-marcada) a una familia de curvas estables n-marcadas sobre Spec k.
Se denominan puntos especiales de una curva estable n-marcada a los puntos marcados
y los puntos donde la curva tenga un nodo.

Observación 4.3. Igual que en el caso de curvas lisas de género g (n-marcadas), se
deduce del hecho de que las propiedades de que un morfismo de esquemas sea plano y
propio son propiedades estables por cambio de base que si f : X → S es una familia
de curvas estables (n-marcadas) sobre S y S ′ → S un morfismo de esquemas, entonces
f ′ : X×SS ′ → S es una familia de curva estables de género g (n-marcadas) y si además f
es una familia de curvas estables de género g (n-marcadas), entonces f ′ también lo es. Este
hecho nos permitirá obtener functores de móduli bien definidos para los correspondientes
problemas de móduli.

Introducimos ahora un objeto combinatorio útil para el estudio del móduli. Vamos a
utilizar la siguiente noción de grafo que es una descripción combinatoria más general que
la habitual como complejo simplicial abstracto unidimensional.

Definición 4.4. Llamaremos grafo (combinatorio) a Γ = (V (Γ), H(Γ), ι, ϵ) donde
V (Γ) un conjunto finito no vaćıo llamado conjunto vértices, H(Γ) es un conjunto finito
llamado conjunto de medias-aristas, ι : H(Γ)→ H(Γ) es una involución y ϵ : H(Γ)→
V (Γ) una aplicación.

Un grafo ponderado es un grafo Γ dotado de una aplicación w : V (Γ)→ Z≥0.

Una pareja de medias aristas distintas e = {h, h′} tales que h′ = ι(h) se llama arista
(acotada) de Γ y el conjunto de aristas acotadas E(Γ), mientras que un punto fijo por
ι (si lo hay) lo denominaremos arista no acotada y el conjunto de aristas no acotadas
de Γ lo denotaremos como E∞(Γ). Diremos que h ∈ (Γ) es adyacente a v ∈ V (Γ) si
ϵ(e) = v y llamaremos valencia de un vértice v a val(v) = #ϵ−1(v). Diremos que una
arista e = {h, h′} es un lazo si ϵ(h) = v = ϵ(h′) y llamaremos hoja a una arista adyacente
a un vértice de valencia 1.

Definición 4.5. Un morfismo de grafos (combinatorios) λ : Γ→ Γ′ es una pareja
de morfismos λV : V (Γ) → V (Γ′) y λH : H(Γ) → H(Γ′) tales que λH ◦ ι = ι ◦ λH
y ϵ ◦ λH = λV ◦ ϵ y cumplendo que λ(E∞(Γ)) ⊆ λ(E∞(Γ)). Si además los grafos son
ponderados por w,w′ respectivamente, ha de cumplirse que w′ ◦ λV = w.

Notación: Por norma general, cuando demos un grafo combinatorio daremos la co-
lección Γ = (V (Γ), E(Γ), E∞(Γ)) haciendo explicito qué aristas son adyacentes a qué
vértices, o sea, haremos uso de la identificación natural entre grafos combinatorios y gra-
fos topológicos (i.e. complejos simpliciales de dimensión 1).

Definición 4.6. Dada (C,p) = (C; p1, ..., pn) una curva n-marcada, el grafo dual a C
es un grafo ponderado ,i.e., un grafo dotado de una función que asocia a cada vértice un
entero; (Γ(C,p), w(C,p)) tal que Γ(C,p) = (Γ, p1, ..., pn) verifica:
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tiene un vértice vi por cada componente irreducible Cvi de C,

una arista (acotada) por cada nodo uniendo las componentes conexas a las que el
nodo pertenece (si un nodo solo pertenece a una componente conexa la arista es un
lazo) y

una arista no acotada pi por cada punto marcado de manera que sea adyacente al
vértice que le corresponde a la componente conexa que lo contiene.

La función de peso en los vértices se define como aquella que a cada vértice vi le asigna
el género de la normalización C̃vi de la componente irreducible Cvi.

Nótese que podemos reformular la condición (2) de la Definición 4.2 diciendo que cada
componente irreducible (Xs)v de cada fibra geométrica Xs cumple que 2gv − 2 + lv > 0
donde gv es el género (aritmético) de la normalización de (Xs)v y lv es el número de medias
aristas del vértice v en el grafo dual a Xs.

Proposición 4.7. Sea C una curva nodal conexa con singularidades Sing(C) = {q1, ..., qr}
y p1, ..., pn puntos cerrados no singulares distintos de C, entonces (C, p1, ..., pn) es estable
si y solo si Aut(C, p1, ..., pn) es finito.

Demostración. Supongamos que (C,p) = (C, p1, ..., pn) es estable, sabemos que dar φ ∈
Aut(C,p) es lo mismos que dar φ̃ ∈ Aut(C̃, p1, ..., pn) tal que φ̃(q

′
i) = φ̃(q′′i ). Denotaremos

(C̃v, rv) a cada componente conexa de la normalización de C̃ de C siendo rv los puntos
especiales de dicha componente, o sea, los puntos marcados y las antiimagenes de puntos
singulares de C que contenga. Nótese que denotando por Γ al grafo dual asociado a C,
tenemos la siguiente sucesión exacta de grupos:

0→
∏

v∈V (Γ)

Aut(C̃v, rv)→ Aut(C,p)→ Aut(Γ)

donde el primer morfismo no trivial es la inclusión y el segundo manda un automorfismo
de (C,p) al que induce en su grafo dual. De donde Aut(C,p) es finito si y solo si cada

uno de los Aut(C̃v, rv) es un grupo finito ya que Aut(Γ) es un grupo finito ya que C tiene
un número finito de componentes irreducibles y de nodos, lo cual equivale a que la curva
sea estable ya que en tal caso las componentes irreducibles C̃v son bien de género 0 con
3 o más puntos especiales, de género 1 con 1 o más puntos especiales; o de género mayor
que 2 y en todos estos casos solo hay un número finito de automorfismos de C̃v dejando
los puntos especiales fijos.

Se define el género de un grafo ponderado (Γ, w) como

g(Γ) = b1(Γ) +
∑

v∈V (Γ)

w(v) = b1(Γ) + |w(Γ)|

denotando |w(Γ)| =
∑

v∈V (Γ)w(v) y con

b1(Γ) = rgH1(Γ,Z) = #{Componentes conexas de Γ} −#V (Γ) + #E(Γ)

el primer numero de Betti de Γ donde estamos denotando V (Γ) el conjunto de vértices
de Γ y E(Γ) el conjunto de aristas (acotadas) de Γ.

Observemos que marcar puntos en una curva estable no cambia el género de su grafo
dual y además se cumple que:
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Lema 4.8. El género de una curva estable C y el de su grafo dual Γ coinciden.

Demostración. Como suponemos que C es conexa y tiene un número m finito de com-
ponentes irreducibles, Γ es conexo, tiene m vértices y #Sing(C) aristas y hab́ıamos visto

que g(C) =
∑

1≤v≤m g(C̃v) + 1−m+#Sing(C) =
∑

v∈V (Γ)w(v) + b1(Γ) = g(Γ).

Ejemplo 4.9. Podemos ver a continuación una curva estable de género 3 con un punto
marcado (C, p1) y su normalización, las visualizaciones como superficies de Riemann y
los grafos duales en ambos casos incluyendo además la descripción combinatoria del grafo
dual (Γ, w) = (Γ(C,p1), w(C,p1)).

El grupo de automorfismos Aut(Γ) está generado por los morfismos de grafos combi-
natorios λ1, λ2 : Γ → Γ donde λ1 es la involución dada por (λ1)V (v1) = v3, (λ1)H(h1) =
h6, (λ1)H(h2) = h5 y es la identidad en el resto y λ2 es la involución dada por (λ2)H(h3) =
h4 y es la identidad en el resto. Con lo que Aut(Γ) ≃ Z/2Z⊕ Z/2Z

4.2. Móduli de curvas estables

Daremos a continuación los resultados para construir los espacios de móduli de curvas
estables.

4.2.1. Algunos resultados previos

Vamos a ver primero que las curvas pre-estables son localmente intersección com-
pleta, de donde se deduce que una familia de curvas pre-estables π : X → S también
es localmente intersección completa en el sentido de que X localmente en un abierto
U ⊂ S es isomorfo como S-esquema a los ceros de una sucesión regular de funciones
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f1, ..., fn ∈ Γ(An+1 × U,OAn+1×U)); puesto que por ser π un morfismo plano y de tipo
finito, basta verlo en fibra.

Lema 4.10. [20, Lema 6.2.4] Sea X → S un morfismo de tipo finito con S un esquema
localmente noetheriano. Dados s ∈ S, x ∈ Xs y sea d = dimκ(x) Ω

1
Xs/κ(s),x

⊗OXs,x
κ(x),

entonces en un entorno de x existe una inmersión cerrada X → Z en un esquema Z liso
sobre S en x tal que dimx Zs = d y Ω1

Z/S,x es libre de rango d sobre OZ,x.

Proposición 4.11. Si C es curva nodal sobre k, entonces C es localmente un subesquema
cerrado de una superficie lisa sobre k, en particular C es localmente intersección completa.

Demostración. Sea x ∈ C(k) un punto cerrado y m ⊂ OC,x el ideal maximal. El espa-
cio tangente TC,x = (mx/m

2
x)

∨ a C en x coincide con el de SpecO∧
C,x y se deduce que

dimk TC,x ≤ 2 porque O∧
C,x ≃ k[[x1, x2]]/(uv). Utilizando que m/m2 ≃ ω1

C,x ⊗OC,x
κ(x),

deducimos que dimκ(x)Ω
1
C,x ⊗ κ(x) ≤ 2. Del Lema 4.10 deducimos que C es localmente

un subesquema cerrado de una superficie lisa sobre k.

Lema 4.12. [20, Lema 10.3.12] Sea C una curva nodal sobre k y µ : C̃ → C el morfismo
de normalización.

(1) Se tiene una sucesión exacta

0→ µ∗ωC̃/k → ωC/k → F → 0

donde F es un haz soportado en Sing(C) tal que Fx = κ(x) para cada x ∈ Sing(C).

(2) Consideremos el divisor D =
∑

q∈µ−1(Sing(C)) q en C̃, entonces

µ∗ωC/k ≃ ωC̃/k(D)

Proposición 4.13. El dualizante de una curva estable es amplio.

Demostración. Sea C una curva estable y µ : C̃ → C su normalización. Sea Ci una
componente irreducible de C y µi : C̃i → Ci el morfismo de normalización. Por el lema
previo, considerando el divisor Di =

∑
y∈µ−1(Sing(C))∩Ci

y en Ci, tenemos que la restricción

del dualizante de C a la componente irreducible Ci verifica que µ∗
i (ωC |Ci

) ≃ ωCi/k(Di).
De la relación entre el género de una curva y su normalización, teniendo en cuenta que

gr ωC |Ci
= 2g(Ci)− 2, deducimos que

gr µ∗
i (ωC |Ci

) = 2g(C̃i)− 2 + #(µ−1(Sing(C)) ∩ C̃i) = 2g(Ci)− 2 + #({C − Ci} ∩ Ci).

Por ser C una curva estable gr ωC |Ci
> 0 al restringir el haz a cualquiera de las compo-

nentes irreducibles y concluimos que ωC/k es amplio por la Proposición 2.11.

Una familia de curvas estables de género π : X → S además de ser un morfismo cuasi-
proyectivo y plano sabemos que es locamente intersección completa, luego se tiene que el
haz dualizante ωX/S es invertible y se cumple que para todo cambio de base f : T → S,
f ∗(ωX/S) ≃ ωX×ST/T .
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En la demostración del Teorema 4.16 consideraremos una normalización parcial de
cierto número de nodos µ : C̃ → C y utilizaremos el [20, Lema 7.5.18], que afirma que

el morfismo canónico µ∗ : Pic(C) → Pic(C̃) es epiyectivo, lo cual se deduce de tomar
cohomoloǵıa en la sucesión exacta de haces 0 → O×

C → µ∗O×
C̃
→ G → 0 donde G es un

haz soportado en un número finito de puntos.

Observación 4.14. De esta manera dar un haz de ĺınea L en C es lo mismo que dar
L̃ = µ∗L y una identificación L̃x′

∼→ L̃x′′ donde µ−1(x) = {x′, x′′}, aśı L = µ∗L̃. Tenemos

además que H1(C,L) = H1(C̃, L̃) por ser µ un morfismo finito y L un haz coherente.

Nótese por otra parte que si consideramos la explosión solamente del nodo x con
µ−1(x) = {x′, x′′} se tiene que OC(V ) = {f ∈ OC̃(µ−1

x (V )) : f(x′) = f(x′′)}, luego
mx(V ) = Ker[OC(V ) → OC̃(V )] = µ∗(OC̃(−x′ − x′′))(V ), o sea, mx = µ∗OC̃(−x′ − x′′).
Dado L un haz de ĺınea cualquiera, el haz mxL es de la forma µ∗L̃ para cierto haz de
ĺınea L̃ en C̃ y además µ∗ωC̃/k = mxωC/k. Obtenemos aśı en cada componente irreducible
Cv de C se verifica la siguiente igualdad

gr(L|Cv)− gr(L̃|C̃v
) = gr(ωC/k|Cv)− gr(ωC̃/k|C̃v

). (4.2.1)

También utilizaremos el siguiente resultado:

Lema 4.15. Sea C una curva nodal conexa y sea L un haz de ĺınea en C tal que al
restringirlo a cada componente irreducible su grado es mayor o igual que el grado de
la restricción de ωC/k de manera que en alguna de las componente irreducibles Cv sea
gr(L|Cv) > gr(ωC/k|Cv), entonces H1(C,L) = 0

Demostración. Por dualidad basta ver que H0(C,L−1⊗ωC/k) = 0. Por hipótesis, el grado
de la restricción en cada componente es menor o igual que 0 y existe una componente Cv
en la que es estrictamente negativo. Por tanto toda sección de L−1⊗ωC/k es idénticamente
nula en Cv y por se la como C es conexa, la sección ha de ser idénticamente nula en C.

4.2.2. Construcción de los espacios de móduli M g y M g,n

Supondremos salvo que se diga lo contrario que g ≥ 2. Los problemas de móduli a
continuación serán los dados por los conjuntos

Mg := {Curvas estables C sobre k de género g}

y diremos que dos curvas C,C ′ ∈Mg sonMg-equivalentes si son isomorfas.

El functor de familias parametrizadas famg : Sch
op
k → Sets es el definido por

famg(S) := {π : X → S familias de curvas estables de género g parametrizadas por S}

y si X ∈ famg(S) y f : S ′ → S morfismo de esquemas, entonces f ∗X = X ×S S ′ ∈
famg(S

′). Dos familias X,X ′ ∈ famg(S) son equivalentes sobre S, X ∼S X ′, cuando

exista X
∼→ X ′ isomorfismo de S-esquemas y si f : S ′ → S morfismo de esquemas y

X ∼S X ′, entonces es claro que f ∗X ∼S′ f ∗X ′.
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Denotamos por Fg al functor de móduli asociado al problema de móduliMg:

Fg : Schopk −→ Sets
S 7−→ {familias de curvas estables de género g parametrizadas por S}/∼S

f : S ′ → S 7−→ f ∗ : Fg(S)→ Fg(S ′) con [X]S 7→ [f ∗X]S′ = [X ×S S ′]S′

que está bien definido por lo expuesto en la Observación 4.3.

Vamos a ver que los problemas de móduli dados por Mg tienen espacio de móduli
grosero M g y su construcción es similar a la que se estudió para las curvas lisas de género
g ≥ 2 en la Sección 3.3.4. La forma de proceder será ver que a partir del haz canónico
se puede obtener un haz muy amplio y definir inmersiones cerradas de curvas estables en
el espacio proyectivo de manera que M g será el cociente de un subesquema de un cierto
esquema de Hilbert por la acción del grupo lineal proyectivo.

El siguiente resultado es la clave para poder construir el espacio de móduli M g

Teorema 4.16. [11, Teorema 1.2] Si g ≥ 2 y C es una curva estable de género g sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado entonces H1(C, ω⊗n

C/k) = 0 si n ≥ 2 y ω⊗n
C/k muy amplio

para n ≥ 3

Demostración. Por la Proposición 4.13 sabemos que ωC/k es amplio. Para una curva C
sobre k estable por dualidad tenemos que Hom(H1(C,F), k) ≃ HomOC

(F , ωC/k) para todo
haz coherente F en C, en particular para F = ω⊗n

C/k se tiene que

Hom(H1(C, ω⊗n
C/k), k) ≃ HomOC

(ω⊗n
C/k, ωC/k) ≃ H0(C, ω

⊗(−n)
C/k ⊗ ωC/k).

Como hemos visto que ωC/k restringido a cada componente irreducible Cv (i.e. restringido

a cada subcurva) tiene grado positivo. Por tanto la restricción ω
⊗(1−n)
C/k |Cv no tiene seccio-

nes para ninguna Cv y n ≥ 2, luego H1(C, ω⊗n
C/k) = 0 para n ≥ 2.

Para ver que una haz de ĺınea L en un esquema C propio sobre k es muy amplio, por
la Proposición 2.3 basta ver que

(a) Para todas las parejas de puntos cerrados distintos x ̸= y de C, el siguiente morfismo
es epiyectivo:

H0(C,L)→ H0(C, (L ⊗ κ(x))⊕ (L ⊗ κ(y))).

(b) Para todo punto cerrado x ∈ C(K), el siguiente morfismo es epiyectivo:

H0(C,L)→ H0(C;L ⊗OC,x/m2
x).

Tomando cohomoloǵıa en la sucesión

0→ mxmyL → L → (L ⊗ κ(x))⊕ (L ⊗ κ(y))→ 0

para cualesquiera x, y ∈ C(K) deducimos que si H1(C,mxmyL) = 0 para todo x, y ∈
C(K), entonces se verifican las condiciones (a) y (b).
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Tomamos L = ω⊗n
C/k con n ≥ 3. Utilizaremos la siguiente notación: dada una com-

ponente irreducible Cv de C denotaremos gCv = g(C̃v) al género (aritmético) de su nor-

malización y lv al número de puntos de la normalización C̃v que por µ van a parar a
nodos de Cv (equivalentemente, es el número de de medias-aristas adyacentes al vértice
v correspondiente a la componente Cv en el grafo dual).

Observemos que por ser C estable, gr(L|Cv) ≥ 3(2gCv − 2 + lv) en cada componente
irreducible Cv de C.

Si x, y son puntos no singulares de C, entonces mx,my son haces invertibles y L′ =
mxmyω

⊗n
C/k es un haz de ĺınea. Al restringir L′ a cada componente irreducible Cv, por ser

C estable

gr(L′|Cv) ≥ 3(2gCv − 2 + lv)− 2 ≥ 2gCv − 2 + lv ≥ gr(ωC/k|Cv).

Se tiene la igualdad cuando x, y ∈ Cv para alguna componente irreducible y además
2gCv − 2 + lv = 1. En una curva estable esto sucede si gCv = 0 y lv = 3 o si gCv = 1 y
lv = 1 y en ambos casos esa no puede ser la única componente irreducible de la curva.
Sea Cv′ otra componente irreducible de C, en este caso gr(L′|Cv′

) > gr(ωC/k|C′
v
), luego

estamos en las hipótesis del Lema 4.15 y H1(C,mxmyL) = 0.

En los demás casos alguno de los puntos x, y es singular; consideramos la explosión
en estos puntos µ : C̃ → C. Denotamos L̃′ al haz de ĺınea en C̃ tal que µ∗L̃′ = L′ y
utilizamos que H1(C,L′) = H1(C̃, L̃′) (véase Observación 4.14).

Si x es un punto singular e y es un punto no singular tenemos dos casos. Si tomamos
como Cv una componente irreducible que no contenga a y de la Ecuación 4.2.1 se deduce
que

gr(L′|Cv) ≥ gr(ωC̃/k|Cv) + 2gCv − 2 + lv > gr(ωC̃/k|Cv).

En el caso en que y ∈ Cv se tiene que

gr(L′|Cv)− gr(L̃′|C̃v
) = gr(ωC/k|Cv)− gr(ωC̃/k|C̃v

) + 1

y de ah́ı deducimos que

gr(L′|Cv) ≥ gr(ωC̃/k|Cv) + 2(2gCv − 2 + lv)− 1 > gr(ωC̃/k|Cv)

y concluimos de nuevo por el Lema 4.15 encontrando una sección que se anula en una de
las componentes irreducibles y por ser C conexa acabamos.

Si x, y son dos puntos singulares distintos y µ : C̃ → C la normalización parcial los
puntos x, y, tenemos que µ∗ωC̃/k = mxmyωC/k = L′. La Ecuación 4.2.1 se cumple en ese
caso por se los puntos distintos y tenemos que en cada componente irreducible Cv de C

gr(L′|Cv) ≥ gr(ωC̃/k|Cv) + 2(2gCv − 2 + lv) > gr(ωC̃/k|Cv)

concluyendo de forma análoga.
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Por último, si x = y es un punto singular y L′ = m2
xL. Tenemos que

gr(L′|Cv)− gr(L̃′|C̃v
) = 2gr(ωC/k|Cv)− 2gr(ωC̃/k|C̃v

)

y deducimos que

gr(L′|Cv) ≥ 2gr(ωC̃/k|Cv)− 2gr(ωC/k|Cv)+ 3(2gCv − 2+ lv) ≥ 2gr(ωC̃/k|Cv)+ 2gCv − 2+ lv.

En el caso en que se tiene las desigualdades es claro. Si se tiene la igualdad, gr(ωC/k|Cv) =
2g(Cv)− 2 + lv y esta cantidad es mayor que cero por estabilidad.

Tenemos tres posibilidades :

gr(ωC̃/k|C̃v
) = gr(ωC/k|Cv) + 2 si la única componente irreducible que contiene a x

es Cv, en cuyo caso 2 ≤ lv;

gr(ωC̃/k|C̃v
) = gr(ωC/k|Cv) + 1 si x está contenido en dos componentes irreducibles

y Cv es una de ellas, en cuyo caso 1 ≤ lv;

gr(ωC̃/k|C̃v
) = gr(ωC/k|Cv) si x no pertenece a Cv.

El único caso posible en el que en una componente irreducible de una curva estable cumpla
que 2gr(ωC̃/k|Cv)+2gCv−2+ lv = 0 es si Cv es la única componente que contiene al punto

doble x = y, gCv = 0 y lv = 3. Eso implica que gr(L̃|C−v) ≥ gr(ωC̃/k|Cv) para toda
componente Cv y si se tiene la igualdad entonces Cv es la única componente que contiene
el punto doble, gCv = 0 y lv = 3 en cuyo caso ha de existir alguna otra componente
irreducible y el grado de la restricción de L̃ a dicha componente es estrictamente mayor
que el de la restricción de ω

C̃/k
, luego por el Lema 4.15 acabamos.

Corolario 4.17. Sea π : X → S una familia de curvas estables de género g ≥ 2; entonces
para n ≥ 3 ω⊗n

X/S es relativamente muy amplio y π∗(ω
⊗n
C/k) es un haz localmente libre en S

de rango n(2g − 2)− g + 1.

Demostración. Para todo punto cerrado s ∈ S, la fibra Xs es una curva estable y por ser
el morfismo π plano tenemos que H1(Cs, ω

⊗n
C/S ⊗ OCs) = 0 para n ≥ 2 por el Lema 2.17,

luego π∗(ω
⊗n
C/S) es localmente libre y π∗(ω

⊗n
C/S)⊗ κ(s) ≃ H0(Cs, ω

⊗n
C/S ⊗OCs).

Dada una familia de curvas estables f : X → S el dualizante ω⊗n
X/S es relativamente

muy amplio para n ≥ 3. Tomando n = 3 podemos dar una inmersión de cualquier fa-
milia de curvas estables en P5g−6 como un subesquema cerrado de polinomio de Hilbert
P (m) = (6g − 6)m− g + 1.

Se puede razonar igual que para las curvas lisas de género 2 y obtener un subesque-
ma Hg ⊂ HilbPP5g−6 que parametriza todas las curvas estables inmersas en P5g−6 v́ıa la
inmersión tricanónica y aśı

Hom(S,Hg) ≃
{

Familias de curvas estables π : C → S
e isomorfismos P(π∗(ω⊗3

X/S)) ≃ P5g−6 ×k S

}
/iso.

65



En este caso también se tiene una familia universal de curvas estables tricanónicas Ug ⊂
P5g−6×kHg. Considerando la acción de PGL5g−6 en Hg, tenemos que el functor de móduli
de curvas estables es la hacificación del cociente de fucntores H•

g/ PGL5g−6.

De igual manera, el cociente geométrico M g = Hg/PGL5g−6 es un espacio de móduli
grosero paraMg.

Observación 4.18. Para una construcción detallada los espacios de móduli M g haciendo
uso de la teoŕıa geométrica de invariantes véase [12].

Observación 4.19. En [11] Deligne y Mumford, una vez construyen Hg demuestran
que Hg es liso (sobre Z) [11, Corolario 1.7], que es separado [11, Lema 1.12] y que es
irreducible [11, Sección 3]. Además el subconjunto H0

g de Hg que parametriza las curvas
lisas es un abierto denso de Hg, de hecho H0

g es el esquema Hg,3 de la Proposición 3.16.
Para ver que el espacio de móduli de curvas estables es propio [11, Teorema 5.2] se

introduce el lenguaje de stacks que presentaremos en la siguiente sección.

Supondremos que 2g − 2 + n ≥ 1. Consideramos los problemas de móduli dados por

Mg,n := {Curvas estables C sobre k de género g con n puntos marcados}

y diremos que dos curvas (C, p1, ..., pn), (C
′, p′1, ..., p

′
n) ∈Mg sonMg-equivalentes si existe

un isomorfismo φ : C → C ′ tal que f(pi) = p′i.

El functor de familias parametrizadas famg,n : Schopk → Sets es el definido por

famg,n(S) :=

{
π : X → S familias de curvas estables de género g
parametrizadas por S con n secciones disjuntas

}
Dada X = (X,S, π, σ1, ..., σn) ∈ famg,n(S) y f : S ′ → S morfismo de esquemas, entonces

f ∗X = (X ×S S ′, S ′, π2, f
∗σ1, ..., f

∗σn) ∈ famg,n(S
′) es una familia de curvas estables

donde f ∗σi = σi ◦ f .
Dos familias de curvas estables X ,X ′ ∈ famg,n(S) son equivalentes sobre S, X ∼S X ′,

cuando sean familias de curvas estables marcadas S-isomorfas (Observación 4.3). Además
si f : S ′ → S morfismo de esquemas y X ∼S X ′, entonces es claro que f ∗X ∼S′ f ∗X ′.

Denotamos por Fg,n al functor de móduli asociado al problema de móduliMg,n:

Fg,n : Schopk −→ Sets

S 7−→ famg,n(S)/∼S

f : S ′ → S 7−→ f ∗ : Fg,n(S)→ Fg,n(S ′) con [X ]S 7→ [f ∗X ]S′

con las notaciones precedentes.

El Teorema 4.16 se puede generalizar para el caso de curva estables n-marcadas:

Teorema 4.20. [18, Teorema 1.8 y Corolario 1.9] Sea (C, p1, ..., pn) es una curva estable
n-marcada tal que 2g−2+n ≥ 1 y L = ωC/k(p1+...+pn), entonces si n ≥ 2 H1(C, ω⊗n

C/k) =

0 y H0(C, ω⊗n
C/k) no tiene puntos base; y si n ≥ 3 el haz ω⊗n

C/k es muy amplio.

66



Se deduce que podemos dar una inmersión cerrada canónica de cualquier curva esta-
ble con n puntos marcados (C, p1, ..., pn) en P(ωνC/k(D)) ≃ Pν(2g−2+n)−g

k donde ν ≥ 3 con

D = p1 + ... + pn siendo el polinomio de Hilbert de esta inmersión P (m) = ν(2g − 2 +
n)m + 1 − g. Nótese que como h1(C, ω⊗ν

C/k(D)) = 0 por el Teorema de Riemann-Roch,

h0(C, ω⊗ν
C/k(D)) = gr(ω⊗ν

C/k(D)) + 1− g y P (m) = h0(C, ω⊗νm
C/k (D)).

4.2.3. Breve introducción a la noción de stack

La intuición detrás de un stack es considerar una estructura de categoŕıa relativa a
otra categoŕıa que tomamos como base. En esta oportunidad la categoŕıa base será Sch,
como sabemos un punto en un esquema es un conjunto mientras que un punto en un stack
tendrá estructura de categoŕıa y además los morfismos de esta categoŕıa serán todos iso-
morfismos. En este sentido resultan adecuados para estudiar problemas de móduli ya que
un punto puede codificar simultáneamente el objeto a parametrizar y sus automorfismos.
Una consecuencia de este hecho es que al considerar el cociente de un esquema X por la
acción de un grupo G, en el caso que se expone en el Ejemplo 4.28, el stack conserva la
información ciertos elementos de G cuya acción es trivial en X.

Veremos cómo se definen los stacks de curvas estables y comentando brevemente al-
gunos de los resultados que se pueden probar haciendo uso de este formalismo.

Sea C una categoŕıa, llamaremos categoŕıa sobre C a una pareja (D, p) formada por
una categoŕıa D y un functor covariante p : D → C llamado morfismo de estructura. Si
x ∈ Obj(D) (resp. un morfismo f en D) y p(x) = U ∈ Obj(C) (resp. p(f) = F ), diremos
que x yace sobre U (resp. f yace sobre F ). Para cada U ∈ Obj(C), denotamos a su anti-
imagen por p como DU = p−1(U).

Definición 4.21. Sea p : D → C una categoŕıa sobre C. Se dice que la categoŕıa D es
fibrada en grupoides sobre C si se cumple que:

(1) para todo morfismo F : U → V en C y cualquier y ∈ Obj(DV ), existe un morfismo
f : x→ y en D tal que f yace sobre F y

(2) dados dos morfismos f : x → z y g : y → z en D, sean F : U → W y G : V → W
sus respectivas imágenes en C, entonces para todo morfismo H : U → V en C tal que
F = G ◦H, existe un único morfismo h : x→ y en D tal que f = g ◦ h y p(h) = H.

D

p

��

x

��

h   

f
// z

��

y
g

==

��

C U

H   

F //W

V
G

>>
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Dado un morfismo F : U → V en C, para cada y ∈ Obj(DV ) supongamos fijado un
f : x → y que, de la definición, se deduce que es único salvo isomorfismos canónicos; y
denotaremos F ∗y := x. Además también se deduce fácilmente que f es un isomorfismo si
y solo si p(f) = F es un isomorfismo.

Nótese que DU es una subcategoŕıa de D formada por los objetos de D que yacen sobre
U ∈ Obj(C). Se tiene que F ∗ : DV → DU es un functor y se cumple que (FG)∗ ≃ G∗F ∗

son canónicamente isomorfos.

Sea Sch la categoŕıa de esquemas dotada de una topoloǵıa de Grothendieck (v.g.
la topoloǵıa étale). Vamos a considerar categoŕıas fibradas en grupoides sobre Sch, p :
C → Sch. En este caso, dada una familia de morfismos de esquemas φi : Ui → U ,
y x ∈ Obj(CU), utilizaremos la notación x|i := φ∗

ix y para φij,i : Ui ×U Uj → Ui y
xi ∈ Obj(CUi

), denotaremos por xi|ij al pullback φ∗
ij,ixi. Con estas notaciones establecidas,

fijamos {φi : Ui → U} un recubrimiento de U cualquiera para la topoloǵıa considerada
en Sch (v.g. si tomamos la topoloǵıa étale en Sch, entonces los morfismos φi han de ser
morfismos étale tales que U =

⋃
φi(Ui)); una colección de xi ∈ Obj(CUi

) y morfismos
ψij : xj|ij → xi|ij tales que cumplen la condición de cociclo ψij|ijk ◦ ψjk|ijk = ψki|ijk se
llamará dato de descenso relativo al recubrimiento y diremos que un dato de descen-
so es efectivo si existe un objeto x ∈ Obj(Cu) y morfismos Ψi : x|i

∼−→ xi tales que
Ψi|ji = ψji ◦Ψi|ij.

Para obtener el stack de móduli de curvas estables, la topoloǵıa de Grothendieck
considerada por [11] en Sch es la topoloǵıa étale, por tanto definiremos los stacks es-
pećıficamente sobre esta categoŕıa. No obstante, la definición de stack se puede dar de
modo general para una categoŕıa C con productos y productos fibrados dotada de una
topoloǵıa de Grothendieck.

Definición 4.22. Un stack (en grupoides) sobre Sch con la topoloǵıa étale, C/Sch,
es una categoŕıa fibrada en grupoides sobre Sch, p : C → Sch tal que

(1) Para todo esquema U y cualesquiera objetos x1, x2 en CU , denotando Sch/U = SchU
la categoŕıa sobre U dada por pU : Sch→ U , entonces el functor

SchU −→ Sets

F : V → U ⇝ HomCV (F
∗x1, F

∗x2)

es un haz en SchU (v.g. para la topoloǵıa étale).

(2) Dado {φi : Ui → U} un recubrimiento de U , todo dato de descenso relativo al
recubrimiento es efectivo.

Ahora bien, queremos definir una “categoŕıa” cuyos objetos sean los stacks sobre Sch
ya que hablaremos más adelante de morfismos entre stacks sobre Sch. El modo de proceder
es introducir una noción más general de categoŕıa que es la siguiente:

Definición 4.23. [1, Definición 003H] Una 2-categoŕıa B consiste en dar

una colección de objetos Obj(B)
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para cada pareja de objetos X, Y ∈ Obj(B) una categoŕıa MorB(x, y) cuyos objetos
F : X → Y se llaman 1-morfismos, los morfismos entre objetos se llaman 2-
morfismos ϕ : F ′ → F y dados dos 2-mrofismos ϕ : F ′ → F , ϕ′ : F ′′ → F ′ su
composición es ϕ ◦ ϕ′ : F ′′ → F y se llama composición vertical:

X F ′ //

F

;;

F ′′yϕ′
##

ϕ
��

Y

Para cada X, Y, Z ∈ Obj(B) un functor

(◦, ⋆) : MorB(Y, Z)×MorB(X, Y ) −→ MorB(X,Z)

donde la imagen de una pareja de 1-morfismos (F,G) es su composición que deno-
tamos F ◦G y la imagen de cada pareja de 2-morfismos (ϕ, ψ) se llama composición
horizontal y se denota como ϕ⋆ψ : F ′ ◦G′ → F ◦G con las notaciones del diagrama:

X

F◦G

<<

F ′◦G′

""

G

99

G′yψ %%
Y

F

99

F ′yϕ %%
Z

Cumpliendo:

(1) la colección de objetos junto con los 1-morfismos y la composición de 1-morfismos,
◦, forma una categoŕıa

(2) la composición horizontal ⋆ de 2-morfismos es asociativa

(3) el 2-morfismos identidad IdIdX : IdX → IdX con IdX : X → X el 1-morfismo
identidad, es neutro respecto de la composición horizontal.

De este modo, la colección de stacks sobre Sch es una 2-categoŕıa BSch donde los obje-
tos son los stacks C/Sch, los 1-morfismos son functores entre stacks B : C/Sch→ D/Sch
compatibles con los morfismos de estructura y los 2-morfismos son morfismos de functo-
res. En este caso todos los 2-morfismos son isomorfismos y existen los 2-productos fibrados.

Dado un stack C/Sch y X un esquema, llamaremos a la fibra de X v́ıa el morfismo
de estructura CX categoŕıa de secciones de C sobre X.

Al igual que en teoŕıa de categoŕıas el Lema de Yoneda nos permite pensar los objetos
de una categoŕıa C como functores Func(Copp,Sets) y establecer la noción de representa-
bilidad de un functor, en el caso de un stack C/Sch podemos proceder de forma similar.
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En general, dado T un esquema sobre S, con P : T → S su morfismo estructural,
consideramos la categoŕıa de esquemas sobre T , SchT . Definimos el functor

pT,S : SchT −→ SchS

como aquel que aplicado a un T -esquema es pT,S(fX : X → T ) = P ◦ fX : X → S y que
manda un morfismo de T -esquemas φ : (X, fX) → (X ′, f ′

X) al morfismo de S-esquemas
φ : (X,P ◦ fX)→ (X ′, P ◦ f ′

X). De esta manera T• := SchT es un stack sobre SchS y lo
llamaremos stack asociado al esquema T .

Dar T• equivale a dar la asignación que a cada X ∈ SchS le asocia su categoŕıa de
secciones, T•

X , definida como aquella en que los objetos son los morfismos de S-esquemas
de X en T , HomS(X,T ), y los morfismos entre objetos son la identidad.

Se dice que un stack C sobre SchS es un stack representable por un S-esquema T
cuando el stack C es SchS-isomorfo al stack asociado a T .

Observación 4.24. Un stack tal que alguno de sus objetos tiene un automorfismo distinto
a la identidad no es representable por un esquema.

El Lema de Yoneda se puede generalizar al siguiente resultado:

Lema 4.25. Sea C un stack sobre SchS y T ∈ SchS, entonces el functor

u : NatSchS
(T•, C)→ CT

que manda un morfismo de stacks F : T• → C a F (IdT ) es una equivalencia de categoŕıas.

Definición 4.26. Se dice que un 1-morfismo de stacks Φ : C1/Sch → C2/Sch es un
1-morfismo representable si para todo X ∈ Sch, y todo 1-morfismo x : X• → C2 el
producto fibrado X• ×C2 C1 es un stack representable.

Si P es una propiedad de un morfismo f : X → Y en Sch estable por cambio de
base y local en Y (por ejemplo, si P es isomorfismo, plano, liso, (cuasi-)separado o cuasi-
compacto), se dice que un 1-morfismo Φ : C1/Sch→ C2/Sch de stacks sobre Sch tiene la
propiedad P cuando para todo 1-morfismo x : X• → C2 como antes, el morfismo inducido
X• ×C2 C1 → X• tiene la propiedad P.

Al igual que a los espacios anillados se les requiere cumplir ciertas propiedades para dar
la noción de esquema y garantizar que los objetos estudiados tienen unas “caracteŕısticas
geométricas” adecuadas, los stacks con los que se trabaja a nivel geométrico en nuestro
caso son los stacks algebraicos:

Definición 4.27. Se llama stack algebraico a un stack C sobre Sch (con la topoloǵıa
étale) tal que

(1) El morfismo diagonal ∆ : C → C × C es representable

(2) Existe un 1-morfismo x : X• → C con X un esquema, llamado atlas, tal que para
todo morfismo y : Y• → C con Y ∈ Sch, la proyección X• ×C Y• → Y• es un
morfismo liso y epiyectivo
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Se dice que un stack algebraico es un stack de Deligne-Mumford si el morfismo x
es además étale

Ejemplo 4.28. (Stack cociente por la acción de un grupo): Sea X un S-esquema y
G un S-esquema en grupos étale, separado y de tipo finito que actúa en X por la derecha.
Se define el stack cociente [X/G] como aquel cuyas categoŕıas de secciones son G fibrados
principales π : P → S junto con un morfismo G-equivariante γ : P → X y los 1-morfismos
son diagramas cartesianos

P ′ σ //

π′

��

P

π

��

S ′ f
// S

cumpliendo además que γ ◦ σ = γ′. Nótese que el morfismo natural X• → [X/G] es étale
y epiyectivo y además se puede ver que el morfismo diagonal es representable con lo que
[X/G].

La diferencia fundamental entre el cociente de esquemas y el cociente de stacks sobre
la categoŕıa de esquemas reside en el hecho de que puede suceder que al hacer el cociente
de un esquema por dos grupos distintos se obtenga el mismo cociente, sin embargo los
correspondientes stacks son distintos puesto que conservan la información de los elementos
cuya acción es trivial en el siguiente sentido: Si tenemos X un esquema y G un grupo
algebraico af́ın que actúa libremente en X tal que existe un subgrupo normal H ⊂ G tal
que su acción en X es trivial, se tiene que como esquemas X/G = X/(G/H), sin embargo
como stacks [X/G] y [X/(G/H)] son diferentes. Dado p = (π : P → S, γ : P → X)
un punto cualquiera de [X/G], el grupo automorfismo de dicho puntos es el estabilizador
Gx con x ∈ X un punto en la órbita de p, o sea el grupo de automorfismos es H y en
particular el stack [X/G] no puede representarse por un esquema, mientras que en el caso
de [X/(G/H)] el grupo de automorfismos en cada punto es trivial y en este caso se puede
probar que śı es representable por un esquema.

Los stacks Mg y Mg,n

Se define la categoŕıa de curvas estables n-marcadas, Mg,n, como aquella cuyos objetos
son las familias de curvas X → S de género g con n secciones disjuntas y donde los
morfismos son diagramas de la forma

X ′ F //

π′

��

X

π
��

S ′ f
//

σi

;;

S

σi

cc

con F ◦ σ′
i = σi ◦ f para i = {1, .., n} y el morfismo X ′ → X ×S S ′ inducido por F y π′ es

un isomorfismo. Cuando n = 0 denotaremos a la categoŕıa por Mg.
Estas categoŕıas son stacks tomando como categoŕıa de secciones sobre un esquema

S es la categoŕıa de familias de curvas de género g sobre S donde los morfismos son los
isomorfismos de esquemas sobre S.

Se puede demostrar que Mg,n es isomorfo al stack [Hν
g,n/PGL((2ν − 1)(g − 1)− νn)]

donde Hν
g,n es el esquema de Hilbert que parametriza las curvas estables de género g con
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n puntos marcados ν-canónicamente embebidas en PNk con N = (2ν − 1)(g − 1) − νn,
(véase [3, Teorema 5.5.6]).

Consideramos ahora al categoŕıa Ug,n cuyos objetos son las curvas estables de género
g n-marcadas con n+ 1 secciones añadiendo la sección diagonal definida del modo obvio,
donde los morfismos son los análogos a los definidos en la categoŕıa Mg,n (considerando
las n+1 secciones, o sea de modo que F ◦∆′ = ∆ ◦ f con las notaciones previas). En [18]
se demuestra que los stacks Mg,n → Ug,n−1 son isomorfos del modo que sigue.

Definición 4.29. Dadas X,X ′ dos familias de curvas marcadas sobre un esquema S,
diremos que un morfismo entre ellas

X ′ F //

π′

��

X

π
��

S

σi

;;

S

σi

cc

es una contracción si X ′ es una familia de curvas n + 1 marcadas y X es una familia
de curvas n marcadas cumpliendo que F ◦ σ′

i = σi para 1 ≤ i ≤ n y el morfismo inducido
entre las fibras geométricas en cada punto geométrico s cumple una de las dos condiciones:

Fs : X
′
s → Xs es un isomorfismo

Existe una componente racional E ⊂ X ′ − S tal que σ′
n+1(s) ∈ E, Fs(E) = x es un

punto cerrado de Xs y Fs : X
′
s − E → Xs − {x} es un isomorfismo.

Nótese que si tomamos una curva marcada y consideramos el morfismo que olvida el
último de los puntos marcados, la curva marcada obtenida no necesariamente es estable.

En el caso de curvas estables sobre Spec k solo tenemos dos tipos de contracciones no
triviales:

Figura 4.2: [18, Figura 1]
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Se prueba que los morfismos de contracción establecen un 1-morfismo de stacks c :
Mg,n → Ug,n−1 ya que en la [18, Proposición 2.1] se demuestra que dada cualquier familia
de curvas estables X sobre un esquema S con n+1 punto marcados y 2g−2+n > 0 existe
una única contracción salvo isomorfismos canónicos y después se construye el morfismo
inverso.
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Caṕıtulo 5

Móduli de curvas tropicales: relación
con los espacios de móduli de curvas
algebraicas

Vamos a profundizar en el estudio de la estructura combinatoria que tienen los espacios
de móduli de curvas estables a partir de los grafos duales asociados a las curvas. Esto lo
haremos con el lenguaje de la geometŕıa tropical, una rama de relativamente reciente
aparición dentro de la geometŕıa algebraica.

A modo de breve presentación de la geometŕıa tropical diremos en la que en lugar
considerar estructuras algebraicas sobre anillos y cuerpos, se trabaja sobre el semicuerpo
tropical T = (R ∪ {−∞},máx,+) y los semianillos de polinomios definidos sobre este.
Los ceros de polinomios tropicales resultan ser complejos poliédricos y se puede trabajar
con ellos tomando un enfoque combinatorio a partir de los monomios de dicho polinomio.
Por ejemplo, las curvas planas son cierto tipo de grafos en R2 y una curva algebraica
plana se puede tropicalizar obteniendo una curva tropical que hace las veces de esqueleto
combinatorio de la curva algebraica que conserva información de la curva (como pueda
ser su género o grado). Al igual que en geometŕıa algebraica se introduce la noción de
esquema que entre otras cosas nos permite hablar de curvas sin necesidad de que estén
embebidas en un espacio af́ın o proyectivo, presentaremos la noción de curva tropical,
que en ocasiones se denomina curva tropical abstracta, que es un cierto tipo de grafo que
adquiere espacial significado en el contexto tropical.

Estableciendo una relación de equivalencia entre las curvas tropicales abstractas que
sean en cierto sentido estables obtendremos espacios de móduli que serán complejos po-
liédricos con los que estaremos de hecho parametrizando los tipos combinatorios de grafos
duales a curvas estables de género g y n puntos marcados en función de la longitud de sus
aristas acotadas. Asimismo, recopilaremos algunos de los paralelismos entre los espacios
de móduli de curvas algebraicas estables y de curvas tropicales estables a partir de la
traducción combinatoria de determinados resultados para curvas algebraicas obtenida al
pasar al grafo dual de estas.

Las referencias utilizadas principalmente para la elaboración de este caṕıtulo son [5]
[6] donde se sigue la construcción dada en [4].
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5.1. Curvas tropicales y su móduli

Definición 5.1. Llamaremos curva tropical a (Γ, l, w) un grafo Γ = (Γ, E(Γ), H(Γ), ι, ϵ)
tal que no ι no tiene puntos fijos, dotado una función de peso w : V (Γ) → Z≥0 y una
función l : E(Γ) → R>0 ∪ {∞} que asigna una longitud a cada arista de Γ cumpliendo
que l(e) =∞ si y solo si e es una hoja de Γ. Diremos que una curva tropical (Γ, l, w) es
una curva tropical pura si w = 0.

Supondremos, salvo que se indique lo contrario, que las curvas tropicales son grafos
conexos, o sea, que su realización geométrica como grafo topológico es conexa. Llamaremos
género de una curva tropical (Γ, l, w) al género del grafo ponderado (Γ, w), o sea, con
las notaciones establecidas

g(Γ) = b1(Γ) + |w(Γ)|.

Diremos que dos gafos ponderados sin aristas no acotadas (Γ, w), (Γ′, w′) son del mismo
tipo combinatorio tropical si Γ′ se obtiene a partir de Γ del modo siguiente:

Quitando o añadiendo vértices de peso 0 y valencia 1 junto con la arista tipo hoja
adyacente a este del modo obvio.

Quitando o añadiendo vértices de peso 0 y valencia 2: en este caso si v es un tal
vértice, adyacente a las aristas e1, e2 con extremos {v1, v}, {v2, v} respectivamente,
se elimina el vértice v y se identifican las aristas e1, e2 con una arista e; y dada una
arista e se puede añadir un vértice de peso cero tomando como vértice un punto
interior a e obteniendo dos aristas e1, e2.

Nótese que esto define una relación de equivalencia, y diremos que dos grafos ponderados
son combinatoriamente equivalentes cuando sean del mismo tipo combinatorio tropical.
Además, dos grafos ponderados del mismo tipo combinatorio tropical tienen el mismo
género.

Dos curvas tropicales (Γ, l, w), (Γ′, l′, w′) son tropicalmente equivalentes si son del
mismo tipo combinatorio tropical y además cuando

Al quitar una hoja su longitud es nula mientras que al añadir una hoja se le asigna
longitud infinita.

Al quitar un vértice de valencia 2, la arista e tiene longitud l(e) = l(e1) + l(e2)
(suponiendo que L + ∞ = ∞ para cualquier L ∈ R) y al añadir un vértice de
valencia 2, las aristas obtenidas e1, e2 tienen longitudes tales que l(e) = l(e1)+ l(e2).

Diremos que dos curvas tropicales (Γ, l, w), (Γ′, l′, w′) son isomorfas si existe un iso-
morfismo de grafos λ : Γ→ Γ′ tal que l = l′ ◦ λ y w = w′ ◦ λ.

Definición 5.2. Una curva tropical n-marcada es una pareja (Γ, {x1, ..., xn}) donde
Γ es una curva tropical tal que tiene n aristas no acotadas {x1, ..., xn} cuya longitud se
considera infinita y a las que nos referiremos como puntos marcados de Γ.

Dos grafos ponderados (Γ, {x1, ..., xn}, w),(Γ, {x′1, ..., x′n}, w′) de género g con n aris-
tas no acotadas con 2g − 2 + n ≥ 1 son del mismo tipo combinatorio tropical cuando
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obtengamos uno a partir de la otra añadiendo o quitando aristas y vértices como an-
tes, cumpliendo además que cada arista no acotada xi va a parar a las respectiva aris-
ta no acotada x′i respetando el marcado. A su vez, dos curvas tropicales n-marcadas
(Γ, {x1, ..., xn}, l, w),(Γ, {x′1, ..., x′n}, l′, w′) con 2g−2+n ≥ 1 son tropicalmente equivalen-
tes cuando sean del mismo tipo combinatorio y sus funciones de longitud sean compatibles
en el mismo sentido que antes. En este caso diremos que dos curvas tropicales n-marcadas
son isomorfas si hay un isomorfismo de grafos ponderados que además manda aristas no
acotadas a aristas no acotadas en el mismo orden, en particular dos curvas tropicales
isomorfas son tropicalmente equivalentes.

Figura 5.1: Curvas tropicales de género 1 con un punto marcado tropicalmente equivalentes

Observación 5.3. Se impone la condición de que 2g−2+n ≥ 1 para evitar, por ejemplo
que una curva tropical de género 1 formada por un vértice de peso 0 y un lazo sea equiva-
lente sea equivalente a quitar el vértice por tener valencia dos ya que, por definición, las
curvas tropicales han de tener algún vértice.

Nótese que con estas definiciones, una curva tropical no es más que el grafo dual
asociado a una curva nodal dotado de una función de longitud en las aristas.

Definición 5.4. Diremos que un grafo ponderado (Γ, w) es estable si sus vértices de
peso 0 tienen valencia mayor o igual a 3 y los vértices peso 1 tienen valencia mayor o igual
que 1. Una curva tropical se dice que es estable cuando lo sea como grafo ponderado.

Diremos que (Γ, w) es un grafo regular (resp. (Γ, l, w) curva tropical regular) si
val(v) = 3 y w(v) = 0 para todo v ∈ V (Γ).

Para estudiar las clases de equivalencia tropical de curvas tropicales veamos primero:

Lema 5.5. Un grafo estable conexo (Γ, w) de género g con n aristas no acotadas con
2g − 2 + n ≥ 1 tiene un número de aristas #E(Γ) ≤ 3g − 3 + n y se tienen la igualdad
si y solo si todos sus vértices tienen valencia 3 y b1(Γ) = g, y en tal caso w = 0, o sea, la
igualdad se tiene para los grafos regulares.

Demostración. Por definición de género tenemos que

#E(Γ) = g − |w(Γ)| − 1 + #V (Γ) ≤ g − 1 + #V (Γ),

luego el máximo número de aristas se tiene cuando |w(Γ)| = 0, o sea, cuando w = 0 y por
tanto g(Γ) = b1(Γ).
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Supongamos entonces que w = 0 y todos los vértices de Γ tiene valencia mayor o igual
que 3. Consideramos el grafo Γ definido como el grafo Γ añadiendo un vértice de peso 0
en el extremo de cada arista no acotada obteniendo un grafo ponderado no estable con
g(Γ) = g(Γ). Utilizando que para cualquier gafo G #E(G) = 1

2

∑
v∈V (G) val(v), y que en

nuestro caso Γ por construcción cumple que #E(Γ) = n + #E(Γ), tiene n vértices de
valencia 1 y #V (Γ) vértices de valencia mayor o igual que 3, deducimos que

g(Γ)− 1 = #E(Γ)−#V (Γ) ≥ n

2
+ 3#V (Γ)− (V (Γ) + n) = 2#V (Γ)− n

2

luego #V (Γ) ≤ 2g − 2 + n, de donde deducimos la desigualdad del enunciado y que se
tiene la igualdad si todos los vértices de Γ son de valencia 3.

Proposición 5.6. Supongamos que 2g− 2 + n ≥ 1, el conjunto de clases de equivalencia
de curvas tropicales de género g con n puntos marcados combinatoriamente equivalentes
está en biyección el conjunto de grafos ponderados estables de género g con n aristas no
acotadas.

Demostración. Se deduce de la definición de que dos curvas tropicales sean combinato-
riamente equivalentes ya que tomando un curva tropical siempre podemos encontrar una
que sea combinatoriamente equivalente y que no tenga vértices de peso 0 y valencia menor
que tres.

Observación 5.7. En particular se deduce que el conjunto de las clases de equivalene-
cia de curvas tropicales n-marcadas tropicalmente equivalentes está en correspondencia
biyectiva con el conjunto de grafos métricos estables con n aristas no acotadas. Además,
en cada clase de equivalencia de curvas tropicales n-marcadas tropicalmente equivalentes
podemos tomar un representante tal que las n aristas no acotadas sean disjuntas.

Contracción ponderada de aristas

Por definición de curva tropical (Γ, l, w), las aristas e ∈ E(Γ) tienen longitud l(e) > 0
y a la hora de parametrizarlas tendremos que estudiar que pasa cuando la longitud de al-
guna de las aristas tienda a 0. Vamos a describir a continuación una construcción que nos
permite obtener la curva tropical correspondiente a la contracción de una arista (acotada),
de manera que la curva tropical resultante tenga el mismo género (y el mismo número de
aristas no acotadas) que antes de contraer la aristas.

Sea (Γ, w) un grafo ponderado con n aristas no acotadas y S ⊂ E(Γ) un conjunto de
aristas. Para cada arista e ∈ S consideramos la contracción ce : Γ→ Γ/e donde mandamos
la arista e y sus vértices extremos v1, v2 en Γ a un único vértice v de Γ/e dejando el resto
del grafo sin cambiar. Haciendo esto para todas las aristas de S, obtenemos una curva
tropical Γ/S, de manera que la antiimagen de cada vértice v′ de Γ/S es una curva tropical
(conexa) contenida en Γ− {E(Γ)− S} tal vez formada por un solo vértice. Definimos la
función de peso en (Γ/S, w/S) v́ıa la contracción cS : Γ→ Γ/S como

w/S(v
′) := g(c−1

S (v′)) = b1(c
−1
S (v′)) +

∑
v∈c−1

S (v′)

w(v).
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Resumidamente, si contraemos un lazo en el vértice v, el peso de ese vértice aumenta
en 1, mientras que si contraemos una arista acotada e con extremos v1, v2, el peso del
vértice v al que se contrae es la suma de los pesos de los vértices v1, v2. Por construc-
ción, tenemos que g(Γ, w) = g(Γ/S, w/S).y denotaremos como (Γ/S, w/S) ≤ (Γ, w), cuando
(Γ/S, w/S) a la contracción ponderada de (Γ, l, w) de las aristas S ⊆ E(Γ).

Diremos que una curva tropical (Γ/S, l/S, w/S) es una especialización de otra curva
tropical (Γ, l, w) si (Γ/S, w/S) ≤ (Γ, w) es una contracción ponderada y l/S = l|Γ/S

.

5.1.1. Móduli de curvas tropicales estables

Supondremos siempre que 2g − 2 + n ≥ 1.

Como hemos visto que las clases de equivalencia de curvas tropicales n-marcadas tro-
picalmente equivalentes se corresponden biyectivamente con los grafos métricos estables
con n aristas no acotadas,vamos a parametrizar estos grafos.

El problema de móduli que vamos a estudiar es el dado por

Mtrop
g,n /∼Mtrop

g,n

= {Curvas tropicales estables de género g n-marcadas}/iso =

=

{
Curvas tropicales de género g n-marcadas

tropicalmente equivalentes

}
/iso =

=

{
Grafos métricos estables (ponderados)
de género g con n aristas no acotadas

}
/iso

En primer lugar, dado un grafo estable (ponderado) (Γ, w) tal vez con un número finito
de aristas no acotadas, vamos a parametrizar los grafos métricos que podemos obtener a
partir de él, o sea, las posibles funciones l : E(Γ) → R; obteniendo conos (poliédricos)
abiertos. Después consideraremos todos los posibles grafos métricos estables de género g
con n aristas marcadas, parametrizando aśı las curvas tropicales estables. Además, ob-
tendremos número finito de conos que parametrizan cada tipo combinatorio de curvas
tropicales de género g con n puntos marcados y veremos que hay un modo natural de
describir la frontera de cada cono considerando la especialización de curvas tropicales.

Sea (Γ, w) un grafo ponderado estable. Fijamos orden en sus aristas (e1, ..., e#E(Γ)) y
definimos

R(Γ, w) := R#E(Γ)
>0 y su cierre R(Γ, w) := R#E(Γ)

≥0 ,

es claro que cada elemento punto de R(Γ, w) define un grafo métrico estable (Γ, w, l)
haciendo corresponder a cada punto (a1, ..., a#E(Γ)) la función de longitud tal que l = la
con la(ei) = ai. Claramente R(Γ, w) es un abierto denso en R(Γ, w).

Denotaremos por Autn(Γ, l, w) := Aut(Γ, {x1, ..., xn}, l, w), tenemos que Autn(Γ, l, w) ⊆
Aut(Γ, l, w) ⊆ S#E(Γ) × S#V (Γ) es un grupo finito y definimos el cociente

π : R(Γ, w) −→M trop(Γ, w) = R(Γ, w)/∼

donde a ∼ a′ si (Γ, w, la) ≃ (Γ, w, la′) y dotamos a M trop(Γ, w) de la topoloǵıa cociente
para el morfismo de paso al cociente.
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Nótese que pueden existir automorfismos no triviales de (Γ, w) cuya acción en R(Γ, w)
es trivial.

Por otra parte, cada punto de la frontera ∂R(Γ, w) = R(Γ, w)−R(Γ, w) se corresponde
con una especialización de la curva tropical (Γ, l, w). Supongamos que a ∈ ∂R(Γ, w) es de
la forma a = (a1, ..., ar, 0, ..., 0), este punto se corresponde con la curva tropical estable
n-marcada (Γa, wa, la) tal que (Γa, wa) se obtiene a partir de (Γ, w) al hacer la contracción
ponderada las #E(Γ) − r últimas aristas de Γ y donde definimos la(e

′
i) = ai para cada

e′i ∈ E(Γa) = {e′1, ..., e′r}. Claramente (Γa, wa, la) es una curva tropical estable n-marcada
de género g.

De este modo obtenemos que

R(Γ, w) =
⊔

I⊆{1,...,#E(Γ)}

R(Γ, w)I

donde I es un subconjunto de ı́ndices y R(Γ, w)I = R(Γ/SI
, w/SI

) donde estamos realizado
la contracción ponderada de las aristas SI = {ei : ei ∈ E(Γ), i ∈ I} del grafo (Γ, w).

Nótese que si contraemos todas las aristas de (Γ, w) obtenemos una curva tropical
formada por único vértice v de peso |w| = |w(Γ)| con n-aristas no acotada adyacentes a
v y en este caso R(Γ, w)I = {0}.

Puntos distintos de R(Γ, w) pueden identificarse con curvas tropicales estables isomor-
fas, luego igual que antes definimos

π : R(Γ, w) −→M trop(Γ, w) = R(Γ, w)/ ∼

donde a1 ∼ a2 cuando las curvas tropicales asociadas (Γa1 , la1 , wa1), (Γa2 , la2 , wa2) son
isomorfas como curvas tropicales n-marcadas y dotamos a M trop(Γ, w) de la topoloǵıa
cociente.

Para describir adecuadamente el cociente M trop(Γ, w), observemos que puede puede
haber conjuntos de ı́ndices distintos I, J ⊂ {1, ...,#E(Γ)} tales que existe un isomorfismo
de grafos (con aristas no acotadas) ϕJ : (Γ/SI

, w/SI
)

∼−→ (Γ/SJ
, w/SJ

) entre las contraccio-
nes de (Γ, w) por los respectivos conjuntos de aristas. Dado I, para cada J como antes,
fijamos un isomorfismo ϕJ y este induce de modo natural una biyección

ΦJ : R(Γ, w)I
∼−→ R(Γ, w)J ,

que es una isometŕıa (en el sentido de que |ΦJ(a)| = |a|) donde estamos considerando los
cierres como subespacios de R(Γ, w).

Lema 5.8. Sea (Γ, w) un grafo estable con n aristas no acotadas. Dado a ∈ R(Γ, w),
entonces a ∈ R(Γ, w)I para un cierto conjunto de ı́ndices I ⊂ {1, ...,#E(Γ)} y denotando
por Iso(a) = {J ⊂ {1, ...,#E(Γ)} : (Γ/SJ

, w/SJ
) ≃ (Γ/SI

, w/SI
)} se cumple que

π−1(π(a)) = {g · ΦJ(a) ∀J ∈ Iso(p) y g ∈ Autn(Γ/SJ
, w/SJ

)}

donde estamos considerando la acción de Autn(Γ/SJ
, w/SJ

) donde g ·ΦJ(a) se corresponde
con el punto que parametriza el grafo métrico obtenido al aplicar el automorfismo g a
(ΓΦJ (a), lΦJ (a), wΦJ (a)).
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Demostración. Dado el punto a = (a1, ..., a#E(Γ)), se corresponde con (Γa, la, wa) y el
conjunto {g · ΦJ(a) ∀J ∈ Iso(a) y g ∈ Autn(Γ/SJ

, w/SJ
)} está formado los de grafos

métricos estables con n aristas no acotadas isomorfos a (Γa, la, wa), luego claramente está
contenido en π−1(π(p)).

Sea FI = R(Γ, w)I la cara abierta del cono R(Γ, w) que contiene al punto a. Sea
b ∈ R(Γ, w) otro punto tal que π̄(b) = π̄(a), o sea, tal que FI = (Γa, la, wa) ≃ (Γb, lb, wb)
y por tanto (Γa, la, wa) ≃ (Γb, lb, wb). Tenemos dos casos, si b ∈ FI , las curvas tropicales
Γa y Γb tienen los mismos grafos ponderados subyacentes y difieren en un automorfismo;
si b ∈ FJ para un conjunto de ı́ndices J ̸= I, vamos a resucirlo al caso anterior. En
este caso, por definición J ∈ Iso(a) y el isomorfismo entre los grafos definidos por a y b
iduce una isometŕıa ΦJ : R(Γ, w)I

∼−→ R(Γ, w)J entre las caras abiertas de R(Γ, w). El
punto b′ = Φ(a) parametriza un grafo métrico ponderado isomorfo a Γa y aplicando un
automorfismo como antes acabamos.

Proposición 5.9. Sea (Γ, w) un grado estable, entonces

(1) Existe una descomposición canónica

M trop(Γ, w) =
⊔

(Γ′,w′)≤(Γ,w)

M trop(Γ′, w′)

y M trop(Γ, w) es un abierto denso de M trop(Γ, w).

(2) El morfismo de paso al cociente π tiene fibras finitas y factoriza como

π : R(Γ, w)
τ−→ R(Γ, w)/Aut(Γ, w)

ι−→M trop(Γ, w).

Demostración. Como R(Γ, w) =
⊔
I⊆{1,...,#E(Γ)}R(Γ, w)I , pasando al cociente obtene-

mos la descomposición de (1). Además como R(Γ, w) es un abierto denso en su cie-
rre y π̄−1(M trop(Γ, w) = R(Γ, w), como estamos considerando la topoloǵıa cociente en
M trop(Γ, w), deducimos que M trop(Γ, w) es un abierto denso suyo.

Para ver (2), vamos a denotar G := Aut(Γ, w). En el abierto R(Γ, w) se tiene que
M trop(Γ, w) = R(Γ, w)/G, luego hemos de ver el comportamiento del cociente en los
puntos de la frontera.

Sea a = (a1, ..., a#E(Γ)) ∈ R(Γ, w)I donde I ⊆ {1, ...,#E(Γ)} es un conjunto de
ı́ndices no vaćıo y por definición ai = 0 para i ∈ I. Tomamos un automorfismo g ∈ G,
este actúa en el conjunto de ı́ndices {1, ...,#E(Γ)} como una permutación y deducimos
que g · a = (ag−1(1), ..., ag−1(#E(Γ))) ∈ R(Γ, w)g·I , donde g · I = {g · i}i∈I .

Razonando como antes, por ser g un automorfismo es fácil comprobar que a y g · a
parametrizan grafos métricos isomorfos, luego π̄(a) = π̄(g ·a) y por tanto π̄ factoriza como
en (2). Además π̄ tiene fibras finitas por el Lema 5.8, ya que los grafos considerados tienen
un número finito de aristas.

Ejemplo 5.10. Un ejemplo de una curva tropical cuya contracción tiene automorfimos que
la curva de partida no teńıa es el siguiente, ya que en el grafo obtenido al contraer la
arista e1 podemos permutar los tres lazos y esto define una acción no trivial en R(Γ, w).
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Figura 5.2: [5, Ejemplo 2.28]

Claramente los automorfismos mencionados no vienen inducidos por automorfismos de
(Γ, w) y sin embargo para obtener M trop(Γ, w) hemos de identificarlos.

Por su parte, los automorfismos que consisten en permutar las dos medias aristas
que conforman cada uno de los lazos de la contracción (Γ/e1 , w/e1) śı están inducidos por
automorfismos de (Γ, w). Además, tenemos tres posibilidades a la hora de contraer un
lazo e2 de (Γ/e1 , w/e1) lo cual resulta en grafos ponderados isomorfos que habremos de

identificar en M trop(Γ, w).

Una vez sabemos cómo parametrizar grafos métricos estables, en particular podemos
parametrizar curvas tropicales estables de género g con n puntos marcados. El Lema 5.5
que los grafos estables (Γ, w) de género g con n aristas no acotadas, tienen un número
finito de aristas #E(Γ, w) ≤ 3g − 3 + n y que se cumple la igualdad cuando todos los
vértices de Γ tienen valencia 3 y la función de peso es nula. Definimos

M trop
g,n :=

 ⊔
Γ : val(v)=3 ∀ v∈V (Γ),
b1(Γ)=g,#E∞(Γ)=n

M trop(Γ, 0)

/
∼=

donde ∼= denota que estamos identificando los puntos correspondientes a curvas tropicales
isomorfas y dotamos a M trop

g,n de la topoloǵıa cociente.

Teorema 5.11. M trop
g,n parametriza biyectivamente las clases de isomorfismos de curvas

tropicales de género g n-marcadas tropicalmente equivalentes.

Demostración. Sea (Γ, l, w) una curva tropical de género g con n aristas no acotadas,
para ver que su clase de isomorfismos se corresponde con un punto PΓ de M trop

g,n , basta
que veamos que se obtiene v́ıa una contracción ponderada de aristas de una cierta curva
tropical (Γ0, l, 0) de género 0 con n aristas no acotadas tal que todos su vértices son de
valencia 3. En tal caso, PΓ ∈ R(Γ0, 0).

Denotemos W = |w(Γ)|. Si W = 0 y todos los vértices de Γ tienen valencia 3 no hay
nada que decir. Si Γ tiene vértices de valencia mayor que 3, sea v ∈ V (Γ) tal que val(v) =
r > 3, consideramos los conjuntos de las medias-aristas adyacentes a v H1 = {h1, h2} y
H2 = {h3, ..., hr}, hacemos corresponder v con una nueva arista acotada e (de longitud
finita) con extremos v1, v2 distintos tales que Hi es adyacente al vértice vi. Nótese que las
medias-aristas hi pueden pertenecer a una arista no acotada, a una arista acotada (y en
particular a un lazo), sin embargo al contraer e a v no contraemos ningún lazo. Repitiendo
este proceso concluimos.

Supongamos que W > 0. Elegimos un vértice v ∈ V (Γ) tal que w(v′) > 0 y definimos
otra curva tropical (Γ′, w′) de manera que (Γ, w) sea una contracción ponderada de (Γ′, w′),
para ello añadimos un lazo a Γ (de longitud finita) en el vértice v′ y definimos la función
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de peso w′ en Γ′ como w′(v) = w(v) para los vértices v ̸= v′ y w′(v′) = w(v) − 1, luego
W ′ = W − 1. Repitiendo este proceso un número finito de veces obtenemos (Γ̄, l, 0) y
aplicando el caso anterior acabamos.

De lo visto se deduce fácilmente que tenemos una partición

M trop
g,n =

⊔
(Γ,w) estable de género g
y n aristas no acotadas

M trop(Γ, w) (5.1.1)

a la que llamaremos estratificación de M trop
g,n siendo cada M trop(Γ, w) un estrato.

Hemos construidoM trop(Γ, w) como un cociente del espacio topológico R(Γ, w) por un
grupo finito y además se puede probar que es un espacio Hausdorff. En general, para un
espacio topológico X que contiene un abierto denso que localmente es el cociente de una
variedad topológica n-dimensión por la acción de un grupo finito1 se define su dimensión
como dimX = n. Luego tiene sentido definir la dimensión de M trop(Γ, w) como

dimM trop(Γ, w) := dimR(Γ, w) = #E(Γ).

Se puede probar además que M trop
g,n es un espacio topológico conexo y Hausdorff que, con

la definición de dimensión que acabamos de dar, es de dimensión 3g − 3 + n.

Observación 5.12. En el caso de los espacios de móduli de curvas tropicales estables se
puede definir su compactificación de forma sencilla, haciendo uso de la compactificación
por punto de R, de modo que obtenemos que (R ∪ {∞})m es un espacio compacto y
Hausdorff. Para ello Caporaso introduce la noción de curva tropical extendida n-
marcada, como una curva tropical tal que las aristas E(Γ) pueden tener longitud infinita
y generaliza la construcción de M trop

g,n del modo obvio.

Observación 5.13. La construcción de los espacios de móduli de curvas tropicales tam-
bién se ha formulado con el lenguaje de stacks en [8]. Igual que como se hace en los stacks
de curvas estables, se puede obtener una curva universal cosa que no se tiene a priori
debido a la presencia de automorfismos.

Algunos ejemplos sencillos de espacios de móduli de curvas tropicales son los siguientes:

Ejemplo 5.14. Sab́ıamos ya que M0,3 = M0,3 es un único punto y es claro que como el
grafo dual de una curva racional con tres puntos marcados es una curva tropical estable
con un único vértice y tres aristas no acotadas marcadas, M trop

0,3 es también un único
punto.

Ejemplo 5.15. Consideremos el problema de móduli Mtrop
0,4 /∼Mtrop

0,4

. Por el Lema 5.5, el

mayor número de aristas (acotadas) que pueden tener los grafos considerados es 2g −
3 + n = 0 − 3 + 4 = 1, luego tenemos cuatro tipos combinatorios y parametrizando la
longitud de la arista acotada obtenemos que M trop

0,4 está formado por tres copias de R>0

y un punto 0 que parametriza el tipo combinatorio sin aristas acotadas y que aparece de
modo natural en la frontera de los R>0 cuando hacemos tender a 0 la longitud de la arista
acotada parametrizada:

1Este tipo de variedades topológicas se llaman orbifolds u orbivariedades.
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Figura 5.3: A la izquierda podemos ver los 4 tipos combinatorios tropicales y a la derecha
el espacio de móduli M trop

0,4 que parametriza las curvas tropicales de género 0 con cuatro
puntos marcados.

Nótese que ya sab́ıamos que M0,4 es la recta proyectiva que hab́ıamos obtenido com-
pletando M0,4 = P1

k − {0, 1,∞} y de hecho M trop
0,4 pensado como grafo formado por un

único vértice y tres aristas no acotadas en cierto sentido es una recta tropical (cosa que
el lector puede ver con facilidad en la literatura del tema).

Los puntos que hemos añadido parametrizan las curvas estables que tienen por grafo
dual alguno de los tres tipos indicados en la imagen y que en M trop

0,4 están parametrizados
por aristas, lo que sugiere que también hay una cierta dualidad entre los espacios de
móduli M0,4 y M trop

0,4 cosa que veremos a continuación.

Figura 5.4: Combinando los tres enfoques planteados en el trabajo podemos ver los dis-
tintos tipos de curvas estables parametrizadas por M0,4 (aśı como su visualización como
superficies de Riemann) y los grafos duales a estas que representan los tipos combinatorios
de curvas tropicales parametrizados por M trop

0,4 .
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5.2. Relación entre las curvas algebraicas y tropicales

y comparación de sus espacios de móduli

Explicamos ahora el significado del tratamiento que le hemos dado a las curvas tropi-
cales si las entendemos como el grafo dual a una curva nodal. No detallaremos comple-
tamente los motivos exactos por los que ciertos resultados se cumplen, sino que el foco
estará en acercar la motivación detrás de las elecciones aparentemente arbitrarias hechas
a lo largo del caṕıtulo.

5.2.1. Equivalencia tropical y modelo estable de una curva nodal

La equivalencia tropical establecida en los grafos como grafos duales a una curva es-
table se corresponde con el proceso de estabilización que ahora se describe. En el grafo
dual explicamos también como eventualmente debeŕıan modificarse las longitudes de las
aristas aunque a priori no estemos considerando los grafos como grafos métricos.

Sea (C, p1, ..., pn) una curva sobre k de género g, pre-estable con n puntos marcados,
o sea, sus singularidad son puntos dobles ordinarios. Al no ser estable hay comentes
irreducibles de X que tales que el grado de F = ωC(p1+ ...+ pn) es menor o igual que 0 y
queremos obtener un modelo estable. Sabemos que para cada componente irreducible Cv
de C se cumple la siguiente igualdad

gr(F |Ci
) = 2gCv − 2 + #(Cv ∩ {p1, ..., pn}) + #(Cv ∩X − Cv)

(1) En primer lugar, si Cv es una componente irreducible tal que grF |Cv < 0, como C
es conexa se deduce que #(Cv ∩X − Cv) = 1 y Cv es lisa, racional con gCv = 0 y no
contiene ninguno de los puntos marcados pj de modo que gr ωC(p1+ ...+ pn) = −1.
Este tipo de componentes se conocen como colas racionales. Quitar dicha compo-
nente de C no cambia el género de C, además sigue siendo conexa ya que Cv solo
corta a la curva en un punto. Repetimos este proceso (un número finito de veces)
hasta que no haya componentes irreducibles de este tipo.

(1)* En el grafo dual de C quitar una de estas componentes Cv es quitar el vértice v
correspondiente que tiene peso 0 y la única arista adyacente que tiene que es la
dual al punto de intersección Cv ∩X − Cv. Claramente al iterar este proceso el tipo
combinatorio tropical del grafo no cambia.

Podemos suponer que el grado de F en cada componente de C es mayor o igual que
0. Si la curva estable acabamos, si no lo es, hay alguna componente irreducible Cv tal
que el grado es 0, o sea, 2gCv − 2 + #(Cv ∩ {p1, ..., pn}) + #(Cv ∩ X − Cv) = 0. Como
C es conexa, #(Cv ∩ X − Cv) ≥ 1, luego gCv = 0 y tenemos dos posibilidades, o bien
#(Cv ∩X − Cv) = 2; o bien #(Cv ∩X − Cv) = 1 y #(Cv ∩ {p1, ..., pn}) = 1:

(2A) Si Cv es tal que Cv ∩X − Cv = {q1, q2} y no contiene ninguno de los puntos mar-
cados. Este tipo de componentes se conocen como componentes excepcionales.
Puede suceder que q1, q2 pertenezcan a distintas componentes irreducibles o que
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pertenezcan a una misma componte irreducible, en ambos casos contraemos la com-
ponente Cv a un nodo (en el primer si explotamos el nodo obtenido la curva deja
de ser conexa y en el segundo caso no). Nótese que este proceso deja invariantes los
puntos marcados,no cambia el género de la curva y no añade colas racionales.

(2A)* En el grafo dual de C quitar una componente excepcional Cv es quitar un vértice v
de peso 0 adyacente a dos aristas acotadas {e1, e2} identificando las aristas e1 y e2
con una única arista e (cuya longitud es l(e) = l(e1) + l(e2)). Esto puede dar lugar
a un lazo o a una arista que desconecta el grafo si es eliminada. Por definición, el
tipo combinatorio tropical del grafo no cambia.

Podemos suponer ahora que la curva no tiene componente excepcionales ni colas ra-
cionales. Nótese que si la curva no tuviese puntos marcados habŕıamos acabado.

(2B) Si Cv es tal que Cv∩X − Cv = {q} y Cv∩{p1, ..., pn} = pj, esta es una componente
racional con un punto marcado. En este caso simplemente eliminamos la com-
ponente Cv y marcamos el punto q = pj que es un punto no singular por ser la curva
C nodal y sin componentes excepcionales. Además esto no cambia el género de la
curva y no añade componentes excepcionales ni colas racionales y tras un número
finito de pasos eliminamos todas las componentes racionales con un punto marcado.

(2B)* En el grafo dual de C una componente racional con un punto marcado es un vértice
v de peso 0 adyacente a una arista acotada e adyacente a otro vértice v′ y una arista
no acotada pj. Quitar v consiste en identificar las aristas e y pj con una única arista
no acotada pj adyacente a v

′. Y de nuevo, el tipo combinatorio tropical del grafo no
cambia de manera que al final no quedan vértices de valencia menor que 3.

La curva n-marcada obtenida al término de este proceso es una curva estable n-
marcada, única salvo isomorfismos, que se denomina modelo estable y su grafo dual es
un grafo estable del mismo tipo combinatorio tropical. Esta estabilización del grafo dual
es una descripción algoŕıtmica que se puede aplicar en la demostración de la Proposición
5.6.

A su vez, a partir de lo visto podemos definir que dos curvas algebraicas nodales
n-marcadas son establemente equivalentes si sus modelos estables son isomorfos. Conclu-
yendo aśı que la parametrización de curvas tropicales parametriza los grafos duales de
curvas nodales establemente equivalentes.

5.2.2. Nodos de una curva algebraica estable y longitud de las
aristas de la curva tropical asociada

Veremos ahora el motivo por que la longitud de la longitud de las curvas tropicales se
ha definido del modo en que lo hemos hecho.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y K un cuerpo que contiene a k y que
es completo respecto de una valoración no arquimediana, esto es, una aplicación v :
K → R ∪ {∞} cumpliendo que v(a) = ∞ si y solo si a = 0; v(ab) = v(a) + v(b) y
v(a+ b) ≥ mı́n(v(a), v(b)) para todo a, b ∈ K.
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Nótese que podemos definir una norma a partir de una valoración tomando |a| = e−v(a)

y esta norma cumple que |a+ b| ≤ máx(|a|, |b|). Supondremos además que v(λ) = 0 para
todo λ ∈ k.

Denotaremos por R al anillo de valoración de K. Se puede probar, como consecuencia
del Teorema de reducción estable [11, Corolario 2.7] que:

Teorema 5.16. [6, Teorema 3.3.1] Sea C una curva estable sobre K, existe una extensión
finita K ↪→ K ′ tal que la curva cambiada de base C ′ = C×SpecKSpecK ′ admite un modelo
estable, o sea, existe una curva estable sobre X → SpecR′ talque su fibra sobre el punto
genérico es isomorfa a C ′ siendo R′ el anillo de valoración de K ′.

Dada C una curva lisa sobreK podemos obtener una curva estable Ck sobre k tomando
fibra excepcional en SpecR o en la extensión finita de este obtenida en el Teorema anterior
y que denotaremos también por R. Cada nodo de Ck es de la forma xy = f donde f
pertenece al maximal de R lo que nos permite definir la longitud de la arista e del grafo
dual a Ck correspondiente a dicho nodo como

l(e) = v(f)

donde supondremos que eventualmente hemos extendido la valoración v : K → R ∪ {∞}
a una valoración en K ′ (que de hecho está completamente determinada por la valoración
en K dadas las hipótesis que estamos considerando).

Observación 5.17. A ráız de lo dicho en la Observación 5.12 cabe comentar que si C
tiene algún nodo, este va a parar a un nodo de Ck y se tendŕıa que f = 0 siendo longitud
de las arista correspondiente igual a infinito (véase [6, Proposición 3.3.3]).

Resumidamente, la longitud de las aristas de las curvas tropicales entendidas como
grafo dual a una curva estable encierra parcialmente información sobre la naturaleza del
nodo al que es dual.

5.2.3. Dualidad en la estratificación de M g,n y M
trop
g,n

El estudio de la frontera de los espacios de móduli como sabemos nos da la información
sobre como degeneran las familias de objetos parametizadas de forma continua por el
espacio de móduli. En nuestro caso en la frontera las curvas estables que aparecen exhiben
un comportamiento combinatorio particular dado por los grafos duales y las contracciones
ponderadas de estos.

Supondremos siempre que 2g − 2 + n ≥ 1.

Sea M g,n el espacio de móduli grosero de las curvas estables de género g con n puntos
marcados y supondremos conocido que es un esquema irreducible, proyectivo de dimensión
3g− 3+n. Dado (Γ, w) un grafo ponderado estable de género g con n aristas no acotadas
y definimos

Malg(Γ, w) = {(C,p) ∈M g,n : (Γ(C,p), w(C,p)) = (Γ, w)},

esto es, los puntos de M g,n que parametrizan curvas cuyo grafo dual es (Γ, w).
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Lema 5.18. [5, Lema 4.5] Dado cualquier grafo estable (Γ, w) de género g con n aristas
no acotadas, Malg(Γ, w) es una variedad quasiproyectiva irreducible y su codimensión en
M g,n es #E(Γ).

Tenemos por tanto la siguiente estratificación de M g,n en el sentido de que no solo es
una partición conjunt́ıstica sino que es una unión disjunta de variedades algebraicas.

M g,n =
⊔

(Γ,w) estable de género g
y n aristas no acotadas

Malg(Γ, w). (5.2.1)

El siguiente resultado establece la dualidad entre las estratificaciones deM g,n yM trop
g,n :

Teorema 5.19. [5, Teorema 4.7] Con las notaciones prefijadas se cumple que

(1) dimMalg(Γ, w) = codimM trop(Γ, w) = 3g − 3 + n−#E(Γ),

(2) Malg(Γ, w) ⊂Malg(Γ′, w′)⇔M trop(Γ′, w′) ⊂M trop(Γ, w)⇔ (Γ′, w′) ≤ (Γ, w).

(3) Sea (Γ, w) estable tal que E(Γ) ̸= ∅, entonces existe una grafo estable (Γ′, w′) con
una arista menos tal que Malg(Γ, w) ⊂Malg(Γ′, w′)

A partir de este resutlado tiene sentido llama estrato k-dimensional de la estrtifi-
cación (5.2.1) de M g,n al subesquema cerrado de M g,n dado por

Ek
g,n =

⊔
dimMalg(Γ,w)=k

Malg(Γ, w) =
⊔

dimMalg(Γ,w)≤k

Malg(Γ, w).

Algunos ejemplo en los que podemos apreciar claramente la dualidad de las estrasti-
ficaciones en los correspondientes espacios de móduli son los siguientes.

Ejemplo 5.20. Una visualización sencilla de la dualidad planteada es la siguiente para el
caso de M2,0 y M trop

2,0 :
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En esta representación aproximada, de izquierda a derecha, de los tipos de curvas
pertenecientes a cada estrato Malg(Γ, w) ⊂ M2,0, su interpretación como superficies de
Riemann y los grafos duales ordenados v́ıa sus especializaciones resultando en la estrati-
ficación de M trop

2,0 . Se indican las inclusiones entre los distintos estratos, siendo cada fila
representa uno de los estratos k-dimensionales de estos espacios de móduli.

Ejemplo 5.21. Presentamos ahora la estratificación de M1,2 y M trop
1,2 . En primer lugar se

representan los posibles tipos de curvas estables de género 1 con 2 puntos marcados y
como se deforman unas en otras y a continuación los grafos duales en los que se indica
igual que antes la especializaciones entre los grafos. Se puede apreciar que cada fila se
corresponde a su vez con uno de los estratos k-dimensionales de estos espacios de móduli.

Por último, en este caso hemos podido incluir la forma aproximada que toma M trop
1,2 .

La región sombreada en un tono más claro de gris no pertenece a dicho cono poliédrico, ya
que las curvas parametrizadas por estos puntos son isomorfas a las de la región simétrica
según el eje indicado puesto que podemos considerar en tal caso un automorfismo que
intercambia las aristas acotadas que unen los dos vértices de peso 0.

Figura 5.5: Representación de M trop
1,2 tomada de [9]
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Conclusiones

Los principales resultados del documento son las construcciones de los distintos es-
pacios de móduli de curvas (lisas, estables y tropicales en los casos con y sin puntos
marcados). Los focos en el caso algebraico se centran especialmente en el estudio de la
presencia de automorfismos no triviales y en qué condiciones estos son un número finito;
y en el hecho de que las curvas sean esquemas proyectivos siendo clave comprender los
esquemas de Hilbert como problemas de móduli de los cuales emanan las respuestas para
muchos otros. Para las curvas tropicales se tiene un enfoque de mayor sencillez si bien
también resulta fruct́ıfero por su conexión con el caso algebraico, lo que añade interés al
estudio de esta novedosa rama.

Como colofón, analizamos brevemente algunas de las herramientas más relevantes uti-
lizadas en el trabajo y el modo de de acercarse a estas en el documento. A ráız de lo
aprendido al estudiar la materia, comentamos ciertas diferencias entre trabajar con el
lenguaje de esquemas y de stacks ; y algunas de las ampliaciones que podŕıan hacerse al
presente trabajo, sobre todo en lo referente a la geometŕıa tropical justificando en parte
aśı el motivo de haberla incluido en este documento.

Al abordar un problema de móduli se busca siempre la mayor generalidad en su reso-
lución, por ello resulta conveniente sentar las bases del lenguaje a utilizar con el mayor
rigor posible. El modo en que se hizo es adecuado para el propósito del documento si bien
podŕıa haberse optado, según los resultados que se busquen, por plantearlo considerando
topoloǵıas de Grothendrieck y espacios algebraicos desde el inicio para poder hace uso
posteriormente del lenguaje de stacks que como ya se ha expuesto es mejor para tratar los
problemas de móduli planteados. Lenguaje este último que a la vez demanda un estudio
más profundo que el presentado; que para los fines del trabajo se estimó suficiente: ya
que, entre otras cosas, habŕıa que haber incluido el modo en que se trasladan a stacks las
nociones geométricas definidas en la categoŕıa de esquemas y la generalización de otros
resultados conocidos (como los criterios valorativos de separabilidad y propiedad entre
otros).

Podŕıa haberse incluido también en el trabajo una revisión más exhaustiva de la Teoŕıa
Geométrica de Invariantes y de la Teoŕıa de la Deformación con las que se demuestran
muchos de los resultados que hemos tenido que dar por ciertos en la memoria. A su
vez, y en combinación con el trabajo sobre los stacks, se podŕıa haber estudiado con
mayor detalle tanto la construcción de los espacios de móduli de curvas lisas de género
mayor o igual a 2 como la compactificación por curvas estables en el caso general (cuando
tratamos curvas de género g y n puntos marcados cumpliendo que 2g − 2 + n ≥ 1). En
el primer caso el interés reside en ver una de las primeras aplicaciones a nivel histórico
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de la teoŕıa geométrica de invariantes, mientras que el estudio de los stacks de curvas
estables demuestra que se pueden establecer relaciones entre stacks de móduli y familias
universales cumpliendo ciertas condiciones.

No obstante, lo recogido en este documento, al seguir el desarrollo histórico de la
materia y estar más próximo a la intuición geométrica, constituye un punto de parti-
da adecuado para poder aproximarse a un mayor nivel de abstracción y complejidad en
los problemas considerados. El objetivo que se cumple trabajando directamente desde la
teoŕıa de esquemas es poder entender la naturaleza geométrica de las curvas algebraicas
que han aparecido a lo largo del documento.

Una de las motivaciones para incluir los resultados que comparan el espacio de móduli
de curvas algebraicas y tropicales es el hecho de que hay diversas ĺıneas de investigación
abiertas tratando de conectar ambos mundos y establecer una noción adecuada de tropi-
calización, esquema tropical etc. A partir del art́ıculo de Caporaso que ha seguido en el
trabajo, su autora y otros matemáticos han continuado obteniendo resultados con los que
entender mejor cómo se puede llegar a dar este v́ınculo en el caso del móduli de curvas
(véase [2]). Las técnicas de geometŕıa tropical, por ejemplo, han permitido que saber más
sobre la cohomoloǵıa de M g (véase [10]) y también se han podido construir stacks de
móduli para curvas tropicales (véase [8])... Aunque quedan muchas preguntas por respon-
der, los resultados que se tienen por ahora parecen prometedores respecto al modo en que
esta perspectiva más combinatoria pueda aportar nuevos conocimientos provechosos en
geometŕıa.
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