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Surfaces de Riemann compactes

Nous allons étudier quelques propriétés des surfaces de
Riemann connexes compactes.

Soit X une telle surface, de genre g.
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Une surface de Riemann compacte de genre 3
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Formes différentielles

L'ensemble des 1-formes différentielles holomorphes sur X
forme un C-espace vectoriel de dimension g.

Soit wy, ..., Wy une base de cet espace.
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Une base symplectique de I'homologie
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Matrice des périodes

La matrice des périodes de X est

/ w1 e / w1
71 72

g

[o [ a
L Y™ 72 _

g

€ Mgy24(C).
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Matrice des périodes

La matrice des périodes de X est

/ w1 [N /

et Y2g
[o

L v V2,

g

w1

We

€ Mgy24(C).

Nous allons voir que ses colonnes engendrent un réseau dans

C8, que nous noterons A.
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Matrice des périodes

La matrice des périodes de X est

/ w1 e / w1
71 72

g

[o [ a
L Y™ 72 _

g

€ Mgy24(C).

Nous allons voir que ses colonnes engendrent un réseau dans
Cé#, que nous noterons A.

La jacobienne de X est J = C&/A.
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Dissection canonique

ey
-t
o9&
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Une loi de réciprocité

Si w et w’ sont des formes différentielles C>° fermées, alors

g
//w/\w'zz /w/ w'—/ w/w' )
X k=1 Tk Ve-+k Vg+k Yk
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Détail du collage
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Produit extérieur et (anti)holomorphie

Si wy et wy sont holomorphes, alors

//wl/\u.JQ:O.
X
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Produit extérieur et (anti)holomorphie

Si wy et wy sont holomorphes, alors

//wl/\u.JQ:O.
X

En effet, localement, w; = f,(z)dz et w, = f(z)dz, donc
w1 Awy = f1(2)f(z)dz AN dz =0 car dz A dz = 0.
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Produit extérieur et (anti)holomorphie

Si wy et wy sont holomorphes, alors

//wl/\u.JQ:O.
X

En effet, localement, w; = f,(z)dz et w, = f(z)dz, donc
w1 Awy = f1(2)f(z)dz AN dz =0 car dz A dz = 0.

Si w # 0 est holomorphe, alors

i//w/\w>0.
X
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Produit extérieur et (anti)holomorphie

Si wy et wy sont holomorphes, alors

//wl/\u.JQ:O.
X

En effet, localement, w; = f,(z)dz et w, = f(z)dz, donc
w1 Awy = f1(2)f(z)dz AN dz =0 car dz A dz = 0.

Si w # 0 est holomorphe, alors

i//w/\w>0.
X

En effet, localement, w = f(z)dz et w = f(z)dZz, donc
wAwW=|f(2)|?°dz A dz, or

idz A dz = i(dx + idy) A (dx — idy) = 2dx A dy.
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T est symétrique

Tj,i—Tu’:/ WJ—/ wi
Ve+i Ve+j
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T est symétrique

Tj,i—Tu’:/ WJ—/ wi
Ve+i Ye+i

g

Yk Yeg+k Yk Yg+k

g
k=

1
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T est symétrique

Tj,i—Tu’:/ WJ—/ wij
Ve+i Ye+i

Yk Yeg+k Yk Yg+k
= // Wi A Wi = 0.
X

g
k=

1
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Im 7 est définie positive

Soit (Vj)1<j<g € R€ \ {0} un vecteur réel non nul, et posons

g

w:Zvjwj#O.

Jj=1
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Im 7 est définie positive

Soit (Vj)1<j<g € R€ \ {0} un vecteur réel non nul, et posons

W= E viwj # 0
Jj=1
g & P & g
t _ . —
V(|mT)V—E:E:VJ'mTJ,ka—QE:VkE:VJ(TJ,k Tjk)
j=1 k=1 k=1 Jj=1
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Im 7 est définie positive

Soit (Vj)1<j<g € R€ \ {0} un vecteur réel non nul, et posons

g
W= E viwj # 0.
j=1
g g P g
v(Im7)v E:E:lemn,kkaEE Vie > vi(Tik — Ti)
Jj=1 k=1 k=1  j=1
P g
E E Vi E VJ/ Wj — Vg E Vj wj
k=1 Vg+k Vg+k
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Im 7 est définie positive

Soit (Vj)1<j<g € R€ \ {0} un vecteur réel non nul, et posons

W= E viwj # 0
j=1
g g [ & g
t _ . —
vimr)y = " vim 7w = > > vie Y vi(Tk = Tik)
j=1 k=1 k=1 Jj=1
P g g
= E E Vi E VJ/ Wj — Vg E Vi Wj
k=1 j=1 Veg+k j=1 Ve+k
. g .
i B B i B
:EE /w/ w— w/ w 25//w/\w>0.
k=1 Tk Ve+k Yk Ve+k X
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Formes différentielles méromorphes

Théoreme

Pour toute forme différentielle méromorphe & sur X,

Z resp & = 0.

PeX
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Formes différentielles méromorphes

Théoreme

Pour toute forme différentielle méromorphe & sur X,

Z resp & = 0.

PeX

Théoreme

Réciproquement, étant donné un nombre fini de points
Py,--- P, € X et des nombres ry,--- ,r, € C* tels que

n
E ri = 0, il existe une forme différentielle méromorphe sur X
k=1

ayant un pole simple en chaque Py avec résidu ry, et pas
d’autres poles.

~
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Diviseurs

Un diviseur sur X est une combinaison Z-linéaire formelle finie
D = Z npP de points de X.

pPeX
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Diviseurs

Un diviseur sur X est une combinaison Z-linéaire formelle finie
D = Z npP de points de X.

Pex
Le degré d'un diviseur est deg D = Z np € Z.

PeX
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Diviseurs

Un diviseur sur X est une combinaison Z-linéaire formelle finie
D = Z npP de points de X.

Pex
Le degré d'un diviseur est deg D = Z np € Z.

PeX
Un diviseur est principal si c'est le diviseur d'une fonction

méromorphe non nulle f sur X,

(F)=> ordp(f)P, feC(X)".

pPeX
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Diviseurs

Un diviseur sur X est une combinaison Z-linéaire formelle finie
D = Z npP de points de X.

Pex
Le degré d'un diviseur est deg D = Z np € Z.

PeX
Un diviseur est principal si c'est le diviseur d'une fonction

méromorphe non nulle f sur X,
(F)=> ordp(f)P, feC(X)".
Pex

Théoreme
Tout diviseur principal est de degré nul.
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Diviseurs

Un diviseur sur X est une combinaison Z-linéaire formelle finie
D = Z npP de points de X.

Pex
Le degré d'un diviseur est deg D = Z np € Z.

PeX
Un diviseur est principal si c'est le diviseur d'une fonction

méromorphe non nulle f sur X,
(F)=> ordp(f)P, feC(X)".
Pex

Théoreme
Tout diviseur principal est de degré nul.

Le groupe de Picard de X est

Pic’(X) = Diviseurs de degré 0 / Diviseurs principaux.
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Plongement dans la jacobienne

Le choix d'une origine O € X permet de définir un plongement
de X dans sa jacobienne :

X — J=Ce/N

. P
Jo - P — (/ w,-) '
(@) 1<i<g

I
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L'application d'Abel-Jacobi

On prolonge par Z-linéarité aux diviseurs, et on obtient un
morphisme de groupes

DiVo(X) — J=C8&/A

J ZHPP — an</opw,'> ’
1<i<g

PeX PeX
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L'application d'Abel-Jacobi

On prolonge par Z-linéarité aux diviseurs, et on obtient un
morphisme de groupes

DiVo(X) — J=C8&/A

J ZHPP — an</opw,'> ’
1<i<g

PeX PeX

Théoreme (Abel-Jacobi)

Le noyau de j est exactement formé des diviseurs principaux,
donc j induit un isomorphisme Pic®(X) — J.
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D principal = (D) =0

Soit D = (f) un diviseur principal. Alors |'application

P'C — J
(u:v) — 3((u+vf))

est holomorphe, donc constante.

Nicolas Mascot Jacobienne d'une surface de Riemann



(D) = 0 = D principal

S
Ecrivons D = E n Py.
k=1
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(D) = 0 = D principal

S
Ecrivons D = E n Py.
k=1

Dire que 3(D) = 0, c’est dire que pour un (pour tout) choix de
chemins « de O a P, dans X, il existe des entiers
my, -+, My € 7 tels que

s 2g
E ng / = E m / .
k=1 Ok =1 R
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(D) = 0 = D principal

Nous allons construire une fonction f méromorphe sur X de
diviseur est (f) = >_ ng Py sous la forme

() =eo ([ <)

ou & est une forme différentielle méromorphe sur X bien
choisie.
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(D) = 0 = D principal

Nous allons construire une fonction f méromorphe sur X de
diviseur est (f) = >_ ng Py sous la forme

() =eo ([ <)

ou & est une forme différentielle méromorphe sur X bien
choisie.

[l faudrait

© que £ ait des poles simples en les Py, avec résidus ny, et
pas d'autres péles,

Q et que / & € 2inZ pour tout 1 < j < 2g.

Vi
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(D) = 0 = D principal

Nous allons construire une fonction f méromorphe sur X de
diviseur est (f) = >_ ng Py sous la forme

() =eo ([ <)

ou & est une forme différentielle méromorphe sur X bien
choisie.

[l faudrait

© que £ ait des poles simples en les Py, avec résidus ny, et
pas d'autres pdles, c'est possible car > n, = 0.

Q et que / & € 2inZ pour tout 1 < j < 2g.
i

J
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(D) = 0 = D principal

Nous allons construire une fonction f méromorphe sur X de
diviseur est (f) = >_ ng Py sous la forme

() =eo ([ <)

ou & est une forme différentielle méromorphe sur X bien
choisie.

Il faudrait
© que £ ait des poles simples en les Py, avec résidus ny, et
pas d'autres pdles, c'est possible car > n, = 0.

Q et que / & € 2inZ pour tout 1 < j < 2g. Nous allons y
7

parvenir en ajoutant a £ une combinaison linéaire
convenable des w;.
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(D) = 0 = D principal

Déja, comme /w,- = 1,_;, on peut s'arranger pour que
i

/£=Q 1</j<g
i

Alors
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(D) = 0 = D principal

Déja, comme /w,- = 1,_;, on peut s'arranger pour que
i

/£=Q 1<j<g
i
Alors

6221.71'2!7;(/ Wwj.
k=1 Xk

Veg+j
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(D) = 0 = D principal

~ .
)i

s s 2g
52 2iT E nk/ Wy, E nk/ = E m,/ .
g+ k=1 Ck k=1 Ok I=1 v
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(D) = 0 = D principal

~ .
)i

s s 2g
522177'5 nk/wj, E nk/:E m,/.
g+j k=1 Qg k=1 Ak /=1 i
g

Posons alors ¢’ = £ — 2iw g Mg W

i=1

Nicolas Mascot Jacobienne d'une surface de Riemann



(D) = 0 = D principal

~ .
)i

s s 2g
522177'5 nk/wj, E nk/:E m,/.
g+ k=1 K k=1 Ok =1 v
g

Posons alors ¢’ = £ — 2iw g Mg W

i=1

Nous avons /f = —2iTmgyj € 2iTZ.
%
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(D) = 0 = D principal

~ .
)i

s s 2g
522177'5 nk/wj, E nk/:E m,/.
g+ k=1 K k=1 Ok =1 v
g

Posons alors ¢’ = £ — 2iw g Mg W

i=1

Nous avons /f = —2iTmgy; € 2iTZ, et
-

/j
8

[ e=] oy m | w

Yeg+j Ye+i i=1 Yg+i

g

2g g
=2im E m,/wj—2l7r E mg+,-/ wj
I=1 N i=1

Veg+i
= 2iTtm; € 2iTZ.
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