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INTRODUZIONE

In questa tesi viene presentata la famosa congettura di Weil sulla funzione zeta di
varieta algebriche e in particolare viene dimostrata la razionalita di tale funzione.
La tesi e strutturata in questo modo:

i primi 10 capitoli sono introduttori:

ho voluto inserirli in modo che, qualsiasi persona che conosca le basi della matematica
(diciamo che possieda una laurea triennale in matematica), possa leggere e capire il
materiale presentato senza aver bisogno di ulteriori conoscenze, e in particolar modo,
possa capire la dimostrazione della razionalita della funzione zeta, usando come ausilio
soltanto il materiale contenuto in questo documento.

I capitoli XI e XIII racchiudono I'anima di questa tesi.

Dopo il XIII capitolo ci sara una sezione dedicata allo svolgimento di alcuni esercizi
che di tanto in tanto proporro al lettore; gli esercizi con svoglimento sono contrasseg-
nati dal loro numero identificativo. Ci saranno invece alcuni esercizi (senza un tale
numero accanto) che vengono lasciati come riflessione personale al lettore e che non
verranno dimostrati visto che esulano un poco dalla trattazione dell’argomento prin-
cipale di questa tesi.

Un’avvertimento particolare va rivolto a chi ha intenzione di leggere il capitolo XII:
esso infatti € a parte dal resto della tesi e puo essere benissimo omesso,

senza alterare la lettura generale.

In particolare per affrontarlo ¢’¢ bisogno di una buona conoscenza del mondo delle
curve ellittiche, che non verranno presentate in questa tesi.
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Capitolo 1
Varieta algebriche

1.1  Varieta affini.

Fissiamo una volta per tutte un campo K perfetto

(ogni sua estensione algebrica ¢ separabile; un campo ¢ perfetto se e soltanto se ha
caratteristica 0 o ha caratteristica p > 0, ma in tal caso, ogni elemento possiede una
radice p—esima, ovvero il morfismo di Frobenius dell’estensione & suriettivo);
denotiamo con K una sua chiusura algebrica e con Gal(K/K) il gruppo di Galois
assoluto di K.

Definizione 1.1. Uno spazio affine n— dimensionale su K ¢ I'insieme:
A" = AMK) = {P = (21, ..., z,) : 7; € K},

mentre denotiamo l'insieme delle sue coordinate razionali come:
A"(K) ={P = (x1,...,x,) € A", z; € K},

Sia K[X] = K[Xl, e Xplel K[X];
a tale ideale associamo l'insieme:

Vi={PeA"| f(P)=0,Vf €I}

Definizione 1.2. Un insieme algebrico affine ¢ un insieme della forma V.

Se V' & un insieme algebrico, definiamo l'ideale associato a V' come:

1(V) = {f € KIX] | f(P) = 0,¥P € V};

un insieme algebrico si dice definito su K se il suo ideale I(V') puo essere generato da
polinomi in K[X]; in tal caso denotiamo tale insieme con V/K.

Osservazione 1.3. Per il teorema della base di Hilbert,
ogni ideale in K[X] e in K[X] ¢ finitamente generato.

Osservazione 1.4. Supponiamo che V' e definito su K e supponiamo che fi, ..., f;,
siano i generatori di I(V/K) :={f € K[ || f(P)=0,YP eV},
allora V/K ={P € A"(K) | f1i(P)=...= fn(P) =0}.

Definizione 1.5. Un insieme algebrico affine V' ¢ chiamata varieta affine se I(V)
¢ un ideale primo di K[X].

Definizione 1.6. Sia V/K una varieta,;
'anello delle coordinate di V/K & definito da:
K[V] :=K[X]/I(V/K).

Siccome K[V] & un dominio, ha senso considerare il suo campo dei quozienti:



K(V) := Frac(K[V]), chiamato campo delle funzioni di V/K.

Definizione 1.7. Sia V una varieta; B B
la dimensione di V/, denotata con dim(V), ¢ il grado di trascendeza di K(V')/K.

Osservazione 1.8. dim(A"™) = n;
mentre se V = {P € A" | f(P) = 0},

con f un polinomio non costante allora dim(V) =n — 1.

Definizione 1.9. Sia V una varieta, P € V e fi, ..., fm € K[X] generatori di I(V);
allora V' e non singolare o liscia in P se la matrice
<8fi(P)

Ox; > 1<i<m
1<j<n

, ha rango n — dim(V).

Definizione 1.10. Un polinomio f € K[Xo, ..., X,,] & omogeneo di grado d se per
ogni A € K vale f(AXy, ..., A\X,,) = M f(Xo, ..., Xp).

Un ideale I € K[X] si dice omogeneo se ¢ generato da polinomi omogenei.

Ad ogni ideale omogeneo I associamo l'insieme
Vi={P eP"| f(P) =0, per ogni f polinomio omogeneo in I}.

Definizione 1.11. Un insieme algebrico proiettivo ¢ un insieme della forma V; per
qualche ideale omogeneo I; se V' ¢ un insieme algebrico proiettivo, Iideale omogeneo
associato a V' & ideale I(V') < K[X] generato da:

{f € K[X] | f ¢ omogeneo e f(P)=0,VP € V}.
Se tale ideale omogeneo associato a V' puo essere generato da polinomi in K[X] si
dice che V' e definita su K.

Definizione 1.12. Un insieme algebrico proiettivo e chiamato varieta proiettiva
se il suo ideale omogeneo ¢ primo.

Definiamo ora le mappe ¢; : A" — P, date da:

Gi(Y1s s Yn) = Y1, Yim1s L s oo Unl;

posto H; = {X : X; = 0}, iperpiano in P",
e posto U; = P" \ H;, abbiamo una biiezione naturale:
¢; ' U — A" data da:

—1 _ o Ti—1 Ti41 Tn
¢i [Jf(),...,l‘n] = (l“_i’”" ) w0 )

Ora sia V' un insieme algebrico proiettivo con ideale omogeneo I(V),
allora V N A" ovvero ¢; '(V NUj;), per qualche i,
e un insieme algebrico affine con ideale associato



IVnA") ={f(M,....Yi1, LY, .. Y | f(Xo,...,Xn) € I(V)};

Osservazione 1.13. 1l processo di rimpiazzare il polinomio f(Xy, ..., X,)
con f(Y1,....Yi_1,1,Y;, ..., Y,) si chiama deomogenizzazione rispetto a X;;

Osservazione 1.14. Notiamo che V' ¢ ricoperta dagli insiemi algebrici affini
VNnU,..,VNU,.

Viceversa per ogni f(Y) € K[Y] definiamo
f*(Xo,...., X,) = X4f (X Xiog Xipa ﬁ), I'omogenizzazione di f rispetto a

X?’”" X X T X
X, con d = deg(f).

Definizione 1.15. Sia V' C A" un insieme algebrico affine con ideale I(V') e consid-
erfamo V' come sottoinsieme di P" tramite la mappa ¢;;
denotiamo con V' la chiusura proiettiva di V', come quell’insieme algebrico proiettivo

il quale ideale omogeneo I(V') & generato da: {f*(X): f(X) e I(V)}.

Enunciamo ora una proposizione, senza pero darne la dimostrazione,
che comunque si puo trovare in: [2,1.2.3].

Proposizione 1.16.
1) Sia V' una varieta affine; allora V' ¢ una varieta proiettiva e V.=V N A"
2) Sia V una varieta proiettiva; allora V' N A™ ¢ una varieta affine.

Definizione 1.17. Sia V/K una varieta proiettiva e scegliamo A" C P™ in modo
che V N A™ £ ();

allora la dimensione di V' ¢ la dimensione di V N A";

il campo delle funzioni di V' denotato con K(V') ¢ il campo delle funzioni di V' N A™.

Definizione 1.18. Sia V una varieta proiettiva e P € V e scegliamo A" C P"
in modo che P € A™;
allora V' e non singolare in P se V N A" non e singolare in P.

Osservazione 1.19. Il campo delle funzioni di una varieta proiettiva V puo es-

sere identificato con il campo delle funzioni razionali %, tali che:

1) f e g sono polinomi omogenei dello stesso grado.

2) g &1(V).
3) Due funzioni £ e £2 sono identificate se figs — fog1 € I(V).

T

[.2 Mappe razionali tra varieta.

Definizione 2.1. Siano V) e V5 varieta proiettive in P";
una mappa razionale da V; a V,



€ una mappa ¢ : Vj; — V5, B
¢ = [fo, -, fu], ove le funzioni f; € K(V4) hanno la proprieta che per ogni punto
P € Vj nel quale sono definite contemporaneamente, si ha ¢ = [fo, ..., f] € Va.

Definizione 2.2. Una mappa razionale ¢ = [fy, ..., fu] : Vi — V5
& regolare in P € V; se esiste una funzione g € K(V}) tale che:

1) Ogni gf; e regolare in P.

2) Esiste qualche i per cui gf;(P) # 0.

Se una tale g esiste, poniamo:

Definizione 2.3. Una mappa razionale regolare in ogni punto si dice morfismo.

Definizione 2.4. Siano V; e V5 varieta proiettive in P"”;
diciamo che V] e V5 sono isomorfe se esistono due morfismi
f:Vi—=Vs,g:Vo— V) uno inverso dell’altro.

Osservazione 2.5. Per 'osservazione precedente e usando il trucchetto di molti-
plicare per un polinomio omogeneo opportuno per pulire i denominatori, possiamo
ridefinire una mappa razionale ¢ : V| — V5 come una mappa della forma

¢ = [fO(X)v_'"u fn(X)]7 ove:

1) fi(X) € K[X] sono polinomi omogenei, con lo stesso grado, non tutti in 7(V}).

2) Per ogni f € I(V), F(fo(X), oo falX)) € I(V1).

Infine possiamo ridefinire la regolarita in questo modo:

una mappa razionale ¢ = [fo, ..., fu] : Vi —> V4 & regolare in P € V],
se esistono polinomi omogenei gy, ..., g, € K[X] tali che:

1) go, ---, g, hanno lo stesso grado;

2) fig; = fj9; (mod I(V4)), per ogni 0 < 4,5 < n.

3) g:(P) # 0 per qualche i.

in tal caso poniamo: ¢(P) = [go(P), ..., gn(P)].

Bibliografia:
Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [1].

10



Capitolo 11
Gruppi topologici

Definizione 1.1. Un gruppo G equipaggiato con una topologia per cui la mappa:
(z,y) — zy~! & continua, viene detto gruppo topologico.

Un sottogruppo di un gruppo topologico ¢ un gruppo topologico per la topologia in-
dotta.

Osservazione 1.2. Se GG ¢ un gruppo topologico allora le mappe:
x — 27! e x — ax sono continue.

Esempi 1.3.

1) R™ & un gruppo topologico rispetto alla metrica euclidea.

2) Il gruppo M,, ,,(R), delle matrici n x m a entrate reali,

¢ un gruppo topologico se vediamo ogni matrice come un vettore in R™™,
e lo dotiamo della topologia euclidea.

Definizione 1.4. Uno spazio topologico si dice localmente compatto

se ogni suo elemento ha un intorno compatto.

Un gruppo topologico si dice localmente compatto

se un suo punto (ad esempio ’elemento neutro) possiede un intorno compatto
(basta la condizione su un elemento?).

Definizione 1.5. Un anello topologico A ¢ un anello commutativo equipaggiato
con una topologia per cui le mappe (x,y) — = +y e (z,y) — xy sono continue.

Osservazione 1.6. Si vede facilmente che combinando il secondo con il primo as-
sioma si ottiene che la mappa (x,y) — = — y & continua.
Quindi A e anche un gruppo topologico additivo.

Definizione 1.7. Un campo topologico K ¢ un campo equipaggiato con una topolo-
gia tale che le seguenti mappe siano continue:

D(z,y) — x+y.

2)(z,y) — zy.

3)r — x~!, per ogni x # 0.

Definizione 1.8. Un campo con valutazione ¢ un campo K in cui e definito un
valore assoluto.

Proposizione 1.9.

Sia (K, |- |) un campo con valutazione,
allora K ¢ un campo topologico con la metrica d(z,y) = |z — y|.

11



Dim: La mappa (x,y) — x — y & banalmente continua.

Ora occupiamoci della moltiplicazione:

. hy—kx
biam z+h _ z _ hy .
abbiamo y+k oy y(y+k)’

allora se y # 0 e |k| < ‘—g' e ¢ = max{|z|, |y|},

T T h|+|k

da cui la continuita della moltiplicazione. [ |

Proposizione 1.10.
Sia K un campo con valutazione.
Allora il completamento K del campo K & anche esso un campo con valutazione.

Dim: Il completamento K & ovviamente un anello topologico,

e la mappa inversa e continua sull’insieme degli elementi invertibili.

Basta quindi mostrare che tale completamento e un campo:

sia (x,), una successione di Cauchy in K che definisce un elemento non nullo nel com-
pletamento; siccome dunque la successione |x,| non converge a 0, esiste una costante

positiva € > 0 e un indice N > 0 tali che |z,,| > €, per tutti glin > N.

La successione <Ii> ¢ anche essa di Cauchy (facile eserciziol);
n>N

n

la successione <ﬁ>n, completata ponendo z,, = 1 per n < N,

¢ un’inversa della successione (x,,) nel completamento K. |

Bibliografia:

Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].
Un’altra buona referenza per studiare e approfondire

"ambito dei gruppi topologici & [9].
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Capitolo III
Gli interi p—adici

ITI.1 Breve introduzione agli interi p—adici.

Definizione 1.1. Un intero p—adico (con p numero primo) ¢ una serie formale della
forma E a,p", ove si possono scegliere i coefficienti a,, nell’insieme {0,1,...,p — 1}
n>0

(attenzione: si puo facilmente osservare che si otterrebbe lo stesso insieme di numeri

p—adici se al posto dellinsieme {0, 1,...,p — 1} si prendesse, ad esempio, I'insieme
p—1 p—1 .

{—T, cey O’ couy 7}7 etC...),

Dando all’insieme di tutti i numeri p—adici una somma e una moltiplicazione naturale

(somma e moltiplicazione di serie ma con 'aggiunta del riporto) si ottiene un anello

denotato con Z,;

Definizione 1.2. L’ordine p—adico ¢ la mappa v : Z, — N

definita ponendo v (Z akpk> = min{k : ax # 0};
k>0
essa soddisfa le seguenti proprieta:

v(ab) = v(a)v(b)

v(a+b) > min{v(a),v(b)},

se a,b,a + b non sono zero,

altrimenti si pone v(0) = oo.

Definizione 1.3. Tale ordine induce un modulo naturale su Z,
definito ponendo |a| = p™(@, detto modulo p—adico.

Proposizione 1.4.
Z,, ¢ un dominio ad ideali principali.
In particolare tutti e soli i suoi ideali (a parte l'ideale nullo) sono della forma:
(") =p"Zy={x:2= Zakpk};
k>n
Tali ideali soddisfano la seguente catena discendente:

2@ 220" 2.
Z, ¢ un anello locale con ideale massimale (p),

e gruppo delle unita Z, \ pZ, =: Z, = {r = Z app®, ap # 0}
k>0
(dunque ¢ ovvio osservare che Z, ¢ Noetheriano ma non Artiniano).

Dim: Dimostriamo che Z, ¢ un dominio:

13



I'anello commutativo Z, non ¢ 0, quindi basta mostrare che non ha 0-divisori:
siano a = Z aipteb= Z bip®, non nulli,
i>0 i>0
e poniamo v = v(a) e w = v(b) i loro ordini;
allora ne deriva facilmente che p{ a,by,,
e per definizione di moltiplicazione, il primo coefficiente non nullo del prodotto ab
€ Cyrw che soddisfa: 0 < ¢yp < P € Cyrw = ayby, (mod p).
Dimostriamo che il gruppo delle unita di Z, ¢ proprio {z = Z arp®, ag # 0}:
k>0
se un intero p—adico a ¢ invertibile, allora anche la sua riduzione (mod p) lo é:
questo mostra che Z, C {x = Z axp”®, ag # 0}.
k>0
Viceversa, dobbiamo dimostrare che ogni intero p—adico a di ordine v(a) =0
¢ invertibile:
possiamo trovare un 0 < by < p con aghp = 1 (mod p)
e scegliamo un k € Z tale che agby = 1 + kp;
se scriviamo a = ag + pa, allora aby = 1 + pk;
se dimostriamo che l'intero p—adico 1 4 pk ¢ invertibile, deduciamo che a lo e.
Ma per fare cio basta osservare che: (1 +pr)™' =1 — (kp) + (kp)? — ...
=1+cap+ep*+..,conic €{0,1,....p—1}.
Da quanto appena mostrato si deduce immediatamente che Z, ¢ un anello locale,
con unico ideale massimale: pZ, = Z, \ Z.
Resta da dimostrare che tutti gli ideali di Z, sono della forma (p"):
sia I # 0 un ideale di Z, e sia a # 0 un elemento in I con ordine minimale k = v(a);
allora a = p*u, con u € L,
allora p* = uta € I e quindi (p*) C I.
Viceversa, per ogni b € I sia w =v(b) > k

e scriviamo b = p¥u’ = pFpvFu € kap) da cui I C (p). u

Definizione 1.5. Il campo Q, = Frac(Z,) ¢ il campo dei numeri p—adici.

Osservazione 1.6. Si vede facilmente che per Q,
valgono le seguenti rappresentazioni:

HQ, = Zp[%]~
2)Q, = U p " Ly.
m>0
3)Q; = | rz;.
mez

Da queste rappresentazioni ne risulta che possiamo estendere il valore assoluto p—adico
su tutto @, in questo modo: sia x € Qj allora z = p™u, con m € Z e u € Z,; poniamo
allora v(z) = ord,(x) = m e |z| = p~™; infine poniamo |0| = 0.

14



II1.2 Topologia in Z,.
Proposizione 2.1. Con I'addizione Z, ¢ un gruppo topologico.

Dim: Infatti se |z —a| < [p"| e |y — 0] < |p],

allora |(z —y) — (a — )| < [p"],

da cui la continuita della mappa: (z,y) — = — v.

In piu osserviamo che c¢’¢ un sistema fondamentale di intorni di 0 della forma:

pZy, D p*Ly D ... . u

Proposizione 2.2.
Z,, con la moltiplicazione, ¢ un gruppo topologico.

Dim: Infatti, se ' € a(1+ p"Z,) eV € b(1 + p"Z,)

allora '™ € ab™ (1 + p"Z,),

da cui la continuita della mappa: (z,y) — xy~ L.

In pit osserviamo che ¢’e un sistema fondamentale di intorni di 1 della forma:

14+ pZ, D1+ p°Z, D ... . n

Proposizione 2.3.
Con la metrica p—adica I'anello Z, ¢ un anello topologico.
In pitu e uno spazio metrizzabile, compatto, completo.

Dim: Sappiamo gia che Z, ¢ un gruppo topologico,
¢ sufficiente dimostrare la continuita della moltiplicazione:
fissiamo a e b in Z,, e consideriamo z =a+hey =b+k,
allora |xy — ab| = |(a + h)(b+ k) — ab| = |ak + bh — hk]|
< maz{|al, [b[}([h] + |k|) + [R]|E] = 0, (|A], k] = 0),
che prova la continuita della moltiplicazione nel punto (a, b).
Il fatto che sia compatto deriva dalla rappresentazione come prodotto di insiemi
equipaggiato della topologia prodotto: Z, = H{O, L.,p—1}
n>0
da qui si vede anche che Z, ¢ totalmente sconnesso, visto che le sue componenti
connesse sono solo i punti. Si vede infine facilmente che & completo, anzi che & il
completamento dell’anello Z equipaggiato con la topologia indotta:
per vedere bene il processo di completamento, osserviamo che se x = Z app"

n>0
m

allora x,, = Z a,p" € una successione di Cauchy convergente a x. |
n=0

Corollario 2.4.

L’addizione e la moltiplicazione di interi p—adici sono le uniche operazioni continue

su Z, che estendono le usuali addizioni e moltiplicazioni su Z. [ |

15



Bibliografia:
Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].
Vedere anche [12].
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Capitolo IV
Spazi ultrametrici

IV.1 Valore assoluto ultrametrico.

Osservazione 1.1. II valore assoluto su @, ¢ un valore assoluto ultrametrico, che
oltre alla solite condizioni, verifica una condizione piu forte della disuguaglianza
triangolare, ovvero che |z + y| < max{z,y}.

Ovviamente la distanza indotta d(z,y) = |x — y|, verifica la stessa proprieta.

Osservazione 1.2. Piu in generale, per induzione, osserviamo che la distanza ultra-
metrica verifica la seguente disuguaglianza: d(zq,x,) < maz{d(z1,xs), ..., d(xy_1,2,)};
consideriamo ora un ciclo di n > 3 punti distinti x;, 1 <7< n, e x,, 1 = x1;
possiamo assumere d(x1, T,) = max d(x;, xisq)

e ricordando che vale d(z1, x,) < mazx{d(zy,z3),...,d(xn_1,2Ts)},

allora d(x1,x,) = d(z;, r;11), per almeno un indice 1 <i <n — 1;

quindi un ciclo ha almeno due coppie di punti consecutivi con distanza uguale e mas-
simale; in particolare in un insieme di 3 elementi almeno due coppie hanno uguale
lunghezza: in uno spazio ultrametrico, ogni triangolo e isoscele o equilatero, con al
pit un lato piu corto.

In totale abbiamo ottenuto il seguente

Lemma 1.3.

Sia (X, d) spazio ultrametrico,

allora valgono le seguenti affermazioni:

1)Se d(z, z) > d(z,y) = d(x, z) = d(z,y).

2)Se d(z,z) # d(z,y) = d(z,y) = mazx{d(z, z),d(z,y)}. |

Lemma 1.4.

1)Una successione (x,,),, con d(x,, x,+1) — 0, (n = 00),
€ una successione di Cauchy.

2)Se x,, = x # a, allora definitivamente d(z,, a) = d(z, a).

Dim: 1)Se d(zp, xp11) <e€,¥n > N,
allora d(x,, Tpim) < [nax d(Tpti, Tnriv1) < &,Yn > N,¥Vm.
<<m

2)In effetti, d(x,, a) = d(z,a) non appena d(z,, ) < d(z,a). [
Definizione 1.5. Sia G' un gruppo abeliano equipaggiato con una metrica invariante

d, che soddisfi cioe, d(z + z,y + z) = d(x,y),Vz,y,z € G}
per ogni z € G definiamo |z| = d(z,0);
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allora | — x| = |z| e [z +y| < |z| + Jy|.

Questo mostra che GG € un gruppo topologico.

Se poi tale metrica d soddisfa la disuguaglianza ultrametrica,
anche il modulo si comportera allo stesso modo.

In tal caso vale la regola che il piu grande vince:

se |z > [yl = |z +y| = |=|

Osservazione 1.6. Consideriamo una successione (a,), in un gruppo abeliano ul-
trametrico completo e sia s, = g a;, supponendo che s, — s, (n — 00);

<n
allora a, = s,41 — s, = 0;
viceversa se a,, — 0 allora la successione s, sara di Cauchy e quindi convergente.
Dunque in un gruppo abeliano ultrametrico completo una serie E aj converge se e

k>0

soltanto se a, — 0, (n — 00).

IV.2 Spazi vettoriali su Q,.

Proposizione 2.1.
Sia V' uno spazio vettoriale finito dimensionale su Q,,.
Allora tutte le norme su V' sono equivalenti.

Dim: Sia n = dim(V) e scegliamo una base (e;)1<;<, di V.
Allora abbiamo una mappa ¢(z) : Q) —V,

definita ponendo ¢(z) = ¢((z1, ..., x,)) = inei,
k=1

che definisce un isomorfismo algebrico.

Dotiamo lo spazio @} della norma dell’estremo superiore: ||z|[oo = sup |;l;
1<i<

dobbiamo dimostrare che ’isomorfismo ¢ € bicontinuo:

1225 miesl| < maz||ziei]| = maz|as||es]| < maz|zsimaz|les]| = Ozl ;

allora ||¢(z)|| < C||z||s, quindi ¢ & continua.

Infine dimostriamo che ¢ ¢ una mappa aperta:

Sia B ={r € Q) : |[7]|oc < 1};

mostreremo che ¢(B) contiene una palla aperta di V' di raggio positivo centrata in 0.
Sia S) = {r € Q) : |[2]| = 1},

allora S € un sottospazio chiuso del compatto B, quindi ¢ compatto;

quindi ¢(S1) € compatto; in piu tale immagine non contiene 'origine di V' per la
biettivita di ¢;

allora la distanza tra 0 e ¢(S5]) € positiva ed il minimo ¢ assunto in un valore ¢(xz);
z €51 = [[¢(@)|| = [[¢(zo)]| = € > 0.

Ora se v € V'\ 0 ha norma ||v|| < € allora |[Mv|| < e, YA : |\ < 1;

quindi se [|v]| < € allora A € K, |A| < 1= v & ¢(S).
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Ora possiamo scrivere v = Z vie; = o((vi))
k=1
e possiamo supporre che |v,| = max|v;];
prendiamo allora A = -1, allora Av = ¢((2£)) = ¢(w) € ¢(51);

Uy
allora deve succedere che |A\| > 1 cosi che oo < 1.

(v

Questo mostra che v = ¢((v;)), con ||v;||oo < 1
e quindi v € ¢(B) e infine B..(V) C ¢(B). |

Corollario 2.2.
Siano V' e W due spazi vettoriali finito dimensionali normati su Q, e o : V. — W
una mappa lineare; allora « € continua. [ |

Sia K estensione di QQ, considerato come spazio vettoriale su Q,;
ogni valore assoluto che estende quello p—adico ¢ una norma ultrametrica su K.

Proposizione 2.3.
C’¢ al piu un valore assoluto su K che estende quello su Q,.

Dim: siano |.|; e |.|]2 due valori assoluti su K che estendono quello su Q,;

per la proposizione IV.2.1 queste due norme sono equivalenti e quindi esistono costanti
0 <c<C < oo taliche cz); < x|y < Clx|y;

allo stesso modo: c|z"|; < |z"]y < Clz™]; e quindi c|z|} < |z|§ < Clx|}

oppure |z|icn < |z|y < |z[,Cw

e mandando n — 0o e siccome ¢n — 1 e Cn — 1

si ottiene |z|; = |z|2, z € K. |

Osservazione 2.4. Sia K un’estensione di Galois di Q,
e supponiamo che esista un’estensione del valore assoluto p-adico a tutto K;
allora per ogni automorfismo o di K/Q,,
possiamo considerare il valore assoluto: |z|" = |o(z)]
e per la proposizione questo valore assoluto coincide con quello iniziale;
Ora sia G = Gal(K/Q,) e per ogni = € K consideriamo 1’elemento:
N(z) = H o(z) € Qp;
oceG
abbiamo |N(z)| = |2[*%; dunque |2 = |N(z)|%.

Sia K un’estensione finita di grado d di Q,,

e indichiamo con N la mappa N : K* — Qj

che manda z in N(z);

essa puo essere definita immergendo K in un estensione di Galois L e poi prendendo
il prodotto di tutte le d distinte immersioni K «— L.

Prima di procedere enunciamo il seguente
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Lemma 2.5.

Sia f un valore assoluto generalizzato su un campo K;

(cioe un valore assoluto che verifica rispetto alla somma una disuguaglianza del tipo:
flx+y) < Cmax{f(z), fly)}, con C' > 0 costante).

Se f & limitato sull’immagine dei numeri naturali,

allora ¢ un valore assoluto ultrametrico.

Dim: supponiamo in prima istanza n = 2"
allora f(a1 + az) < Cmax{f(a1), f(a2)},
flar + ag + az + as) < C*maz{f(ar), f(az), f(as), f(as)}

e iterando per induzione

f (Z ak> < C"mazx{f(ay),..., f(an)};

k=1

n—1
—1
consideriamo ora (1 + 2)" ' = Z (n i )xk,
k=0

allora abbiamo f((14 )" ') < C" mzax{f ((n ; 1)) f@9};
se f ¢ limitato sull’immagine di N in K,

abbiamo f(k) < A,Vk € N

e quindi f((1+z)" ') < C"A maz{1, f(z)"'};

dunque f(1+z) < C’ﬁAﬁmax{l,f(x)}

e mandando n — oo otteniamo f(1+ z) < max{l, f(x)}

e poi in generale, fissati a # 0 e b € K, abbiamo

fla) #0e flatb)=fa)f (1+2) < flaymaz{L f (2)} < maz{f(a), f(1)}. ™

Teorema 2.6.

Sia K un’estensione finita di grado d del campo @Q,, dei numeri p—adici.
allora per ogni z € K, f(z) = |N(z)|2

definisce I'unico valore assoluto su K che estende quello p—adico.

Dim: Se a € Q, ¢ ovvio che N(a) = a? e quindi che |a| = IN(a)| e quindi che
tale formula descrive un’estensione del valore assoluto p—adico.

In piu ¢ ovvio che f(zy) = f(z)f(y).

Resta da dimostrare la disuguaglianza ultrametrica:

scegliamo una qualsiasi norma su K tale che ||K|| = |Q,|, ad esempio, scegliamo una
base e, ...,eq di K su Q, e usiamo la norma dell’estremo superiore sulle componenti
in tale base.

Ricordiamo ora che, visto che @, ¢ localmente compatto,

(infatti Z, e, dentro Q,, la palla unitaria centrata nell’origine;

per x € QQ, abbiamo le seguenti equivalenze:

r€l,ov(r)>0& |z <1ed(x0)<I;

similmente se k& > 0, l'ideale p*Z, ¢ la palla centrata in zero definita da d(z,0) < p~*;
tali palle formano un sistema fondamentale di intorni di 0 in Z, e in Q,;

Siccome Z, contiene un intorno di 0, ¢ aperto e chiuso, (Facile esercizio!) anzi ¢ un
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intorno compatto di 0 in @, e questo prova che Q, ¢ localmente compatto)

allora K = Qg ¢ localmente compatto.

Siccome la funzione f & continua e non si annulla sull’insieme compatto ||z|| =1, &
limitata superiormente e inferiormente su questo insieme,

ovvero: 0 <e < f(z) < A < o0, per ||z|| = 1.

Per z € K* scegliamo A € Q, con ||z|| = |A[;

quindi { ha norma 1, per cui vale che ¢ < f($) < A, e siccome f(5) = fl(Tx‘), abbiamo
eI\l < f(z) < AN e dunque &]je]] < f(z) < Alle]|;

allora se poniamo a = e~ ! abbiamo ||z|| < af(z) e f(x) < Al|z||;

supponiamo ora f(z) < 1, allora

f(14z) < Al[l+a|| < Amaz{][|1]],[|z]|} < Amaz{[[1]|,a} = C = Cmaz{f(1), f(z)}.
In generale se f(y) > f(z) applichiamo la disuguaglianza appena trovata ad 2,
infine moltiplicando entrambi i lati per f(y) otteniamo: f(x+y) < Cmazx{f(z), f(y)}.
Questo mostra che f & un valore assoluto generalizzato e visto che estende il valore
assoluto p—adico, lui e limitato su N e quindi e un valore assoluto ultrametrico. W

Osservazione 2.7. A questo punto siamo pronti per estendere il valore assoluto
p—adico a tutto Q,:

sia x € @p allora esiste un’estensione finita di Q, tale che € K; possiamo dunque
estendere il valore assoluto p—adico a tutto K e definire in modo univoco |z|; iterando
questo ragionamento per ogni r € Q, e sfruttando I'unicita dell’estensione del val-
ore assoluto per estensioni finite di @Q,, si ottiene l'estensione globale e ben definita
desiderata.

Bibliografia:
Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].
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Capitolo V
Il campo C,

V.1 Algoritmo di Newton.

Proposizione 1.1.
Sia A un anello e P € A[X], allora esistono polinomi P;, P, in A[X, Y] tali che:
P(X+h)=P(X)+h-P(X,h)=P(X)+h-P(X)+h*Py(X,h).

Dim: Supponiamo P(X) = > a, X", una somma finita,
allora P(X +h) =Y a,(X +h)" =3 a, X" +h>_ na, X" '+ h?- Py(X, h). |

Proposizione 1.2 (Algoritmo di Newton).

Sia P(X) € Z,[X] e x € Z, tale che P(z) =0 (mod p");
se k=v(P'(x)) < 5, allora y = Np(z) = v — ]f,((?) soddisfa:
1)P(y) =0 (mod p"*).

2)y =z (mod p"*).

3v(P'(y)) = v(P'(x)).

Dim: Poniamo P(z) = p"z, z € Z, e P'(x) = p*u, u € Z;

allora ¢ immediato che: y — x = _1];'((?) = —p"Ful;
in piu P(y) = P(z) — ]Ij,(&)) P'(z) + (y — x)*t e per la proposizione V.1.1 t € Z,,.

Di conseguenza P(y) = (y — x)* € p* %7, C p""Z,.

Infine P'(y) = P'(z + (y — z)) = P'(z) + (y — x)s = p"u + p"Fws = phv;

in particolare v = u + p"~*ws € u + pZ, C Zy;

quindi v(P'(y)) = k. -

V.2 Lemma di Hensel.

Teorema 2.1 (Lemma di Hensel).

Supponiamo che P € Z,[X] e x € Z, soddisfino P(z) =0 (mod p"),
allora se k = v(P'(r)) < %, esiste un’unica radice ¢ € Z, di P

tale che £ = x (mod p" %) e v(P'(£)) = v(P'(z)).

Dim: Esistenza: Sia xq = x e definiamo una approsimazione x; della radice,

sfruttando I’algortimo di Newton, che soddisfi z; = z¢ (mod p"~*)

e P(z1) =0 (mod p"™) e v(P'(z1)) = v(P'(x0)).

Similmente possiamo trovare un’approssimazione x, della radice che migliori I’approssimazione
71 e che soddisfi 2o = z; (mod pn~*+1)

e P(z) =0 (mod p*2) e v(P'(x3)) = v(P'(a1)).
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Iterando il procedimento ottieniamo una successione di Cauchy (z,), in Z, (spazio
ultrametrico completo) che converge in modulo p—adico ad un certo £ che verifica
P)=0e &=z (mod p**).

Unicita: Siano &, 7 due radici di P che soddisfano le condizioni richieste;

allora £ =7 (mod p"~*) e siccome n > 2k

alloran — k> k+1 e quindi £ =7 (mod p*+h);

ora P(n) = P(§) + P'(§)(n — &) + (n — §)*a

e da qui si ricava subito (n — &)(P'(§) + (n — &)a) = 0;

ma P'(§) + (n — &)a # 0, visto che il suo ordine ¢ superiore a k, dunque n =¢. W

Per i nostri futuri scopi, premettiamo una definizione:

Definizione 2.2. Definiamo O¢, = {z € C, : |z| < 1},
anello locale contenuto in C,,

e definiamo pc, = {z € C, : |z| < 1},

I'ideale massimale di Oc,.

Infine il quoziente O¢,/pc, € il campo residuo di C,,.

Osservazione 2.3. Questa costruzione e generale:
preso un campo ultrametrico K, si definiscono Ok e pk esattamente come sopra e
infine il campo residuo di K sara il loro quoziente.

Osservazione 2.4. Il lemma di Hensel vale anche per polinomi in Og[X], con K
estensione finita di Q,, e si ottiene come sopra, ovvero prendendo i risultati V.1.1.,
V.1.2, V.2.1 e piazzando al posto di Z, I'anello Ok.

V.3 Il campo @p.

Proposizione 3.1.
I1 campo Q,, chiusura algebrica di @QQ,, non ¢ completo.

Dim: Sia a = Z Carp",

n=1
ove n’ =n se (n,p) = 1, altrimenti n’ = 1.
Se per assurdo @, & completo, allora la serie, che & certamente di Cauchy,
convergera ad un elemento o € Q,;
allora a vive in un’estensione finita K di Q,;
supponiamo che ¢, € K,Vn < m;
possiamo assumere che p { m;

m—1
allora S =p ™ | a — Z Gup" | € Ke =, (mod p);
n=1

allora X — 1 =0 (mod p) ha soluzioni in K.
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Per il Lemma di Hensel, (siccome p{m ) K contiene una soluzione di X —1 =10
che & congruente a 8 (mod p), e quindi a (,, (mod p);

ora siccome le m—esime radici dell’unita sono distinte (mod p),

(vedi VI.1.3) segue che ¢, € K;

in piu per induzione (,, € K per tutti gli m non divisibili per p;

ma le radici dell’unita coprime con p sono distinte (mod p), (vedi sempre VI.1.3)
quindi quanto appena dimostrato ci dice che abbiamo infinite classi residue distinte
(mod p) nell’anello degli interi di K;

ma l'estensione K/Q, ¢ finita, e questo porta a una contraddizione. [ |

V.4 11 campo C,.

Definizione 4.1. Poniamo C, come il completamento rispetto al valore assoluto
p—adico di Q.

Proposizione 4.2.
I1 campo C, ¢ algebricamente chiuso.

Dim: Per prima cosa dimostriamo il seguente

Lemma 4.3 (Krasner).

Supponiamo K un campo completo rispetto ad un valore assoluto non-Archimedeo,
(ad esempio quello p—adico);

siano «, 8 € K, con a separabile su K(5).

Infine supponiamo che per tutti i coniugati, a; # «,

di a valgano le seguenti disuguaglianze:

|6 —al <]a—ai,

(ove | - | indica 'unica estensione del valore assoluto p—adico a tutto K)

allora K(a) C K(5).

Dim: Consideriamo 'estensione K(a, 5)/K(8) e sia L/K(S) la chiusura di Galois;
sia o € Gal(L/K(p)), allora o(f — a) = 8 — o(a);

per 'unicita dell’estensione del valore assoluto, abbiamo che:

|8 —o(a)] = |6 — a| <|a; — af, per tutti gli o; # a;

di conseguenza |a — o(a)| < max{|a — B|, |8 — o(a)|} < |ay — a;

da qui segue che o(a) = « e che quindi o € K(3). [

Ritorniamo ora alla dimostrazione della proposizione:

supponiamo che « sia algebrico su C, e sia f(X) il suo polinomio monico irriducibile;
siccome Q,, ¢ denso in C,, possiamo scegliere un polinomio monico g(X) € Q,[X]

i quali coefficienti siano molto vicini a quelli di f(X);

allora g(a) = g(a) — f(a) € molto vicino a 0;

scrivendo g(X) = H(X — B;), osserviamo che per qualche radice 5 di g(X) deve

j
accadere che |ov — (3| & piccolo;
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in particolare possiamo scegliere g(X) e poi # in modo che |a — | < |o — ay,
per tutti i coniugati «; di « (e distinti da «)
allora per il lemma di Krasner o € C,(8) = C,. [

Bibliografia:

I1 materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3],

per quanto riguarda 'algoritmo di Newton e il lemma di Hensel;

mentre la dimostrazione della non completezza di Q, e del fatto che C, ¢ algebrica-
mente chiuso, provengono da [4].

Per approfondire meglio tutti i concetti appena accennati nella definizione V.2.2,
vedere sempre [3] o [5], il primo capitolo, o ancora meglio [6].
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Capitolo VI

Radici dell’unita

Definizione 1.1. Con la scrittura p,e~(K), intendiamo 'insieme di tutte le radici
dell'unita in K di ordine una potenza del primo p ; con la scrittura ) (K) intendiamo
I'insieme delle radici dell’'unita in K di ordine coprimo con p; infine con la scrittura
#(K) intendiamo 'insieme di tutte le radici dell’unita in K.

Proposizione 1.2.
Sia K un’estensione ultrametrica di Q,;
allora pi,~(K) = pu(K) N (1 + px).

Dim: Per prima cosa, se ¢ € u(K) ha come ordine una potenza del primo p,
denotata con ( la riduzione di ¢ modulo pg,

allora (P =1=(" =1=(el+px,

siccome il campo residuo di K ha caratteristica p.

Viceversa, se ( € 1 + pg ha ordine n > 1, scriviamo ( =1+ &, con 0 < |£] < 1;
allora 1 = (1+&)" =1+4+¢&(n+&a),

che implica n + £a = 0 e che |n| = [£a] < [€] < 1, che implica p|n;

ora se n # p ripetiamo questi ragionamenti con (? al posto di (, che ha ordine % > 1;
alla fine troviamo che n € una potenza di p.

Corollario 1.3.

Se indichiamo con ¢ : Ox — Ok /pk,

la riduzione modulo pg, allora:

la restrizione di € a p(K) ha kernel i, (K);

¢ iniettiva su pi(p) (K): la distanza tra due distinte radici dell’unita

di ordine coprimo con p ¢ 1. Questo implica che tali radici hanno una riduzione mod-
ulo pg distinta. |

Proposizione 1.4.
1
La distanza tra due radici p-esime dell’unita, con p # 2 primo, ¢ |p|?-1.

Dim: Basta dimostrare che, presa ( radice p-esima dell’unita,
. 1
vale |1 — (| = |1 — (" = |p|?—T, per ogni indice i =1, ...,p — 1:
a tal proposito, fissata una radice primitiva ¢,
p—1
consideriamo il polinomio ciclotomico ¢,(X) = H(X — Y.
=1
p—1 '

Allora ¢,(1) =p = H(l - ¢

i=1
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ora ricordandoci dell’unicita dell’estensione del valore assoluto p—adico per le esten-
sione finite di @, e osservando che tutti i termini (1 — ¢*) sono coniugati tra loro,
otteniamo: |1 — ([P~ = |1 — [P~ = |p|, da cui la tesi. |
Tutto cio si puo generalizzare nella seguente
Proposizione 1.5.
Sia ¢ radice dell’'unita di ordine p’, t > 1;

1
Allora |¢ — 1| = |p|#@", con ¢(n) la funzione totiente di Eulero.
Dim: La lasciamo come esercizio al lettore. [

Bibliografia:
I1 materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].
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Capitolo VII
Gruppo di Galois assoluto di F,

VII.1 Limite proiettivo.

Definizione 1.1. Un sistema inverso di gruppo topologici su I € un oggetto della
forma (I, G;, mj;) tali che:

1) (I,>) & un sistema diretto,

ovvero un insieme parzialmente ordinato con un ordinamento > in cui per ogni coppia
a,b di elementi in I esiste un elemento ¢ € I tale che a <ce b <c.

2) G; € un gruppo topologico,Vi

(osserviamo che tale costruzione non vale solo per gruppi, ma si puo estendere facil-
mente ad anelli, moduli oppure si puo dare tale definizione solo per insiemi).

3) Per ogni i < jin I, mj; € un morfismo di gruppi topologici da G, ad G;,

tale che per ogni ¢ € I m; ¢ 'identita, e per ogni ¢ < j < k in [ si ha 7j; o m; = 7.

Definizione 1.2. Sia (G;); un sistema inverso di gruppi;

definiamo L = {(z;) € [[Gi | i < j = mji(x;) = x;};

infine dotiamo tutti i gruppi G; di una struttura topologica (al limite quella discreta)
e diamo a [] G; la topologia prodotto e ad L la topologia di sottospazio;

allora L e detto limite inverso dei (G; e viene indicato con L = 1&12@2

Osservazione 1.3. E possibile dare anche un’altra definizione,

utile in alcune occasioni, di limite inverso:

una successione (E,, ¢,), di insiemi e di mappe ¢, : E,,1 — F, ¢ chimata sistema
proiettivo.

Un insieme E con delle mappe ¢, : E — E, tali che ¢, = ¢, 0 ¥,,11, € chiamato
un limite proiettivo della successione (E,,, ¢,), se per ogni altro insieme X e per ogni
successione di mappe f, : X — E, con f, = ¢, o f,.1, esiste un unica mappa
f: X — FE tale che f,, =4, o f.

Le due definizioni sono collegate dal seguente

Teorema 1.4.
Per ogni sistema proiettivo (E,, ¢, )n>0 (secondo la definizione dell’osservazione VII.1.3)
¢’¢ un limite proiettivo £ = M”E" C H E,.
n>0
con mappe v, fornite dalle (restrizioni delle) proiezioni.
In piu se (E',},), ¢ un altro limite proiettivo della stessa successione,
allora esiste un’ unica biezione f : £/ — F tale che ¢}, = 9, o f.
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Dim: Proviamo in primis I’esistenza:

definiamo E = {(x,,) : ¢n(Tni1) = xn, V0 > 0};

se z € E allora ¢,,(pn11(2)) = pu(z),

quindi per le restrizioni 1, delle proiezioni p,, varra:

¢n © ¢n+1 = %

Dimostriamo ora che E verifica insieme alle sue mappe associate la proprieta univer-
sale:

sia £’ un altro insieme con delle mappe ¢/, : £/ — E,

che soddisfano ¢, o1, | = 7;

n

tali ¢/, definiscono una mappa vettoriale:

(W) B — I1 B

la relazione ¢, (1, () = ¥, (1),

mostra che I'immagine di (¢/) ¢ contenuta in E;

allora esiste un’unica mappa f : E' — E tale che ¢/, = ¢, o f,
e questa non ¢ nient’altro che la mappa (¢7,).

Rimane dunque da provare 'unicita:

se (F,,) e (E',1!) hanno la proprieta universale di fattorizzazione,

esiste un’unica mappa f': E — E' con ¢, =/ o f'.

Insieme a quanto scritto sopra si trova che ¢!, = 9! o f' o f,

ovvero che f’ o f & una fattorizzazione della mappa identita id : £ — F.

Siccome pero abbiamo assunto 'unicita di una tale fattorizzazione per la successione
(E!, @) otteniamo che [’ o f = id;

similmente si prova che f o f’ =id (stavolta su E). [

Corollario 1.5.

Quando tutte le mappe di transizione ¢, in un sistema proiettivo (£, ¢ )n>0 SONO
suriettive, il limite proiettivo (E, (1,)) di questo sistema ha mappe di proiezione v,
suriettive ed in particolare £ non e vuoto.

Dim: Per la costruzione di E' come sottoinsieme del prodotto [] E,,

¢ sufficiente dimostrare che se fissiamo una componente x,, € F,, troviamo in realta
un successione in £ che ha come componente n—esima proprio x,,;

basta scegliere un x, 11 € E,.1 con ¢, (T,41) = Tp

(ed & possibile trovarlo grazie alla suriettivita di ¢,,).

A questo punto si itera tale procedimento e si conclude utilizzando ’assioma numer-
abile della scelta. [ ]

Osservazione 1.6. Quando il sistema proiettivo (E,, ¢,)n>0 ¢ formato da spazi
topologici e da mappe di transizione continue, allora la costruzione appena fatta
mostra immediatamente che anche il limite proiettivo sara uno spazio topologico con
mappe di proiezione continue con la proprieta universale di fattorizzazione attraverso
una mappa continua.

Quando tutti gli £, sono di Hausdorff, il sottospazio @TLE” ¢ di Hausdorff (perché
sottospazio del prodotto cartesiano degli F,, che sara di Hausdorff) ed & chiuso:
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e 'intersezione di tutti gli insiemi chiusi definiti dall’ uguaglianza delle mappe con-
tinue p, con le mappe continue ¢,, o p,.1.

Proposizione 1.7.
Un limite proiettivo di spazi non vuoti e compatti € non vuoto e compatto.

Dim: Sia (K,, ¢,) un sistema proiettivo composto da spazi compatti.

Il prodotto [ K, € un compatto e siccome il loro limite proiettivo & un suo sottospazio
chiuso e anche esso compatto.

Definiamo ora gli insiemi:

K1/1 = ¢n(Kn+1> 2 K’;{ = (ﬁn(Kvlﬁ-l) 2

e sia L,, la loro intersezione.

Siccome tali spazi sono compatti e non vuoti, anche L,, sara non vuoto.

In pit ¢,(Lypy1) = Ly, € le restrizioni delle mappe ¢,, agli insiemi L,, formano un
sistema proiettivo con mappe di transizione suriettive:

tale sistema ha un limite non vuoto.

Ma siccome @nLn - LmnKn, la proposizione e dimostrata. [ |

Corollario 1.8.
Un limite proiettivo di insieme non vuoti finiti & non vuoto. [

Proposizione 1.9.

In un limite proiettivo £ = @nEn di spazi topologici,

una base per la topologia & costituita dagli insiemi (U, ), per n > 0,
ove U, e un aperto arbitrario di F,,.

Dim: Prendiamo una famiglia z = (z;) nel limite proiettivo,

e dimostriamo che gli insieme aperti sopra menzionati che contengono x
formano una base di intorni aperti per questo punto:

se prendiamo due insiemi aperti V,, C E, e V,,_1 C E,,_1

le condizioni x,, € V,, e x,,_1 € V,,_1,

portano a ¥, (z) =z, € V, N ¢, (V,_1).

Chiamiamo U,, = V,, N ¢,,*,(V,,_1), insieme aperto di E,,.

Allora la condizione precedente & equivalente a x € ¥, 1(U,).

Per induzione, si puo dimostrare che un base di insiemi aperti nel prodotto

n<N n>N

(H V, X H E, | ha un’ intersezione con il limite proiettivo della forma ¥y (Uy),
per qualche insieme aperto Uy C Ey. [ |

Osservazione 1.10. Supponiamo che il sistema proiettivo (G, ¢,), € formato da
gruppi G,, e omomorfismi ¢, allora il limite proiettivo G = @nGn € un gruppo non
vuoto (contiene la stringa elemento neutro (e,e,...) ) e le proiezioni ¢, : G — G,
sono omomorfismi.
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Esempi 1.11.
1) 11 limite proiettivo di E,, = H X;, con X; spazi topologici,
0<i<n
e omeomorfo al prodotto H X;.
i>0
Infatti le proiezioni canoniche HXZ' — FE,, forniscono una fattorizzazione continua
i>0
e biettiva H X, — lé'_mnEn,
j >
che e una ;I_l(;ppa aperta vista la definizione di insiemi aperti nei due spazi.

2) La mappa Z, — L Z/p"Z,
che prende z = Z a;p' e lo manda in (z,), con z,, = Z a;p' (mod p"),

>0 i<n
definisce un isomorfismo di anelli topologici:
Infatti le mappe di transizione ¢,, sono date da:
Z a;p’ (mod p") — Zaipi (mod p");
i<n+1 i<n
questo mostra che nella costruzione del limite proiettivo la successione (z,,) € esatta-
mente la successione delle classi delle somme parziali di x.
le relazioni:
T1 = Qg, Tg = Qo + ap,...
eay =1y, ag = %,...
mostrano che la fattorizzazione Z, — l&an/ p"Z & biettiva e quindi definisce un
isomorfismo algebrico.
Infine siccome essa € una mappa continua tra uno spazio topologico compatto a uno
di Hausdorff, &¢ anche un omeomorfismo.

Definizione 1.12. Un gruppo profinito ¢ un gruppo G = @niGi,
per un certo sistema inverso di gruppi topologici Gj.

Osservazione 1.13. Dalla definizione VII.1.12 e dal secondo esempio VII.1.11, si
deduce che Z, ¢ un gruppo profinito.

Lascio come riflessione personale le seguenti proposizioni:
Proposizione 1.14.
Un gruppo € profinito se e soltanto se esiste una base di intorni del suo elemento

neutro composta da sottogruppi normali di indice finito.

Proposizione 1.15.
Un gruppo e profinito se e soltanto se & compatto e totalmente sconnesso.
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VIIL.2 1l gruppo di Galois assoluto di un’estensione di Galois.

Sia E/IF un’estensione di Galois di campi, e sia G = Gal(E/F).
Sia poi (K;,7 € I) la famiglia di tutte le estensioni di Galois finite di F contenute in
E. Allora E = U K;:

Infatti U K; C E.

Inoltre se = € E, allora la chiusura normale FV (x) di F(z) & un’estensione finita per-
ché e ottenuta aggiungendo a [F tutti i coniugati di x, che sono algebrici su F ¢ stanno
in [E.

Inoltre FY (z)/IF & separabile perché ¢ una sottoestensione di E.

Quindi # € F¥(x) C E che ¢ dunque di Galois finita, e questo ci da l'altra inclusione.
Poniamo ora G; = Gal(K;/F);

Vogliamo dimostare che i G;, insieme ad un’opportuna famiglia di omomorfismi, for-
mano un sistema inverso di gruppi, di cui e possibile calcolare il limite inverso.
Osserviamo quindi:

1) Se K; C K, allora abbiamo un naturale omomorfismo tra gruppi di Galois

i 1 Gj — Gi.

2) Se 41,19 € I, allora K; K;, = K;, per un certo j € I, e quindi K;,, K;, C K;.

A questo punto per ottenere un sistema inverso basta prendere la terna (I, G;, 7;;),
dove su I consideriamo la relazione 7 < j & K; C K;.

Con queste notazioni abbiamo la seguente:

Proposizione 2.1.

dove Iisomorfismo ¢ un isomorfismo di gruppi.

Dim: Per ogni ¢ € I, abbiamo un omomorfismo di gruppi 6; : G — G;.
Questi inducono un omomorfismo di gruppi 6 : G — H G

definito ponendo 0(z) = (0;(x));;

Ovviamente 0(G) C L = %mle

Facciamo vedere ora che 6 definisce un isomorfismo di G con L.

Sia quindi g # 1 in G.

Allora esiste = € E tale che g(z) # z, e supponiamo = € K; per un certo i.
Pertanto (0(g)); € G; manda z in g(x), quindi #(g) non ¢ 'identita in [[ G;.
Dunque @ ¢ iniettiva.

Sia ora (g;) € L. Se x € E e x € K;, poniamo g(x) = g;(z).

Questa € una buona definizione: (g;) sta in L,

quindi se K; NK; # () allora g; e g; coincidono sull’intersezione.

Quindi abbiamo ben definito una mappa da E — E che lascia fisso F.

Ma chiaramente 6(g) = (g;), quindi € ¢ anche surgettiva. ]

Usiamo l'isomorfismo 6 utilizzato nella dimostrazione della proposizione precedente
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per mettere una topologia su G.

In questo modo G = Gal(E/F) & un gruppo profinito, e se poniamo U; = Gal(E/K;),
(U;) definisce un sistema fondamentale di intorni aperti di 1: sappiamo come sono
costruiti gli intorni aperti di 1 nel H G;.

Consideriamo quindi I'applicazione Zcomposta G — @ZGZ — G

(la prima tramite 6, la seconda tramite proiezione).

Allora un sistema fondamentale di intorni aperti di 1 sara dato dai nuclei di queste
applicazioni al variare di .

Ma, dato 7, il nucleo di questa applicazione non e altro che 'insieme degli elementi
di G che sono l'identita sul campo fissato da G;, cioe K;, da cui si ottiene quello che
volevamo.

VIL.3 Il gruppo di Galois assoluto di F,.

Osservazione 3.1. Per quanto detto sopra deriva facilmente che:
Gal(Fg~ /Fy) = lim;Gal(Fy /Fy), con ¢ = p", p primo e n € N.

Prendiamo ora il morfismo di Frobenius:

0 Fgoo — Fyoo,

definito come o(a) = a?, con ¢ = p", p primo e n € N.

Allora Gal(F, /F,) ¢ ciclico di ordine ¢ generato dalla restrizione del morfismo di
Frobenius a Fgi, che indichiamo con o;;

In pit osserviamo che F,; D F i & i[j

e in tal caso il morfismo di restrizione manda o; — o;.

Allora abbiamo ottenuto che:

Proposizione 3.2.
Gal(Fy [F,) = @iZ/iZ,
ove si prende come ordinamento su N\ {0} la divisibilita.

Per concludere, dimostriamo il seguente

Teorema 3.3
LHMZ/ 7 = H Z,, al variare dei primi p.
p

Dim: Sia P = H Z, e consideriamo le mappe f; : P — Z/iZ da definire;

P
mostriamo che (P, f;) € un limite proiettivo del sistema (Z/iZ);:
sia i € NT; allora possiamo scrivere i = H pr(®).

P
con gli v,(7), interi positivi, quasi tutti nulli;

sappiamo poi che Z/iZ = H Z/p””(i)Z;

p
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quindi poniamo: f; : P — H 7./p"*DZ = 7./i7 (ove la prima mappa & la proiezione).

P
Tali f; sono compatibili con le proiezioni f;; : Z/jZ — Z/iZ, quando i|j.

Per definizione degli f;, la topologia di P e proprio la meno fine tra le topologie per
cui tutti gli f; sono continui.

Per concludere basta mostrare che (P, f;) & un limite proiettivo del sistema (Z/iZ);
nel senso degli anelli:

sia R un anello e h; : R — Z/iZ, un morfismo, compatibile con gli f;;;

allora usando degli isomorfismi come prima si ottengo delle mappe

hip: R — Z/pW7Z,

compatibili con gli omomorfismi di restrizione del sistema proiettivo (Z/p"Z),en:.

Al variare degli indici ¢ gli h;, definiscono un morfismo di anelli:

hy,: R — T&lyZ/p”Z = Zy;

infine al variare di p si ottiene un morfismo di anelli: h: R — P.

Tale h soddisfa h; = f; o h.

Siccome poi gli h;;, sono univocamente determinati dagli h;, anche h lo sara. [

Da qui deduciamo il seguente

Toerema 3.4.
Sia F un campo finito;
allora Gal(F/F) = HZP, come gruppi topologici;
p
in piu tramite questo isomorfismo, o corrisponde a (1,1, ...),
che ¢ una copia di Z nel prodotto;
dunque il morfismo di Frobenius non genera tutto il gruppo di Galois assoluto di un
campo finito ma genera solo un sottogruppo denso in esso. [ |

VIL.4 Fpe € il campo residuo di C,.

Vale il seguente

Teorema 4.1.
O(Cp/p(cp — Fpoo

Dim: Iniziamo con la seguente

Proposizione 4.2.
Il campo residuo di @@, ¢ una chiusura algebrica di F,,.

Dim: Siccome ogni elemento x € @p genera un’estensione finita K/Q,,
allora il campo residuo di K ¢ un’estensione finita di F;

questo prova che il campo residuo di @p ¢ un’estensione algebrica di [F),.
Viceversa, se £ # 0 ¢ algebrico su F,, appartiene al gruppo ciclico F,(£)*
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e di conseguenza ¢ una radice dell’unita di un ordine m coprimo con p;
consideriamo allora I’estensione ciclotomica Q,(tm);

se ( # n sono due radici m—esime dell’unita,

allora |( —n| =1 e le riduzioni di ¢ e di n sono distinte (vedi VI.1.3);

quindi il campo residuo di Q,(p,,,) contiene m distinte radici m—esime dell'unita e
quindi contiene anche &. |

ora concludiamo la dimostrazione del teorema:

sicuramente vale Og, /pg, € Oc,/bc,;

per dimostrare che sono effettivamente uguali basta usare la densita:

infatti preso un elemento [z] € Oc,/pc,, con = € Oc,, per la densita di Og, in Oc,
posso trovare un ' € Og, tale che |z — 2| < 1 in Cp, ovvero x — 2’ € pc, e dunque
[z] = [+]. o

Bibliografia:

Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].

Per quanto riguarda il gruppo di Galois assoluto di un estensione di Galois, e per
quanto riguarda il gruppo di Galois assoluto del campo F,, vedere [7].
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Capitolo VIII

Caratteri additivi

Definizione 1.1. Sia K un campo e ¢ : F, — K* un omomorfismo di gruppi;
allora v si dice carattere additivo.

Proposizione 1.2.

Sia G un gruppo e K un campo;

ogni insieme di morfismi distinti da G in K, ¢ linearmente indipendente nel K-spazio
vettoriale di tutte le funzioni G — K.

Dim: Siccome l'indipendenza lineare di una qualsiasi famiglia riguarda solo i suoi
sottoinsiemi finiti,

possiamo direttamente lavorare con un insieme finito di morfismi distinti:

lavoriamo allora per induzione sul numero di morfismi 1);;

certamente la relazione di indipendenza e vera per un solo morfismo;

supponiamo che sia vera per ogni n — 1 distinti morfismi e consideriamo n distinti
morfismi ;;

partiamo dalla relazione di dipendenza: Z app(x) =0, con x € G e oy € K;
k=1
moltiplichiamo per ¥;(a),a € G e otteniamo:

n
Zakwl(a)wk(l’) = 0.

]%:;ﬂtra parte, rimpiazzando x con ax nella relazione di dipendenza, otteniamo:
Z () (r) = 0;

(’;Zzi sottraiamo queste due equazioni:

> an(i(a) = ¢r(a))ii(x) = 0.

k=2

Per induzione tutti i coefficienti di questa combinazione devono annullarsi e siccome
possiamo sempre trovare un a € G tale che 1(a) # ¥,(a), troviamo che a,, = 0 e
usando di nuovo l'induzione si ottiene che a; = 0,V1 <17 < n. [ |

Proposizione 1.3.

Sia F un campo finito e 7 : F — K*

un carattere additivo non banale; allora ogni altro carattere additivo 1) ¢ della forma:
¥(x) = 7(ax), per qualche a € F.

Dim: L’identita 7(a(x +y)) = 7(az) + 7(ay),
mostra che x — 7(ax) ¢ un carattere additivo;

in piu la mappa a — 7,
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con 7,(x) = 7(ax),

¢ un morfismo: 7,44(z) = 7(ax + bzx) = 7(azx)7(bx) = T, (2)TH(2);

e anche iniettivo: 7 & un carattere non banale,

dunque 7,(x) =1 = a=0.

L’insieme dei caratteri (7,), costituiscono una base dello K—spazio vettoriale delle
funzioni F — K*;

ogni carattere additivo deve stare in questa famiglia,

a causa della proposizione precedente. [ |

Bibliografia:
Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].
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Capitolo IX
Serie formali

1X.1 L’anello delle serie formali.

Definizione 1.1. Sia A un anello commutativo unitario non nullo,

esia f(X) = Z a, X" una serie di potenze formale;
n>0
definiamo lordine della serie come il numero intero positivo:
w=w(f)=min{n € N: a, # 0}, con la convenzione w(0) = oo.
tale w verifica la relazione w(f + g) > min{w(f),w(g9)},
con uguaglianza se gli ordini di f e g sono diversi.
In pit w(z"f) = n+ w(f), che mostra che:
{fw(f) > n} = XA[X]].
In piu siccome A[[X]]/X"A[[X]] = A[X]/(X™),
abbiamo anche A[[X]] = lim, A[X]/(X"),
e l'anello A[[X]] appare come completamento di A[X] per la topologia in cui gli ideali
(X™) formano un sistema fondamentale di intorni di 0.
Infine se A non ha zero divisori, vale anche w(fg) = w(f) + w(g).

Lemma 1.2.
Se A ¢ un dominio, allora A[[X7, ..., X,,]] ¢ un dominio.

Dim: Infatti se w(f) # oo e w(g) #
allora w(fg) # oo, quindi A[[X]] & un dominio;
a questo punto si itera la costruzione. |

IX.2 Derivata di serie.

Definizione 2.1. L’operatore di derivata formale ¢ definito ponendo:

DO aX*) =) kapX*,

k>0 k>1

e soddisfa D(fg) = D(f)g+ fD(g).

Osservazione 2.2. Siccome w(D(f)) > w(f) — 1, si ha che tale operatore ¢ an-
che continuo rispetto alla topologia in A[[X]] definita precedentemente.

In piu osserviamo che, siccome Dkg!(n) = (Z) Xk,

se indichiamo con f(0) il termine costante della serie di potenze formali f(X) =
Zaka, allora vale: w = ay.

k>0
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Osservazione 2.3. Supponiamo di avere un campo K completo rispetto ad un

valore assoluto ultrametrico, allora una serie f(X) = Z ar X" con a;, € K, converge
k>0

precisamente quando il suo termine generale converge a 0 (vedi IV.1.6).

Ora se r > 0 ¢ tale che |a,|r™ — 0, allora la serie converge almeno per |z| < 7 e in

tal caso otteniamo una funzione da B<,(0) in K.

IX.3 Il raggio di convergenza.

Definizione 3.1. Il raggio di convergenza di una serie di potenze f = Z%X "
n>0

avente coefficienti in un campo K, ¢ quel numero 0 < r; < oo

definito da ry = sup{r > 0 : |a,|r™ — 0};

si vede facilmente che ry = sup{r > 0 : (|a,|r"), ¢ limitata }.

Proposizione 3.2 (Hadamard).
Il raggio di convergenza di f = Z a, X" é:
n>0

1

lim sup |ay,
n—o0

r

n

Dim: Sia r; definito come nella formula di Hadamard;

se |x| > r; abbiamo lim sup |x||ak|é = |z| - — > 1;
n—oo >n T'f

quindi la successione decrescente sup |z||ag|* € piu grande di 1 e per infiniti valori di
k>n

k abbiamo |a||z|* > 1, ovvero il termine generale di f non tende a 0 e la serie che
definisce f diverge.

. : . 1 .
Se |z| < ry, scegliamo un 7 : |z| < r < 7y e siccome: lim supr|a;|* < 1, possiamo
n—oo k>n

scegliere un N opportuno in modo che sup 7’|ak|é <1
k>n
Di conseguenza |a|r¥ < 1 per tutti i k > N

il

k
4 = Jarlr* (5) < B =0, (b o0);
quindi il termine generale della serie di f tende a 0 e la serie converge. [

e |agx

Esempi 3.3.
1) Il raggio di convergenza di Z Xteryp=1
n>0
tale serie diverge per |z| = 1, siccome il termine generale non tende a 0.

2) Ogni serie della forma: f = Z a, X" € Z,[[X]], ha raggio di convergenza r; > 1;
n>0

ad esempio (1 + X)* = Z (a)X", con a € Zy,.
n

n>0
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n

P
3) Invece la serie Z —— ha i coefficienti che tendono all’infinito (in modulo) ma ha

n>0 p
raggio di convergenza uguale a 1
(in particolare converge se e soltanto se |z| < 1).

Proposizione 3.4.

Siano f e g due serie di potenze formali convergenti, a coefficienti in un campo K,
estensione completa di Qy;

allora il loro prodotto fg € una serie convergente;

pitl precisamente 7y, > min{rys, ry4};

in pin vale (fg)(z) = f(x)g(x), per |z| < min{rg, ry}.

Dim: ¢ una diretta conseguenza del seguente

Teorema 3.5.

Siano f(X) = a,X" e g(X)=> b, X"
n>0 n>0
due serie di potenze tali che a,,,b, — 0 (n — o0);

allora (fg)(X) = chX”, ove ¢, = Zakbn_k — 0.

In piu vale (fg)(xgbZi f(z)g(z) per |xT:§O 1.

Dim: Rimpiazzando a,z" con a, e similmente b,x™ con b,
si vede che e sufficiente considerare il caso x = 1;
sia ¢, come sopra, allora dobbiamo provare la seguente affermazione:
se Z a, e la Z b,, convergono,
n>0 n>0

allora anche la E ¢, converge e vale:

n>0
E Cp = g Qp, * E by,:
n>0 n>0 n>0

siccome in K la moltiplicazione & continua,
allora Zai-ij —Zai : ij — 0 (N — o0);
i>0 §>0 <N j<N
Ora mostriamo che
Zai-ij—ch—)O:
>0 7>0 k<N
scegliamo un N sufficiente grande in modo che |a;| < ¢, |b;| < e per i > N
la differenza Z a; - Z b — Z cx ¢ la somma di vari termini a;b; con i 4+ j > N;
i<N  j<N k<N
il contributo di questi termini ¢ minore o uguale a Ce, se C' ¢ una costante opportuna
che maggiora i moduli dei coefficienti delle serie e se N > 2N, in modo che almeno
un indice tra i e j sia maggiore di N.. |
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Corollario 3.6.
Sia r > 0, I'insieme delle serie di potenze formali f(X) = Z an X",
n>0
tali che |a,|r™ — 0, ¢ un anello;
in piu per ogni # € B, la mappa valutazione f — f(z) ¢ un omomorfismo da
questo anello al campo base K. |

Esercizio 1. Per ogni polinomio f il raggio di convergenza della composizione f o g
e >rgevale (fog)(z) = f(g(z)) per |z] <r,.

Proposizione 3.7

Il raggio di convergenza di f(X Z a, X" e della sua derivata formale
n>0
D(f)(X) = ZnanX”_l ¢ lo stesso: 7y = rp(p).
n>1

Dim: Proviamo questa proposizione quando il campo ¢ un’estensione di Q, o di
R con un valore assoluto normalizzato:

. 1
sappiamo che + < |n| < n per n € N e anche che n*n — 1, (n — 00).

1
Questo prova che limsup |na,|»—T = lim sup |nan|% = lim sup |an|%. |
n—oo n—oo n—oo

Osservazione 3.8. Anche se il raggio di convergenza di f e di Df e lo stesso,

diciamo r, il comportamento delle due serie sulla sfera S, = {z : |z| = r} puo es-
sere diverso: ad esempio, la serie f(X ZXP ha raggio di convergenza ry =1 e
n>0

diverge su |z| = 1; mentre la sua derivata D(f)(X) = Z:p"Xpn’1 converge in |z| = 1.
n>0

IX.4 Composizione di serie formali.

Osservazione 4.1. Supponiamo ora di avere f, g € K][z]], con ¢(X) € XK][[X]];
allora w(g™) >nese f(X)= ZanX",

nZO

allora f(g Z an(g = Z YY",

n>0 n>0
¢ ben definita siccome la famiglia (a,(g(Y"))"), ¢ sommabile: la determinazione dei

coefficienti ¢,, coinvolge solo un numero finito di termini.

Osservazione 4.2. La sostituzione X = g(Y’) fornisce un omomorfismo:

f(X) — (fog)(Y), che manda 1 in 1 e che ¢ continuo rispetto alla topologia metriz-
zabile che vede gli ideali X*K[[X]] come sistema fondamentale di intorni di 0,
siccome w(f) >k = w(fog) > k.

Osservazione 4.3. ¢ facile verificare la seguente identita:

(f1f2) og=(f1 OQ)(fz Og)>

se g ¢ una serie formale con w(g) > 1.
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Di conseguenza si trova (per induzione) che f"og = (fog)",n > 1.

Proposizione 4.4.
Siano g e h due serie di potenze formali con ordine strettamente positivo;
allora per ogni altra serie di potenze formali f abbiamo:

(fog)oh=fol(goh).

Dim: Entrambi i lati sono ben definiti e sono uguali se f(x) = 2",
siccome in tal caso fog = g";

di conseguenza la proposizione ¢ vera per ogni polinomio f (per linearita);

infine il caso generale f(X Z a, X" segue da:
n>0
Fogoh=(Ymg)oh = aloh =Y aigory =fogon.  ®
n>0 n>0 n>0

Teorema 4.5.
Sia f(X Z a, X", allora le seguenti sono equivalenti:
n>0

1)3g € K[[X]] con g(0) =0 e (fog)(X) = X.
2)ag = f(0) =0ea; = f(0) #0.

Quando loro sono soddisfatte allora ¢’eé un’unica serie formale g che soddisfa la pro-
prieta 1) e che in aggiunta soddisfa anche (go f)(X) = X.

Dim: 1) = 2): Se g(X Z by X™,
m>1
allora 'identita (f o g)(X) = X puo essere riscritta piu esplicitamente come:
Zang(X)” =ag+ab X +X*(..) =X,
n>0
che implica ag = 0,a; # 0.
2) = 1): l'uguaglianza (f o ¢)(X) = X richiede che a;b; = 1 e che il coefficiente di

X" in Zak(g(X))k si annulli (per n > 2).

k=1
I1 coefficiente di X™ ¢ della forma a,b,, + P, (az, ..., ap, b1, ..., by_1),
con P, polinomio con coefficienti interi;
siccome a; # 0 si puo dividere per esso nella relazione scritta sopra e ricavare b,,.
In questo modo riusciamo a costruire 'inversa g desiderata.
Infine se f soddisfa 2) e g & scelta come in 1),
allora by =0 e b = é, allora applicando il teorema a g,
possiamo scegliere una serie h tale che (g o h)(X) = X;
allora h(X) = (f o g) o h(X) = f o (g0 h)(X) = f(X),
che implica go f(z) = go h(X) = X. |

Osservazione 4.6. ¢ facile verificare la seguente identita:
D(fg) = D(f)g + fD(g), per f,g € K[[X]];

42



da qui si ricava che (se f = g):

D(g?) = 2gD(g) e per induzione D(g") = ng" ' D(g)
e per linearita D(f o g)(¥) = D((g(¥)))D(g(Y),
per tutte le serie g € YK][Y]] e i polinomi f € K[X].

Teorema 4.7 (Regola della catena).
Siano f e g due serie di potenze formali con g(0) = 0;
allora vale D(f o g)(Y) = D(f(9(Y)))D(g(Y)).

Dim: Fissiamo g e facciamo variare f in K[[X]];

allora w(f) > k= w(fog)>k=w(D(fog))>k—1,
cw(f) 2k =w(D(f)) 2 k=1=w(D(fog)(Y)) =w (D(f(g(Y))D(9(Y)))) = k—1;

tutto cio implica che lidentita D(f o g)(Y) = D(f(g9(Y)))D(g(Y)), valida nel sot-
tospazio denso dei polinomi, si estende per continuita a tutto K[[X]]. |

IX.5 La crescita del modulo.

Definizione 5.1.
1) Poniamo M, (f) = mgg)({]an]r"}.

2) Diciamo che r € [0,7) ¢ un raggio regolare se M,.(f) = |a,|r"
per esattamente un indice n;

(in tal caso il monomio a,r™ ¢ detto dominante).

3) r si dice raggio critico se per almeno due indici distinti n

vale 'uguaglianza M,.(f) = |a,|r".

Osservazione 5.2. Per definizione |f(z)| < M,(f), se |z| =1 < ry,
con 'uguaglianza per tutti i raggi regolari r.

Lemma 5.3.
Sia ¢, > 0 una successione di numeri reali positivie 0 < R < 0o
tale che per ogni r < R, ¢,r™ — 0.

Allora la mappa r — M (r) = sup ¢,,r"
n>0

e continua e convessa nell’intervallo I = [0, R),

liscia eccetto su un insieme discreto A = {r; <ry < ...} C I.
In piu tra due valori consecuti di A,

M coincide con un singolo monomio ¢,,r™.

Dim: Sia 0 <r < R;

dimostrare che la mappa r — M (r) & continua e convessa nell'intervallo I = [0, R),
¢ un facile esercizio che lasciamo al lettore.

Ora siccome ¢,r™ — 0, ¢’e un intero m > 0

tale che ¢, r™ = max Cnr™ = M(71).
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Se N>me0<s<r, allora:

enrN < ™ :>CN N- m<1:>CN N=m 1 = cnsN < cps™

Di conseguenza, Solo un numero ﬁmto di monomi,

quelli per cui N < m, possono competere con c¢,,s™, per s < r;

i raggi critici s < r sono particolari soluzioni di s/~¢ = E—J, (0<i<j<m).
L’insieme A é finito o consiste di una successione crescente convergente a R. [

Corollario 5.4.

Ogni serie di potenze convergente e non nulla f ha solo un numero finito di raggi
critici minori di un qualsiasi r < ry, mentre i raggi regolari formano un insieme denso
in [O, r f). [

Corollario 5.5 (Teorema di Liouville).

Sia f(X) € K[[X]] con raggio di convergenza infinito.

Se la funzione |f| ¢ limitata su K e |K*| & denso in R, allora f ¢ costante.

Piu precisamente, se esiste una costante C' > 0 e un numero naturale N € N tali che:
|f(z)| < C|z|V, per ogni z € K con |z| > ¢, allora f ¢ un polinomio con deg(f) < N.

Dim: Scriviamo f(x) = Z anx";
n>0
abbiamo |a,|[r™ < M, (f) = | f(2)|jz1=r < CrN
se r > ¢ ¢ un raggio regolare;
ma dal lemma e dal fatto che |K*| ¢ denso in Rxy,
questo accade almeno per una successione di valori r; = |z;| = 00, z; € K;
per tale successione accade che |a,| < er-v .
Mandando j — oo, troviamo a,, = 0,Vn > N;
questo prova che f e un polinomio di grado al piu V. [ |

Teorema 5.6.

Siano f e g due serie di potenze con g(0) = 0;
se |z| <1y e My (g) <ry,

allora 77,5 > |z| e vale (f o g)(x) = f(g(x)).

Dim: Supponiamo che z € K soddisfi la condizione |z| = r;

ricordiamo che se f(X) = ZanX” eg(Y)= anY”,

n>0 n>0
la serie (fog)(Y) = Z YY"
n>0
¢ ottenuta raggruppando potenze uguali nello sviluppo di Z an(g(Y))".
n>0

Definiamo i polinomi fy (X g a, X",
0<n<N

allora la formula (fy o g)(z) = fn(g(x)),
¢ valida se |z| < ry, per l'esercizio 1.

Sia y = g(z);
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siccome [y| = [g(x)| < M,(g) <ry, abblamo fy(y) = f(y) (N — 00);
resta da dimostrare che (fy o g)(z) = (f o g)(x).

Scriviamo (fy o g)(Y) = Z G (N)Y*,
k>0
allora ((f — fn)og)(Y) = Z (N)Y*®, con i coefficienti ¢;, che verificano:

k>N
g = (N)+(N) ecp=c,(N)perk<N.

Ricordiamo che (f o g)(Y) = (fx o g)(Y) = Y _ an(g(¥))" = > f(N)Y*,

n>N k>N
¢ ottenuta raggruppando i monomi dello stesso grado.

Ogni monomio in (g(Y))™ & una somma di prodotti di » monomi in g(Y),
quando lo valutiamo in un punto y con p = M, (g),

il suo valore assoluto ¢ minore o uguale a p".

Scegliamo ora un y € C,, con:

1) |z] =r < |y| < 1y, in modo che g(y) sia ben definito.
( Infatti possiamo trovare in C, un elemento y tra r e ry perché |C;| ¢ denso in R.o:
infatti basta mostrare che |Qy| ¢ denso in Rsg:
sia z € Q, \ Q,, allora = soddisfa un’equazione polinomiale
n

della forma Z a;x' =0, con a; € Q, en >2;

=0

per il principio di competizione devono esistere due indici i # j

tali che |a;2"| = |a;27| # 0 e quindi |z~ = % € p?%, da cui |z| € p7i%;
questo significa che |Q3| C p%;

viceversa, siccome il polinomio X¢ = p, con radice 7, = p%, ¢ di Eisenstein,
il campo Q,(m.) definisce un’estensione algebrica di grado e su Qy;

di conseguenza possiamo scrivere Q, = U Qp(m.) e trovare che |@;| D U p%Z =<

3 e>1 e>1
Osserviamo che Q) ¢ denso in C}
e quindi possiamo concludere che |C;| = p? ).

2) lg(y)| < M, (g9) = p <7y, in modo che f(g(y)) ¢ ben definito.
( Questo ¢ possibile dalla continuita della mappa t — M;(g)
e dal fatto che M,(g) <ry ).
Allora abbiamo |c}(N)y*| < sup |a,|p™ — 0, (N — o0);
n>N

questo mostra che la successione (c;y*); vive nella chiusura dell’insieme costituito
dalla successione (c},(N)y*)x;

ma per ogni N, la successione ¢, (N)y* — 0, (k — o0)

e lo spazio delle successioni che tendono a 0 ¢ completo;

quindi anche ¢y — 0, 705 > |y| > ||,

e anche (f o g)(y) — (fv 0 9)(y) = 0. u
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1X.6 Zeri di serie formali.

Sia K estensione completa di Q,, e sia O = B<;(K);
sia f(X ZanX” € K[[X]] tale che r; > 0.

n>0

Proposizione 6.1
Sia f = ZanX" € O[[X]] una serie di potenze con a,, — 0, (n — 00);
n>0

sia a € O; allora esiste una serie di potenze formali g tale che:
f(X) = fla) + (X —a)g(X);
in piu g(X) = anX” con b, -0, (n = 00) ery >ry.

n>0
Dim: Rimpiazzando f con fi(X) = f(aX),
siccome anche il coefficiente n—esimo di f; tendera a zero,
possiamo supporre direttamente a = 1:
I'equazione f(X) = f(1)+ (X — 1)g(X) ci porta alle seguenti identita:
aozf(l)—b(), an—bn 1 — b
da qui ricaviamo by = —ag = Z a; e b, =b,_1 — ay,

>0
e per induzione b, = Z a;.
>N

Di conseguenza |b,| — 0.
Se 7y = 1 abbiamo concluso;
altrimenti se ry > 1 prendiamo un qualsiasi 7 > 1 con r < ry, cosi che |a,|r™ — 0;

quindi esiste una costante ¢ > 0 tale che: |a,|r" < ¢
c

1
allora il |b,| < sup|a;| < ¢sup— = —;
rntl

>n i>n Tt
da qui ricaviamo che la successione (|b,|r"), ¢ limitata, e quindi r, > r.

Facendo crescere r verso 7y, troviamo che ry > ry. [ |

Teorema 6.2 (Strassman).
Una serie di potenze f(X) = ZanX” € O[[X]],

n>0
con a, — 0 ha solo un numero finito di zeri in O.

Dim: Occupiamoci in primis degli zeri sulla sfera unitaria:
definiamo p := min{n : |a,| = sup la;|} < vi=sup{n:|a,| = sup |la;| }.
Se = v allora f non ha zeri sulla sfera unitaria.
( Se ci fossero zeri z con |z| =1 allora Z apz™ =0
n>0

ma allora |a,| = | Z a,x"| e questo & assurdo ).

n>0,n#p
Mostreremo piu precisamente che f ha v — p zeri (contati con la loro molteplicita)
sulla sfera unitaria.
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Supponiamo v > 1 e f(a) = 0 per qualche a : |a|] = 1.

scriviamo f(X) = (X — a)g(X) con g € O[[X]] tale che il suo coefficiente n—esimo
tende a 0 (tale fattorizzazione deriva dalla proposizione 1X.6.1);

riduciamo modulo p = B.1(K) e otteniamo:

f(X) = (X —a)g(X), nel campo residuo.

Allora deg(f) = 1+ deg(g), w(f) =w(g), v =14 vy, = p1g.

Quindi v — 1 > vy — pg;

Osserviamo che ogni altro zero b # a di f ¢ anche zero di g;

ora se v = (1 + 1 abbiamo v, = p, e quindi g non si annulla su O*;

in questo caso f ha solo uno zero in O* e v = pu + 1.

Se invece v > i + 1 possiamo ripetere la procedura per g:

in questo modo dopo al piu v — p passi,

I'ultima serie h € O[[X]] ottenuta, con coefficiente n—esimo infinitesimo,

soddisfera v, = py e quindi non si annullera sulla sfera unitaria.

Questo processo porta ad una fattorizzazione della forma:

f =P -h, con P un polinomio e h € O[[X]], con coefficiente n—esimo infinitesimo.
Infine occupiamoci degli zeri in p:

se f(a) = 0 per qualche a € p, consideriamo f,(X) = f(aX),

per la quale vale ry, = % >rp > 1.

Grazie al primo passo otteniamo che f, ha un numero finito di zeri nella sfera unitaria;
quindi f ha un numero finito di zeri sulla sfera critica di raggio r = |a].

( Infatti se f(a) = 0, » = |a| deve essere un raggio critico e per vederlo si usa il
principio di competizione del modulo ).

Ma siccome f ha un numero finito di raggi critici r < 1

(vedi corollario 1X.5.4), la conclusione segue immediatamente. n

Osservazione 6.3. Per una serie della forma f(X) = Z a, X" € O[[X]],

n>0
con a, — 0, abbiamo ottenuto una fattorizzazione della forma:
f =P -h, con P un polinomio e h € O[[X]], con coefficiente n—esimo infinitesimo.
Se supponiamo che f € O[[X]] ¢ una funzione p—adica intera, cio¢ una serie di
potenze con raggio di convergenza infinito, allora esiste una fattorizzazione della forma
f=P-h,con P e O[X] un polinomio e h € O[[X]],
funzione p—adica intera.

Corollario 6.4.
Sia f(X) = Z a, X" € K[[X]], una serie di potenze convergente,
n>0
e supponiamo_che r < ry sia un raggio critico per f;
siano anche p = min{n : |a,|r" = M,(f)} < v := sup{n : |a,|r"™ = M.(f)}.
Allora contando la molteplicita abbiamo:
f ha al pit v — p zeri nella sfera S, (K).
f ha al piu v zeri nella palla chiusa B<,(K).
f ha al piu p zeri nella palla aperta B.,.(K).



Infine osserviamo che siccome i raggi critici di una tale serie formano un insieme
discreto, e siccome gli zeri di ogni serie di potenze convergente hanno come modulo
un raggio critico (grazie al principio di competizione), e su ogni sfera critica ci sono un
numero finito di zeri, si ha che gli zeri di una serie di potenze convergente con raggio
di convergenza R formano un insieme discreto con i rispettivi moduli nell’intervallo

[0, R). n

Enunciamo ora un importantissimo teorema senza darne la dimostrazione
(che comunque si puo trovare in [3,V1.2.2])

Teorema 6.5.
Sia K un campo completo e algebricamente chiuso, estensione di Q,
esia f(X) = Z a, X" € K[[X]] una serie di potenze convergente non nulla.
n>0
Se f ha un raggio critico r < Tf,
allora f ha uno zero sulla sfera critica di raggio r in K.
Piu precisamente , se i < v, sono definiti come nel corollario 1X.6.4,
allora f ha esattamente v — p zeri, contati con molteplicita,
sulla sfera critica |z| = r di K: esiste un polinomio P € K[X] di grado v — u e una
serie di potenze convergente g € K[[X]], con f =P -gery, >ry
(con g che non si annulla sulla sfera S, (K)).
In particolare, se f & una funzione p—adica intera in K[[X]], allora si ha la stessa
fattorizzazione con g funzione p—adica intera.

Corollario 6.7.
Sia f € K[[X]] una serie di potenze convergente che non ha zeri in una qualche palla
chiusa |z| <r <7y in K;

allora % ¢ data da una serie di potenze convergente con T >r.

Se f non ha zeri nella palla aperta |z| <1 <r;in K,

allora % ¢ data da una serie di potenze convergente con r 1 >,
Dim: Sia f(X) = ZanX”;
n>0
siccome ag = f(0) # 0 possiamo rimpiazzare f con ﬁ in modo da assumere ag = 1.
Definiamo g(X) = ZanX”, cosiche f=14+gery=r,.
n>1
La serie formale di potenze % ¢ la composizione:
1 1 .
7O~ 13y © 9(X);

per stimare il suo raggio di convergenza rimpiazziamo K con K,

e quindi assumiamo K algebricamente chiuso;

dal teorema IX.6.5, f non ha raggi critici minori o uguali a r e |ag| > |a,|r" per n > 1.
Questo mostra che M, (g) = max lan|r™ < |ag| = 1;

allora, dal teorema IX.5.6, & valida la valutazione numerica della composizione non
appena |z| <1y =15 e My (g) < roo =1
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che accade quando |z| < r, siccome M, (g) < M,(g) < 1;
il teorema [X.5.6 prova anche che r 1 >

la seconda parte del corollario si ottiene per r 7 r'. [ |

Definizione 6.7. Una funzione si dice intera se ¢ una serie di potenze con rag-
gio di convergenza infinito.

IX.7 C, versus C.

Osservazione 7.1. Abbiamo osservato in questo capitolo che campi K, estensioni
ultrametriche di Q,, con 'aggiunta di particolari proprieta, quali:

1) Completezza.
2) Chiusura algebrica.
3) Densita del valore assoluto in Rx.

Si comportano come il campo dei numeri complessi (almeno per quanto riguarda
il loro rapporto con l'anello delle serie di potenze).

Ma possiamo osservare che il campo C,, incarna tutte e tre le proprieta,
e per questo si avvicina maggiormente al campo C.
Per spiegare meglio a cosa ¢ dovuta questa somiglianza possiamo enunciare il seguente

Teorema 7.2. C, = C (almeno algebricamente).
Dim: Ricordiamo inizialmente i seguenti teoremi di Steinitz:

1) Due chiusure algebriche di uno stesso campo sono isomorfe.
2) Ogni estensione di campi ha una base di trascendenza.
3) Due basi di trascendenza hanno la stessa cardinalita.

Ora siano Q? e QP le chiusure algebriche di Q rispettivamente in C, e in C.

Allora abbiamo un isomorfismo Q% =2 Q.

Ora questi due campi sono numerabili, ma i campi C, e C hanno la potenza del con-
tinuo, di conseguenza hanno lo stesso grado di trascendenza su Q.

In pitt ogni estensione di Q che abbia la potenza del continuo ha una base di trascen-
denza proprio con questa cardinalita;

da quanto detto sopra allora possiamo prendere basi di trascendenza (X;)icr e (Yi)ier
rispettivamente in C, e in C;

ora pero C, ¢ una chiusura algebrica di Q(X;);e; e C ¢ una chiusura algebrica di
Q(Y;):er, quindi abbiamo C, = C. [

Infine osserviamo che topologicamente non ci puo essere un isomorfismo
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(visto che uno ha un valore assoluto Archimedeo, I’altro ne ha uno non Archimedeo),
pero ricordiamo che I'immagine del valore assoluto di C, ¢ densa nell’immagine del
valore assoluto di C.

Bibliografia:
Il materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [3].
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Capitolo X
Funzioni p—adiche

X.1 Logaritmo ed esponenziale.

Lemma 1.1.

Sia n > 1 un intero e sia S,(n) la somme delle cifre di n in base p;
allora ord,(n!) = %ﬂl(”)_

Dim: Il numero degli interi & con un fissato ordine ord,(k) = v,

che compaiono in n! corrispondono a multipli di p* che non sono multipli di p***
(e sono minori o uguali a n): sono {%J — L”L“J :
P p

n n n
quindi ord,(n!) = Zy ({_”J — { u+1J) = Z {_J ;
v>1 p p j>1 p]
se scriviamo n in base p come n = ng + nyp + ...(somma finita),

allora L%J =ny+n9p+ ...,

L%J =ng+nsp+ ..,
etc...

quindi n =ng +p L%J,

) =]

etc...
quindi sommando tutte queste equazioni si ottiene che:
n+ ordy(n!) = S,(n) + p ord,(n!), da cui la tesi. |

k
Definizione 1.2. Poniamo exp(x) = Z ik
k>0
k k41
z(=1)
e log(1l = ki S?
g(l+2) =) —
k>1

Esercizio 2.
Le serie che definisco il logaritmo e I’esponenziale p—adico convergono rispettivamente

per x| <le|z| <r,:= ]p\ﬁ

Osservazione 1.3. L’esponenziale p—adico, a differenza di quello complesso, non
¢ una funzione intera.

Esercizio 3.

Per |z| < r, abbiamo:
llog(1 + x)| = [x].
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lexp(z)] = 1.
1 = exp(z)| = |zl

Corollario 1.4.
L’unico zero di log(1 + x) nella palla |z| <7, &¢ x = 0.

Proposizione 1.5.

Per due indeterminate X, Y valgono le seguenti identita formali:
exp(X +Y) = exp(X)exp(Y).

log(exp(X)) = X.

exp(log(l+ X)) =1+ X.

Dim: Per la prima identita osserviamo che:
S0 (i) X
j ilj i/ (i+]

Raggrupando i termini con ¢ 4+ j = n otteniamo la somma
Occupiamoci della seconda identita:
nella serie log(1 4+ X) = Z a, X",

n>1
vorremo sostiutire X =e¥ — 1 =0,Y +bY2+ ... (by = 1);
Se espandiamo la seguente espressione, raggruppando le potenze di Y, otteniamo:
D anbY + Y7+ )" =) e Y™
n>1 n>1
con ¢, = arb, +as(...) + ... + an_1(...) + a,b.
Per 2 < j < n — 11l coefficiente di a; ¢ un polinomio in termini dei by, ..., b,—1 con
coefficienti interi; il problema e calcolare ¢, nei valori razionali a,, = (712:_1, b, = %
Il risultato di questo calcolo € ben noto: lo stesso identico calcolo si ottiene nel caso
della sostituzione della serie di potenze a valori reali x = e¥ — 1 nella serie di potenze
a valori reali log(1 + x); ma in tal caso sappiamo che il risultato ¢ log(e¥) = vy;
di conseguenza tuttiic, =0,n>2ec; = 1.

La terza identita si ottiene allo stesso modo. [ |

(X4Y)"
n! :

Proposizione 1.6.

Per |z| < r, e |y| < r, abbiamo:
exp(z +y) = exp(x)exp(y).
log(exp(z)) = .
exp(log(l+x)) =1+ x.

Dim: Osserviamo che se a,, — 0 e b, — 0,

allora la famiglia (@b, )nm>0 ¢ sommabile;

quindi la sua somma e indipendente da come si sommano i termini;

quindi la prima identita vale non appena entrambe le variabili sono nel dominio di
convergenza dell’esponenziale p—adico.

Lavoriamo sulla seconda identita: dobbiamo dimostrare che ¢ legittimo sostituire un
valore x € C,, |z| < r, nell'identita formale:
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Xn
X =log(eX) = log(1+ e(X)), ove e(X) = Z P eX —1;
n>1

la sostituzione nella somma puo essere ottenuta come somma di due contributi:
—1)mHe(X)n —1)mHle(X)™
3 (—1)""e(X) Py (1) e(X)

n _ m L
n<N |x=c moN |x=a

Nella prima somma finita la sostituzione si puo fare in ogni termine in accordo con
la formula:

2
e(X)" |x=a= (x + 5 + ..)" = e(x)", per |z] < 7).

xr =

Siccome |e(z)| = |z| < 7y < 1,
1)"“6 ()" "
abbiamo Z — log(1 4+ e(x)) = log(e®), (N — o00).
n<N

La dimostrazione della seconda indentita sara completata non appena mostriamo che
la seconda somma ¢ arbitrariamente vicina a 0, (N — oo):

quando |z| < 7, ogni monomio che compare nello sviluppo di e(xz) soddisfa |5 | <7, e
ogni monomio che compare nello sviluppo di e(z)™ ha valore assoluto minore di T

quindi tutti i monomi che appaiono nella valutazione del secondo contributo hanno
1 m+1

un valore assoluto minore di sup |(—| .
m>N
Siccome la serie del logaritmo converge, ¢ possibile scegliere un N opportuno in modo

che tutti i termini ]%]r;”, per m > N, siano, insieme alla loro somma,
piccoli a piacere.

La verifica della terza identita € simile. [ |

B SEIRY
n>0
che ovviamente ha raggio di convergenza r = 1; quindi per IX.3.7 anche il logaritmo

ha raggio di convergenza uguale a 1. In particolare si puo osservare che per |z| =1 il
logaritmo p—adico diverge (anche 'esponenziale p—adico diverge per |z| = 1,).

Osservazione 1.7. La derivata del logaritmo log(1 + X)

Osservazione 1.8. Sappiamo che X ha ordine 0 e log(1 + X) ha ordine 1;
definiamo e(X) = eX — 1, di ordine 1;
allora log(e*) = log(1 + e(X)) = X + Y _ X", & ben definita,

k>2
. e ¢ = L
e D(log(e™)) =<1 4 chkaq
k>2

Confrontando queste due espressioni si trova:

0=Fke, € Q, dacui ¢, =0, per k > 2;

questo prova che log(eX) = log(1 + e(X)) = X;

ma da X.1.5 si ha che e(X) olog(l1 4+ X) = X,

ovvero expolog(l + X) — 1 = X, da cui 90+%) =1 4+ X,

Osservazione 1.9. Consideriamo f(X ZX" = G Qp[[ 1]

n>0

eg(Y)=Y -YP e Q[Y]];
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presa una radice ¢ € p,—1 di g, osserviamo che vale f(g(¢)) = f(0) = 1;

ma 7y, = 1 € la serie f o g non converge nella sfera unitaria,

cosi che (f o ¢)(¢) non & ben definito.

Osserviamo anche che r = |(| =1 e M,(g) = 1, quindi M,(g) non ¢ minore stretto di
s, e la sostituzione non e giustificata da IX.5.6.

Osservazione 1.10. Da IX.5.6 abbiamo log(e”) = z, quando |z| < 7,
siccome My (e(-)) = |z| e |z| =7 <1y <7Tig = 1;

similmente exp(log(1 + z)) = 1 + z, quando |z| < rp,

siccome Mg (log(1+ -)) = |z|, per || =r < 7).

Questo ci dimostra che I'esponenziale e il logaritmo p—adico sono isometrie inverse
nella palla aperta B, (K).

X.2 La serie esponenziale di Artin-Hasse.

Definizione 2.1 (Serie esponenziale di Artin-Hasse).
X"
E(X) = exp() p—k).

k>0
Osservazione 2.2. Si vede facilmente che E(X) = Z an X",

con a, € QN Z,y,; quindi si deduce che rg > 1.

Definizione 2.3 (Funzione di Moebius).

La funzione di Moebius ¢ la funzione arimtetica p(n) definita in questo modo:

u(l) = 1; e se n ¢ libero da quadrati, della forma n = p; ---pg, con py, ..., pr primi
distinti, allora p(n) = (—1)*; altrimenti, se n non ¢ libero da quadrati allora (n) = 0.

Definizione 2.4.
La funzione v(n) & la funzione aritmetica definita in questo modo:
v(1) =0, e per n > 1, v(n) = numero primi distinti che dividono n.

Esercizio 4.
Valgono le seguenti identita:

D) Xgn ild) = [ ]
2) D ()] = 270

Esercizio 5.
Valgono le seguenti identita di serie formali:

1) Z %(n)log(l —z") = x;

n>1
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_ P p?
M(n)log(l —a")=x+ Ty 33_2 + ...
p p

2) Per ogni primo p, Z
n>1,ptn

Corollario 2.5.
Abbiamo le seguenti identita di serie formali:

exp(e) = [J(1 -2~
n>1
Ex)= [] (1-am™". n
n>1,ptn

. L. aP P
Osservazione 2.6. La serie di potenze e» =1+ % + ...
. P
converge almeno per |z| <1y, siccome |- < [z], per |z] < 7.
In piu vale la seguente identita:

k

2P

E(x) = Hexp (—k>, per |z| <7,
k>0 p

( per dimostrarla basta usare il seguente lemma 2.8; lasciamo i dettagli al lettore che

a questo punto dovrebbe essere in grado di cavarsela da solo ).
k

Infine il raggio di convergenza di h(zx) = Z x_k e =1,
p
k>0
e quindi si vede facilmente che risulta ben definita la composizione
exp(h(z)) = E(x), per |z| < 7.

Teorema 2.7.

E(X) e l+ XZ,[X]].

rg = 1 e valgono le seguenti uguaglianze:

|E(z)| =1, |[E(x) — 1] = |z], se |z| < 1.

Dim: Quando p { n, la serie (1 — z™) = ha coefficienti in Z, ( per vederlo si
usi 1X.3.3 esempio 2) ) e quindi converge almeno per |z| < 1;

il prodotto infinito ha anch’esso coefficienti in Z,;

anche lui quindi converge per |x| < 1 grazie al seguente

Lemma 2.8.
Per ogni successione (a,), in un campo ultrametrico completo K,
con a, — 1, il prodotto py = H a, converge ad un limite denotato con H ap,.

n<N n>0
Piu in generale se (a,), € una successione di funzioni a valori in K definita su un

insieme S, e se a,, — 1 unifromemente in S,
allora py convergente uniformemente in S al H .-
n>0
Dim: Per ipotesi, definitivamente si ha |a,| = 1 ( vedere IV.1.4 2) ).
Allora |py| < C, per ogni N > 0.
Ora pyi1 — py = (ay — 1)pn, quindi [pyi1 — py| < Clay — 1| — 0;
questo prova che la successione py € di Cauchy e siccome K & completo, converge.
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La seconda parte del lemma segue dalla prima. [ |

Tutto cio prova che E(z) € 1+ xZ,[[z]] e che r =rg > 1.
Dimostriamo ora che tale raggio di convergenza ¢ esattamente 1;
proviamo in primis la seguente identita:

p—1
E(z?) = H E(z¢*), ove ¢ & una radice p—esima dell’unita diversa da 1:
k=0
2
I'esponente nel prodotto ¢ (1 + ¢ + ... + (P Yz +p(% - % +..)

e siccome la prima parentesi e nulla, si ottiene I'identita.

Ora ogni serie di potenze E(C*z) ha lo stesso raggio di convergenza r = rp;

d’altra parte il raggio di convergenza di E(aF) & T%,

quindi da IX.3.4 otteniamo che re > min{r,r,..,r} =r.

Dunque r > rP che implica r» < 1.

Per dimostrare le identita con il valore assoluto, basta applicare la regola che afferma
che in un campo ultrametrico il numero con valore assoluto pit grande predomina in
una somma (rimandiamo al capitolo IV). |

Un altro modo per dimostrare che E(X) € 1 + XZ,[[X]]
¢ usare il seguente teorema:

Teorema 2.10 (Dieudonné-Dwork).
Sia f(x) € 1+ 2Q,][[x]], allora le seguenti sono equivalenti:
1) f(x) € 14 xZy[[x]].

2) 1 € 1 4 pat, [[o]].

Dim: 1) = 2): se f(z) € 1 + 2Z,[[z]] allora f(z)? = f(zP) (mod p);

da questo e dal fatto che f(a?) € 1 + 2Z,[[x]] e quindi ¢ invertibile in esso,
si ottiene facilmente 2).

2) = 1): scriviamo f(z) = Zaixi, ap=1,a; € Q,

>0

2
e supponiamo che (Z aixZ) = <Z aixm) (1 +pz bjxj) , con b; € Zy;
i>0 i>0 3>0

ora confrontando i coefficienti si ottiene
a1 = by e per trovare il coefficiente di x" basta analizzare la seguente equazione

i<n i<n
a q_uesto punto facciamo induzione sugli a;, ¢ < n, ricordando che ay = 1,a; = by,
supponendo che questi siano in Zy;
ne risulta che ¢ conveniente lavorare (mod pZ,);
il coefficiente di ™ al lato sinistro dell’equazione &
af + pa,, + a, se ip = n, e con la convenzione che an = 0, se % non ¢ intero, e o € pZy;
il coefficiente di z™ al lato destro dell’equazione ¢ an + B, con B € pZy;
siccome % < n, lipotesi induttiva mostra che
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ar € Zy e quindi che vale an =an (mod pZ,);

comparando i termini si ottiene pan € pZ, = a, € Z,. |
Corollario 2.11. E(X) € 1+ XZ,[[X]].

Dim: Chiaramente E(X) € 1+ XQ,[[X]];

" e 14 pxz, (X))

E(X)P —
quindi basta mostrare che EE XI)J) = exp(pX) = ;

allora ¢ sufficiente mostrare che ord,(£;) > 0:

ord,(Zr) = n — "5 > (), siccome S, > 0en
n! p—1

VRS

1
1-— pJZO,‘v’nZl,eVp. [ |

X.3 La funzione 0.
Definizione 3.1. §(X) = exp(n(X — X?)), con 7 radice di XP~! +p = 0.

Proposizione 3.2.

1) La serie 6(X) ¢ convergente se |z| < 1+ ¢, per un opportuno € > 0.
2) (1) e una radice primitiva p-esima dell’unita.

3) Se z € C, ¢ tale che 27" =z,

s—1
xpk s—1
allora 0(1)k=0 = H e(xpk) = exp(m(x — 2°)).
k=0

Dim: 1) Per dlmostrare il primo punto faremo vedere che il raggio di convergenza di
0(X) e esattamente p »2; per tale scopo usiamo la seguente

Proposizione 3.3.

2p—1

Il raggio di convergenza della serie f(x ) T e F=1p v
Quindi r, < ry < 1; in pit vale |f(z)| = 1, per |z| < r}.

Dim: Come serie di potenze formali abbiamo:

P p’
E(zr) = % . . ,
(x)=¢e exp (Z p~ )

Jj=2
i
. zP P
e viceversa ¢"tr = E(x) - exp (— E —J) :
> P
. a”’ 1[,.p? e
Ora osserviamo che M, — | = ||, per 0 <r <rf;
pj p ) p >
Jj=2
¥’
la sostituzione numerica di g(z) = i in exp(x) & possibile quando
Jj=2
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lz| <rg=1e M. (g) <rp.

La seconda condizione e valida quando
2p

< |p|P . ovvero |x| < rp°

o)
p?| o
Siccome 1 < l(2 Ly =221 <
PP P P’
2p—1
. p2
osserviamo che r, <r,” < 1.

Questo ci dice che la valutazione numerica e valida nella regione considerata sopra e
2p—1

dunque ry > 1, r®
Osserviamo anche che nella sua palla di convergenza, tutti i fattori in

o z?’
v = B(x) - exp (— Z ?)

Jj=2
hanno valore assoluto uguale a 1, quindi
2p 1
|e” P\—l per |z| < rp*”
1 .1 e e .
Ora consideriamo le tre serie i, g(x) = exp <—p—2> e h(x) = exp Z P con i
Jj=3

rispettivi raggi di convergenza che denotiamo con py, ps, ps.

Siccome |E(x)| = 1 per |z| < 1 = rg, allora la serie E(x) non ha zeri nella palla
aperta di raggio 1 e applicando il corollario IX.6.7 si ha che la funzione % descrive
una serie di potenze convergente con raggio di convergenza p; > 1;

in piu si ha che g(x) = E( ) - f(x) - h(z) e dal teorema IX.3.4 si ottiene

p2 > min{p1, s, ps}; ma siccome py < p3 < 1 < p; si trova che py > 7.
2

p—1
. . 2
Ora rimane da osservare ( usando la formula di Hadamard ) che ps = r,"" . |

A questo punto deduciamo facilmente il punto 1) della proposizione tramite questa
sostituzione: z = my = exp(x + %p) = exp(m(y — yP)),
_(p=1)?

. . . . . 2
da cui si ottiene immediatamente rg,) =1,

2) Proposizione 3.4 (Dwork).
Sia ¢ = €7 |pmni
allora ¢ € p, ed @& tale che ( =1+ 7 (mod 72).

2P
Dim: "% = 1+ z (mod 2?) dunque basta dimostrare Che ha senso la compo-

sizione e la valutazione numerica in = 7; se poniamo e” b= E anpx",
n>0

¢ sufficiente dimostrare che |a,n"| < |7| = r,, per n > 2:
2p—1

sappiamo da X.3.3 che il raggio di convergenza di e enrp v
n(2p—1) n(2p—1) n(p—1)2
T . 2 .. n— Pl
quindi certamente abbiamo: |a,|rp ©° <1 e quindi ]amr”] <r, U =mn ;
quindi se p > 5, Vn > 2, abbiamo finito, visto che = (p 1) > 5 16” > 1;
n(p— 1) _
p?

P
x
I
+5

se p = 3 abbiamo - g > 1,Vn > 3, e siccome il coefﬁmente as € lo stesso di
quello di E(X), e quindi ¢ 3-intero, abbiamo concluso anche in questo caso;
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n(p— 1)

infine se p = 2 vale che = o> 1,Vn > 5, e nei casi n < 4, siccome vale che

271'

2
z“
T Jpmge o= 1+ 71+ 72+ 2% + 51% + ..., (esercizio!) e dall’analisi dei termini =3~

e 2 =0 (mod 72) si conclude anche in questo ultimo caso;
infine sia ¢(z) = 2P e h(z) =z + % allora vale:

(eap(e+ ) = doeapla+ =) = b0 (expoh)(x) = (doexp) o h(x) = exp(ph(x)) =
ePTe e siccome ¢ e h sono polinomi, non abbiamo bisogno di nessuna condizione di
convergenza per applicare queste composizioni (vedi IX esercizio 1);

di conseguenza possiamo scrivere:

(P = (exp(z + “%p) |pr )P = €PTe™ = ePTePT = 1. ]
Anche in questo caso deduciamo il punto 2) della proposizione ricorrendo alla sosti-
tuzione: © = 1y = exp(z + %p) = exp(n(y — yP).

s—1

3) Ora sia z € C,, tale che 27" = z e definiamo H(T) = H 0(Tz"")

che converge per |t| < 1+ ¢; in piu se |t| < 1 vale anche

O(ta?") = exp(n(ta?’ — tra?™"")) = H(t) = eaxp ( (t —tP) <Z P ))
Z ka s—1

= exp(m(t — tP))k=0 e quest’ultima uguaglianza deriva dal fatto che Zx”k e

k=0
uguale alla traccia su Q, di z e quindi ¢ in realta un elemento di Z,;
> "
in definitiva abbiamo H(T) = 6(T)+=0 |
e siccome entrambe le serie convergono per |t| < 1+ ¢,
tale uguaglianza vale in particolare per 7" = 1. [ |

Teorema 3.5 (Dwork).

Sia 7 soluzione di XP~! +p = 0;

allora K = Q,(7) ¢ un’estensione di Galois di Q,;

¢ totalmente e moderatamente ramificata di grado p — 1 e K = Q,(u,).
Piu precisamente:

1) Il campo K contiene un’unica p—esima radice dell'unita ¢ € p,

tale che ( =1+ 7 (mod 72).

2) La serie 6(X) ha raggio di convergenza pppT’l.

3) Per ogni a € Q, con a” = a,

abbiamo 60(a) € p, e 6(a) = 1+ ar (mod 7?), cosi che 6(1) = (.

Dim: Abbiamo gia dimostrato quasi tutto.

Osserviamo in pitt che X?~! 4+ p & un polinomio di Eisenstein rispetto a p. Questo
prova che K & totalmente ramificato sopra Q, ( ogni estensione di Q, con 'aggiunta
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di una radice di un polinomio di Eisenstein e totalmente ramificata ) e di grado p —1,
quindi & anche moderatamente ramificato.
Se 7, 7’ sono due radici di questo polinomio, allora:

(%)p_l = 1, quindi tutte le radici di XP~! + p sono ottenute come una radice parti-
colare 7 per tutti gli elementi ¢ € p,—;.

Quindi I'estensione Q,(7)/Q, ¢ separabile ( perché in caratteristica 0 ) e normale ( e
dunque di Galois ) perché valgono le seguenti identita ( che non dimostrero )

w(Qp) = pp—1, se p & dispari, altrimenti p(Qq) = {£1}.

L’unicita di una radice p—esima dell'unita ( = 1+ 7 (mod 72),

segue dall’osservazione che due radici p—esime dell'unita distano r, (vedere VI.1.3):
due distinte radici p—esime di 1 non sono congruenti (mod 7).

Le altre parti del teorema seguono facilmente dalle considerazioni precedenti.

Osservazione 3.6. Sia ¢ # 1 radice dell’unita di ordine p;

allora sappiamo che ¢ = ( — 1 e radice di un polinomio della forma:
2Pt +pr(..) +p =0, e quindi |£| = r,.

Sia ora 7 soluzione di 2P~ + p = 0;

siccome 7 e £ hanno lo stesso valore assoluto,

deve accadere che & = mu, per qualche unita wu;

allora ¢ =1+ 7u.

Se ™! =1, diciamo a = k (mod p) con 1 < k < p,

allora entrambi 6(a) e 6(1)* sono radici p—esime dell’unita

congruenti a 1+ k7 (mod 72) e il teorema X.3.5 implica 6(a) = 0(1)F.

Osservazione 3.7. Sia f > 1 e 0/ () = exp(n(z — 7)) = 0(x)0(a?) - - - O(x" 1),
converge almeno quando ogni fattore converge;
la condizione piu restrittiva e data dall’ultimo termine:

. f—1 .
la convergenza di (xP" ) avviene se:
f—1 p—1
27" | <p i, 1

che se poniamo ¢ = p’ equivale a dire che: |z| < ppz;z .

-1
In particolare il raggio di convergenza di 6/(x) & pr > 1.

Osservazione 3.8. Siccome 7% = —m, possiamo scrivere
[e'e} X pk [e'e} X pk-
E(TI‘X):BI‘])(Z (m k) > :6()()1_[exp<(7r k) )
= P k=2 p
o0 7TX pk
:>9(X):E(7TX)Hexp L pk)
k=2

Se definiamo l'insieme:

GO) ={f(X) | f(X) € 1+ XC,[[X]], f converge per ord(z) > —b, |f(X) —1] <1}
(qui per ord si intende I'estensione dell’ordine p—adico a tutto C,;

ad esempio si puo estendere il valore assoluto p—adico nel modo consueto
e poi definire ord(x) = log,(|x|)), da quanto trovato precedentemente deduciamo che
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0(X) e G(pp%l). Infine osserviamo che se f(X) =1+ Zaka € C,[[X]]
k=1

allora f(X) € G(b) < ord(a) > kb,Vk > 1.

Bibliografia:
I1 materiale di questo capitolo proviene principalmente da [3] e da [5].
Vedere anche [12].
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Capitolo XI
La congettura di Weil

Congettura di Weil 1.1.

Sia V' una varieta algebrica proiettiva n-dimensionale
non singolare sopra un campo finito F,,

TN,
ia: T) =
esia: ((V,T) = exp (Z )
k>1
la funzione zeta associata a V', con Ny =V (F ),
allora valgono le seguenti affermazioni:

1) Razionalita: (v (s) = ((V,¢™°) ¢ una funzione razionale di T' = ¢~*;
piu precisamente, esistono polinomi P;(T), ..., P, (T) tali che:

2n
Cy(s) = HPk(T)(*l)k+17
k=0
con ogni Py(T) € Z[T) e in pi: Py(T)=1—-T,Po,(T) =1 —¢"T.

2) Equazione funzionale:

Cv(n —s) = £q7 (v (s),
ove: y = caratteristica di Eulero-Poincare di V.

3) Ipotesi di Riemann:
Ogni polinomio ha una fattorizzazione della forma:
P(T) = [J(1 = awT)
J
e vale: |ay;| = q%, V1<k<2n-1,Vj.

Osservazione 1.2. Deligne nel seminario Bourbaky ha dimostrato che tale con-
gettura, in particolare il terzo punto, implica la famosa congettura di Ramanujan-
Petersson, che afferma che data una forma modulare di peso 2k, definta dalla sua

serie di Fourier f = E cnq", con ¢; = 1, che sia un’autofunzione normalizzata per

n>1
tutti gli operatori di Hecke, il polinomio 1 — ¢, T+ p , per p primo, ammette
una fattorizzazione della forma (1 — o, T)(1 — ol T), con: oy, +a, = ¢, apal, = p** 71,

tale che le radici o, a7, siano complesse e coniugate;

2k71T2

. N . . / o—L1 p—1
cio si puo riesprimere dicendo che: |a,| = |aj| = p"~2 oppure |c,| < 2p"~2 oppure

|ca| < nF200(n), con og(n) la funzione numero divisori di n.
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Osservazione 1.3. Questa congettura e stata proposta da Weil nel 1949 e provata da
lui stesso per curve e varieta abeliane; nel 1960 Dwork provo la razionalita in generale;
I’equazione funzionale fu dimostrata da Artin, Grothendieck e altri intorno al 1965,
usando la coomologia l-adica; infine nel 1973 /1974 Deligne provo 'ipotesi di Riemann.

Esercizio 6. Conoscendo la funzione zeta di una certa varieta V,
come posso calcolare i numeri Ny, 7

Esercizio 7. Calcolare ((PV,T).

Bibliografia: Si puo trovare una buona introduzione a tale congettura sulla pag-
ina Wikipedia: Weil conjectures. Per il teorema di Deligne vedere [10];
Per una buona introduzione alle forme modulari vedere [11];
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Capitolo XII
Congettura di Weil per curve ellittiche

Cerchiamo ora di risolvere un caso particolare di questa congettura:
supponiamo per ora che V' = [E, una curva ellittica su F;

sia [ un primo diverso da p = char(F,)

e ricordiamo che abbiamo una mappa:

End(E) — End(T,(E)),

U — Uy, (ove T)(E) indica il Tate modulo di E relativo al primo I,
che si costruisce come T;(E) = l&lZE[l’])

Ricordiamo ora, senza darne la dimostrazione (che comunque si puo trovare in [1]
e che usa esclusivamente il Weil-pairing), la seguente

Proposizione 1.1. Sia U € End(E), allora det(V;) = deg(¥V)
eTr(V;) =1+ deg(¥V) — deg(1 — ).

Teorema 1.2. Sia E/F, una curva ellittica,

esia: ¢ : E — E,

(‘Ia y) — (‘Iqa yq)7

il g-esimo morfismo di Frobenius, e sia: a = ¢+ 1 — E(F,).

1) Siano a, 8 € C le radici del polinomio 7% — aT + gq.
Allora a e 8 sono complessi e coniugati e soddisfano |a| = || = /g
eperognin > 1, fE(F;n) =¢"+1—a™ — "

2) Il morfismo di Frobenius verifica:
®* —ag +q =0, in End(E).

Dim: Come gia sappiamo: §E(IF,) = deg(1 — ¢).

Ora det(¢;) = deg(¢) = q,

Tr(g) =1+ deg(¢) —deg(l — ¢) =14 q —E(F,) = a
quindi il polinomio caratteristico di ¢; e:

det(T — ¢y) = T* — Tr(¢)T + det(¢y) = T* — aT +q.

1) Siccome il polinomio caratteristico di ¢; ha coefficienti in Z

allora possiamo fattorizzarlo in C come (7' — a)(T — f3).

In pit per ogni frazione 2 € Q vale:

det(% — @) = det(”;;;n@) _ deg(";;mm) > 0.

Siccome dunque il polinomio quadratico T? — a7 + ¢ & non negativo su tutto Q,
allora e negativo su tutto R

(per continuita del polinomio e per la densita di Q in R ).
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Da qui deduciamo che le radici sono complesse e coniugate, ma non reali, o reali,
ma coincidenti, (quindi in totale possiamo dire che sono complesse e coniugate) e che
|| = |B| e siccome aff = ¢ abbiamo anche che |a] = [3| = /4.

Ora occupiamoci della seconda parte del primo punto:

per ogni intero n > 0 il ¢"-esimo morfismo di Frobenius ¢™ verifica:

{E(F,n) = deg(l — ¢").

Segue che il polinomio caratteristico di ¢} ¢ dato da:

det(T — ¢f) = (T — a")(T — B)

(per vederlo basta inserire ¢, nella sua forma canonica di Jordan, che sara triangolare
superiore con «, § sulla diagonale e poi elevare alla n).

In particolare: $E(Fyn) = deg(l — ¢™) = det(1 — ¢}') =1 —a™ — " + ¢".

2) Per il teorema di Hamilton-Cayley ¢7 — a¢; + ¢ = 0, allora deduciamo come
al solito che: deg(¢? — ag + q) = det(d? — agy + q) = 0,
e quindi per definizione: ¢* — a¢ + g = 0 in End(E). [ |

Siamo pronti ora per la dimostrazione della congettura di Weil:

Teorema 1.3. Sia V = E/F, una curva ellittica.
Allora esiste un intero a tale che: {(V,T) = 1—alqT” .

(1-T)(1—qT)’
in pitt (V. ) = (V. T),
el—aTl +q¢T? = (1—-aT)(1 - BT),
con |o] = 8] = /4.
: HE(F 1—a"—p"+¢")T"
Dim: [
im: log (¢ Z Z ’

= —log(1—-T) + log(l - aT) + log(1 — ﬁT) log(1 —qT)

C _ (1—aT)(1-BT)
da cui si deduce ¢(V,T) = B0 -
Infine grazie alla proposizione abbiamo che « e 3 sono complessi coniugati con valore
assoluto /g e soddisfano o+ 8 = a € Z.
L’equazione funzionale segue immediatamente. [ |

Osservazione 1.4. Se operiamo il cambio di variabili 7" = ¢~ allora abbiamo:
_s l—ag—*% 1—-2s
Cv(s) =<((V,q ):%-

L’equazione funzionale ci dice che:

Cv(s) = Cv(1 — s), che coincide come struttura all’equazione funzionale della famosa
funzione zeta di Riemann (sui complessi);

questo ci dice (lavorando per analogia) che (v (s) =0 < |¢°| = /g < Re(s) = 1.

Bibliografia: 11 materiale di questo capitolo proviene principalmente da: [1].
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Capitolo XIII

Razionalita della funzione zeta
di una varieta algebrica

Per dimostrare la razionalita della funzione zeta supponiamo inizialmente di lavo-
rare su un varieta algebrica particolare della forma:
V={z=(21,...,2n) €Fpee : f(x) =0,21--- 2, # 0}, con f € F[X7,..., X,].

In seguito svolgeremo il caso generale.
XIII.1 Costruzione del carattere additivo ys;.

Definizione 1.1 (Rappresentante o sollevamento di Teichmuller).
Per ogni elemento Z € F,; ¢’¢ un unico elemento x = Teich(Z) € Oc, la quale riduzione
modulo pc, ¢ proprio T e tale che 27 = .

Scriviamo qui sotto alcune proprieta di T'eich facili da verificare:

1) Teich(zy) = Teich(z)Teich(y).

2) Se z € F, = Teich(z) € Z,

(in generale se T' ¢ estensione massimale non ramificata di Q, in C,, oppure si puo
prendere T come il completamento di Q,((p—1,(p2—1, (-1, -..), allora Teich(z) € T ).
3) Teich(z + y) = Teich(z) + Teich(y) (mod pOr).

4) Sia o I'automorfismo di Frobenius di 7'/Q,, definito dalla proprieta:

o(a) = a? (mod pOr), Vo € T, con |af < 1; ricordiamo che vale o/((ps—1) = (s 13
allora vale anche che: o(Teich(z)) = (Teich(z))P.

Definizione 1.2. Definiamo y : F, — C;

ponendo: y(z) = (<@,

Osservazione 1.3. Si verifica immediatamente che in questo modo abbiamo ot-
tenuto un carattere additivo ( ricordiamo inoltre che ¢, ¢ una radice p-esima primitiva
dell'unita, e che visto che (, = 1+ A, |\| < 1 e Teich(z) € Z,, x(Z) ¢ un elemento
ben definito in C, );

infine osserviamo che x non ¢ banale visto che Teich(z) & pZ,, per T # 0.

Ora generaliziamo la costruzione:

Definizione 1.4. Definiamo x, : F, — C;,
ponendo x(Z) = x(Trw,/r,(T)),

ove la traccia ¢ definita al solito modo: T'ry_/r, (y) = Z ypk eq=rp°

Osservazione 1.5. Siccome la mappa traccia per campi finiti e suriettiva,
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ne deriva che il carattere appena costruito non e banale.

In piu osserviamo che dalle proprieta di Teich segue facilmente che:
s—1 s—1

> (Teich(z))” S (Teich(z))”"
Xs(T) = 15 = , ma non vale la formula g}fzo - H C}gTeich(i))”

perché in generale Teich(z) & Z,.

Siamo pronti ora a generalizzare la costruzione del nostro carattere additivo:

Definizione 1.6. Sia ¢ = p' e poniamo 6;(X) = exp(m(X — X)) H@ Xp

da X.3.7 sappiamo che 0, € G (%);
definiamo allora Xs :Fpe — C;

ponendo xs(Z H 6,(27"), z = Teich(2).

XIII.2 ((V,t) & una funzione p—adica meromorfa.

Siano ¢ = p' e V una varieta algebrica definita come sopra;
Proposizione 2.1 ((V,t) € Z][[t]].

Dim: Sia o 'automorfismo di Frobenius di Fye /F,.

Tale o agisce in modo naturale su V:

se & = (x1,...,x,) € V allora o(z) = 27 := (29, ...,22) € V ( abbiamo gia analizzato
il gruppo di Galois di F~ /F, per una sua maggiore comprensione );

siccome i vari x; € Fgeo = U Fyi,
allora esistera una oppurtlzlnla potenza di ¢ che li elimina tutti contemporaneamente,
ovvero 'orbita di un punto x tramite questa azione e finita e sara della forma:
{z, 29, ..., qu_l} e definiamo [ la lunghezza di tale orbita;
allora abbiamo: F¢(z1,...,2,) = Fy ( ovvio );
infine: z € V; = V(F;s) < 1| s ((anche questo ¢ abbastanza ovvio );
dunque se noi poniamo D; come il numero delle orbite di lunghezza [, allora
N, =1V, = Z [D; ( ovvio per quanto detto sopra );
l|s

qU.lIldlZ N Z ZlDl ZDZ lt—j

s=1 l|s

_ ;Dl(_lOQ(l — 1)) =log (H (1 i tl) l)

=1
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[e’] 1 Dy
= ((V,t) = H (1 — tl) ; sviluppando tale prodotto
1=1

verra certamente una serie di potenze a coefficienti in 7Z. [ |

Esercizio 8.

[e.e] 1 Dl o0
Se noi riscriviamo H (Tﬂ) =1+ Z ath,
=1 k=1
allora abbiamo appena dimostrato che a;, € N;

dare una stima molto banale sulla crescita di tali coefficienti
(in particolare la stima dovrebbe essere della forma: ay < ¢** ).

Esercizio 9. Nel caso di una curva ellittica E/F,, ¢ = p',

qual e la stima banale che si puo dare sui vari N,?

e qual ¢ invece la stima non banale e a quali serie maggioranti e minoranti conduce?
(in questo caso ¢ difficile dare una stima sui coefficienti della funzione zeta,

ma si possono trovare delle serie o meglio delle funzioni che maggiorano o minorano
la funzione zeta ).

Da qui in poi il nostro scopo sara quello di trovare una buona formula per tali N, e
riuscire poi a dimostrare che la funzione zeta ¢ una funzione p-adica meromorfa.

Sia , il carattere definito prima;

Z Xs(ﬂfof(zlzl, 7,CL'n)) = {O’ se f(xla 73:71) 7é 0

zo€Rys q87 se f(xla”'axn) =0
allora & ovvio che: ¢°N, = Z Xs(zof(z1,...;x,))

a?oG]Fqs,(1‘1,..4,$n)€(ﬂ‘7;s)"

=(¢" = 1"+ > Xs(zof (@1, s 2n))
(mo,ml,...,mn)E(F:S)”Jrl

ricordandoci che se 7o = 0, la prima somma vale §(IF;.)" = (¢° — 1)".

Supponiamo ora che f abbia grado d e sia Xof (X, ..., X,,) = Z a, X",

n
Gy € By, u=(ug, o tty), ug =1 ,d > g, X = X0 X,

k=1
Ora se T = (Zo, T1, -, Tn) € (Fps )" = X (Zof(T)) = Xs Za“ :HXs(C_LuS?");

se noi poniamo Ay = Tez'ch(?lu) r = (xg,...,x,) = Teich(z) = (Tezch(fo), ., Teich(z,)), =
Xs $Of Hel Ay T Ql aqxq“) ..Ql(agsfl$q5*1u) _

-1 .
H 0 (a,x" H 0, (a,x™) - H O1(a,x? ™), (osserviamo che al = a, );
u
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definiamo allora F'(X) = H 0,(a, X") = Z A, X",

u v=(v0,...,Un ),dvo >V1+...4+Un
Analizzando meglio tali coefficienti A,, siccome 6, € G(k), ( con k = pp;ql ), quando
v1 + ... + v, < duyg si trova che ord(A,) > vok, ( lo lascio come esercizio, visto che

non c¢’é nulla di geniale ed & piu facile pensarci da soli che leggerne una dimostrazione ).

Allora F(X) e quindi anche F(X)F(X9)---F(X*")
converge per |z| := sup{|z1], ..., |zn|} <14 €, per un opportuno € > 0.

In totale abbiamo il seguente:

Lemma 2.2. x,(Zof(z)) = F(z)F(x9) - - - F(x_qj”) =
¢No= (" =1)"+ > F@)F(9)-- Fa).

za®—1=1

Consideriamo ora un campo 7' e il T'—spazio vettoriale W = T'[ Xy, ..., X,,].

Sia H € W, allora abbiamo un endomorfismo naturale che indichiamo ancora con H
datoda H: W — W, & — HE, ovvero la moltiplicazione per H.

In piu definiamo v, : W — W come quell’'unica mappa 7T'—lineare tale che:

0, se qfv
Xvy=4",
Ya(X") X4, altrimenti
ove v = (Vg, ..., Up) € q |V E ¢ | ?}Z,\V/’i
( ne deriva facilmente che (,£)(z) = e Z &(y
yi=z
Sia R € Ro e definiamo W) = {€ e W | £ = > A X"}

uo<R,dug>ui+...+un
e fissato un intero positivo N supponiamo che H € W};
allora ¢ facile verificare che la composizione ¥ 0 H : Wy — Wy — Whyn

q
¢ un endomorfismo di Wy, se R ¢ sufficientemente grande (basta prendere R > q%)

Lemma 2.3.
(C]— 1)n+lT7a(¢ OH ’W’: Z H

r4-1=1

Dim: Siccome entrambi i membri dell’equazione sono lineari in H possiamo supporre
che H sia un monomio, diciamo H = X“ u = (ug, ..., uy), ug < R, dug > uj+ ... +uy;

se (q—1)1u
allora Z x" —{ oy (q H

altrimenti
xd—1=1

visto che # — z* & un carattere moltiplicativo non banale su (F})"*!, se (¢ — 1) { u;
d’altra parte, fissato u, abbiamo: (1, 0 X*)(X") = ¢,(X"*") € 0 0 un monomio per
ogni v; quindi per calcolare T'r(1), o X*) dobbiamo solo chiederci per quali v accade
che (¢, 0 X")(X") = X", e questo accade per u + v = qu;
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0, se(¢g—1)tu

1, altrimenti

da qui segue che: Tr(y, o X") = {
da cui la tesi. [}

Ora sia s un intero positivo;
& facile verificare che H(X)H(X?)--- H(X% ") & un elemento di W/, .., , e che

N(ZiZod®)
s—1
v | S
k=0

p < R,se R> qul,
quindi la mappa v, 0 H(X)H(X?)--- H(X* ") ¢ un endomorfismo di W}, quando R
¢ sufficientemente grande;
siccome 1), 0 H(X?) = H(X) o), ( ovvio ),
allora ¢ immediato verificare che: 12 o H(X)H(XY) = (¢, 0 H(X))?
e per induzione su s > 2 che: 1y 0 H(X)H(X9)--- H(XT ") = (1, 0 H(X))®.

Osservazione 2.4. Per il lemma XIII.2.3, troviamo che:
(¢" = )" Tr (g 0 H(X))* lwy= >, H(x)H(2) - H(2*

s—1

).

xa°—1=1
Definizione 2.5. Poniamo ora Z(t) = exp <Z Z . F(xq51)>
z?°—1=1
e poniamo Fy(X) = Z A, X",

vo<N,dvg>v1+...4vp

Osservazione 2.6. Siccome F(z)F(z%)--- F(z?")
converge per |z| < 1+ ¢ otteniamo che

S F@F@) - Fa™) = lm Y Fu()Fy(a?) - Fela™™)
z2°—1=1 x1®-1=1
= lim (¢ = )" Tr(vg 0 Fy)* = Z(t) = exp (; g(qs — 1) (3 0 FN)S)‘

Definizione 2.7. Definiamo ora 'operatore ¢ che agisce sugli elementi h € C,[[1]]
in questo modo: h®(t) = h(qt).

Consideriamo poi hy(t) = exp Z Tr 0 © Fn) > :

Lasciamo per facile esercizio le due seguenti identita:

1) exp <Z g(qS —D)Tr(, 0 FN)S) = };LN(qtt = n% 7 (1).

s=1

s tS _1\n+1
2 Z(a®—1 n+1T F)® — h(¢ 1) t
) exp (El S (@ = )" T (Y 0 Fiv) ) N (t)
( che seguono facilmente usando lo sviluppo di Newton del binomio

e la definizione di ¢ ).
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Esercizio 10. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale finito dimension-
ale su un campo di caratteristica 0, allora vale:

o ts
erp (Z gTr(fS)> = (det(I —tf))~', con I = mappa identita.

s=1

Osservazione 2.8. A questo punto ¢ evidente che:

o s

t
hy(t) = exp <Z —Tr(ty FN)S> — (det(I — t(1g 0 Fi))) ™!
- (-1
= Z(t) = ( lim det(I — (g0 FN))> .
N—o00
Osservazione 2.9 Dimostrando che Z(¢) ¢ una funzione p—adica meromorfa seguira

che ((V,t) & una funzione p-adica meromorfa,

StS
infatti: ((V,qt) = exp (Z a N,

S
s=1

= exp (Z g(qs - 1)") Jim_exp (Z g(qs = )" (g 0 FN)S>

=1

. o Lo\ (61"
(- 1>"> 2(t) = <ea:p (Z t—)) Z(t) = Gt 2.

s=1

I
S
U

WE

Resta da dimostrare per i nostri scopi la seguente

Proposizione 2.10.
Z(t) & una funzione p-adica meromorfa.

XIII.3 Generalizzazione alle serie formali.

Tutto quello che abbiamo fatto in XIII.2 riguardava i polinomi;
cerchiamone una generalizzazione alle serie formali:

Definizione 3.1. Sia R = C,[[xo, ..., z,]], e sta m < R,

il suo unico ideale massimale ( teorema di Hilbert );

per ogni h € R definiamo ord(h) = r < r = min{k : h* € m}

e inseriamo su R la topologia m—adica;

una base per tale topologia ¢: {m” :r > 0}

e vale che h,, — h < ord(h,, —h) — o0, (m — o0);
consideriamo ora delle mappe C,-lineari su R che indichiamo con A,
continue rispetto alla topologia m—adica;
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Osservazione 3.2. Tali mappe verificano A <Z caxa> = Z CaA(z?)

«

e lim A(z%) =0, ricordando che se a = (ag, ..., ) = |a] = Z Q.

|ot] —r o0
Definizione 3.3. Se noi scriviamo A(z”) = Zaagm allora dlclamo che la ma-

trice associata ad A ¢ (aag) m+1) € che A ha supporto finito se la sua matrice

BELY,
associata ha un numero finito di entrate non nulle;
in questo caso A puo essere identificato con un endomorfismo di C,[zo, ..., Z,).

Osservazione 3.4. Valgono le seguenti formule:
1) Se A ¢ descritta dalla matrice (aqg),

Jlora A (; cﬁxﬂ) D3 (; W) .

2) Se A e B sono due tali mappe continue e lineari descritte da matrici (aag), (bag)

allora Ao B ¢ descritta dalla matrice (cnp), Cap = Z Aoy

Osservazione 3.5. Riconsideriamo ’applicazione ( lineare e continua ) H : R — R
data dalla moltiplicazione per H e osserviamo che se H = Z hqx allora la matrice

o
associata ad H ¢ della forma: (ho_g) con ha_g =0se a — § & Z%!
( osserviamo che tale H generalizza I’omonima definita precedentemente ).
Un’altra utile generalizzazione ¢ quella di 14, ottenuta ponendo:

q <Z aaxa> = Z aqawa§
(e (e
¢ chiaro che anche lei ¢ lineare e continua.
Osservazione 3.6. Se H = Z hat® = (1, 0 H)(2") = Z hga—px;
[e% [0
di conseguenza si trova che 1, o H & rappresentata dalla matrice (hya—g)a,s.

Esercizio 11. H o1, = 1, 0 H,, se Hy(xo, ..., x,) = H(x{, ..., 22).

Definizione 3.7. Ora, presa una mappa lineare e continua A : R — R con matrice
(aq ) denotiamo con T'r(A) la serie Z (ae (se essa converge ); notiamo che se A ha

(03
supporto finito allora tale traccia coincide proprio con la traccia di un endomorfismo

dello spazio vettoriale dei polinomi, di dimensione finita.

Definizione 3.8. Definiamo Ry := {H = Z hox® € R|3M >0

1 M|al
|hoz|p S (5) s Va € Zg—(&]—l .
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Osservazione 3.9. Se H € Ry, allora esiste un p > 1, ad esempio se M & definito
come sopra, possiamo prendere p = p* 0 < a < M, tale che H(uy,...,u,) converge

(M—a)lal
quando |u;| < p, infatti: |haug® - - uln| < |ha|pl® < (%)

( che converge a zero quando |a| — 00 ) .

Lasciamo come esercizio i due seguenti lemmi:

Lemma 3.10.
Ry € un sottoanello di R, e se jo, ..., j, sono interi positivi e H € Ry,
allora H(z’,....,2J") € Ry. |

Lemma 3.11.
Sia He Ryey =1v,0H, ¢ > 2;
per ogni s > 1 vale la seguente formula:
(" =)' Tr(gs) = Y H(uH(u’)---Hu" ).
ua®—1=1
( & soltanto una generalizzazione dell’analoga formula scritta precedentemente;
si dimostra per il caso s = 1 in modo simile a prima, usando anche XIII.3.9 per verifi-
care che certi oggetti siano ben definiti e poi si usa ’esercizio 11, facendo composizioni
e lavorando induttivamente, per arrivare al caso s > 1 generico ). [

s—1

Definizione 3.12. Sia come al solito A : R — R descritta dalla matrice (aq.);
definiamo la serie di potenze caratteristica di A come:

det(I —tA) = Z(—l)m <Z Eollayo(ay) " aama(am)) t™, dove la seconda somma ¢
m>0 o

su tutti i sottoinsiemi di m elementi {aq, ..., ., } € ZZ, e su tutte le permutazioni o

di questi insiemi.

Osserviamo che se A ha supporto finito allora det(I —tA) si riduce al polinomio carat-

teristico di un endomorfismo dello spazio vettoriale finito dimensionale dei polinomi.

Lemma 3.13.

Se H € Ry allora per ogni ¢ > 2 intero positivo, la serie caratteristica di ¢ = ¢,0 H ¢
ben definita e ha raggio di convergenza infinito ( ovvero descrive una funzione p-adica
intera ).

Dim: Sia H = Zhaxo‘ e sia M > 0 tale che |h,| < |p|Ml*, Va;

o
sappiamo che 1 ha matrice associata (a5 = hga—p);
ora sia {ug, ..., Uy} C Z’;Orl e sia ¢ una permutazione di questo insieme;

, M laai-o(a)]
allora abbiamo: |a,o(ar) " " * Gamo(am)| < - :
Ora osserviamo che |ga; — o(;)| = qlay| — o ()|

se qu; — o) € Zggl ed e 0 altrimenti;
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nell’ultimo caso pero abbiamo aq,s(a,) = 0;

p I

¢ evidente che il lato destro di questa equazione tende a zero quando max{|a;|} — oo
e quindi det(I — tA) ¢ ben definita come serie.

M(q=1) 37y |
di conseguenza abbiamo |aa,s(a1) " " * Gamo(am)| < <l> s

In pitu da quanto scritto sopra otteniamo anche che:
M(g—1) T |yl

det(I —tA) =) but™ con |by|m < max [p|— =,
Q1 ey Uy
m>0
dove il massimo e sopra distinti ayq, ..., a,, € Z;”gl;

M(q — 1)2’%"

ma quando m — oo il min — — 00
(oS BTN e 755 m

che implica lim |bm|i =0
m—0o0

ovvero che il raggio di convergenza di det(I — tA) ¢ infinito. [ |

Lemma 3.14.
Se A: R — R ¢ una mappa lineare continua per cui det(I —tA) e Tr(A®) sono ben
definiti, per ogni s > 1, allora:

= Tr(A%)
det(I —tA) =exp | — —t7 .

1= (37

Dim: Se A ha supporto finito, allora ’asserto segue dall’esercizio 10.
Consideriamo ora una successione (A(m))mzl di mappe con supporto finito,
ognuna descritta da una matrice (agg))a’ ezt che soddisfano la seguente condizione:

(m) (m)

per ogni « e 3 abbiamo a3 = aqs 0 a,5; = 0, per ogni m >> 0;

Sicuramente possiamo trovare una successione (A(m))mzl con questa proprieta.

Usiamo ora in C,[[t]] la topologia prodotto ( se lo identifichiamo come un prodotto
numerabile di copie di C,, in ognuna delle quali ¢’¢ la solita topologia p—adica ).
Piu esplicitamente una successione di serie formali (fp,)m>1,

con f,, = ; bmit", converge a f = ; b;t', se e soltanto se %13100 byi = b;, Vi.
Osserviamo che se in aggiunta si supg)one che f,,(0) =0, Vm,

allora exp(f,,) convergera ad exp(f).

Ora siccome ogni A™) soddisfa la proposizione,
per concludere basta mostrare i due seguenti fatti:

1) lim det(I —tA™) = det(I —tA).
2) lim Tr((A™)%) = Tr(A%), Vs > 1.

m—0o0

Dimostriamo il punto 1):

74



Consideriamo i coefficienti bl(m) e by ditin det(I —tAM™) e in det(I — tA),
rispettivamente. Per definizione si ha:
bz(m) = (—1)l ZE(U)CLS?;(QI) T afﬂf(am

g
ma per la nostra scelta degli AT™ ogni prodotto nella somma sara 0

oppure sara un termine nella corrispondente somma che definisce b;.
Ma presa un qualsiasi insieme {aj,...,a;} e presa una qualsiasi permutazione o di
questo insieme, il prodotto 5(0)aalg(al) “+* Qa,0(a;) apparira nella somma che definisce

bl(m) per m >> 0.
Siccome noi sappiamo pero che det(I — tA) esiste,
la tesi del punto 1) segue immediatamente.

Dimostriamo ora il punto 2):
Per definizione abbiamo:

Tr((A™)y) = 3 alm, - al™ ol

[e5ReS) Qs—10s Qs "

Per ipotesi ogni prodotto a&’?@ e a&@l%a&?&l ¢ 0 o un termine della corrispondente

somma che definisce T'r(A®).
Ma ogni prodotto Gu,a, - - * Ga,_ya.da.q, appare nella somma che definisce Tr((A™)?)
per m >> 0. Siccome sappiamo che T'r(A®) esiste, deduciamo il punto 2). [ |

Ritorniamo ora sui nostri passi:

Dimostrazione proposizione XIII.2.10:
Ricordiamo che abbiamo posto F(X) = H 0(a, X*") = Z A, XY

v,dvo >v1+...+Vn
e Z(t) = exp (Zg Z F(x)F(z9)- - F(aqul));

2q°—1=1
ma se dimostriamo che F'(X) € Ry allora possiamo applicare il lemma XIII.3.14

e riscrivere Z(t) come:
X s

Z(t) = exp (Z tg(qs = )" (g 0 F)s> = (det(I — (g0 F)))~(6-1"";

s=1
infine ( sempre sotto 'ipotesi F'(X) € Ry ) dal lemma XIII.3.13 otteniamo che Z(t)
¢ una funzione p-adica meromorfa, che conclude la proposizione;

resta quindi da dimostrare che F(X) € Ry:

ricordiamo che abbiamo gia dimostrato che: ord(A,) > vk, k = pp;(;,

allora siccome |v| < vy + vy + ... + v, < (d + 1)v,

si ha che se prendiamo come costante M = ﬁ

vale che |A,| = p~ordAe) < p=Mil ), [
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XIII.4 Condizione per la razionalita.

Teorema 4.1.

Sia f(t) = At

serie di potenze con coefficienti in un campo arbitrario €2; sia:

A, Aoyt .. Agip
Aoy — det As.+1 As—l.-2 As—ijk-&-l
As-‘rk As—l—k-‘rl As+2k

allora la serie rappresenta una funzione razionale se 3k > 0: A;, =0, Vs > so.
Dim: iniziamo con un facile

Esercizio 12. Siano U e V spazi vettoriali su un campo K
e siano vy, ..., v, vettori linearmente indipendenti di V;
supponiamo che ¢, 1) siano due mappe lineari da V' in U
tali che ¥ (v;_1) = o(v;),1 = 2,3, ..., n;

se ¢(v1), ..., p(vp—1) sono linearmenti dipendenti,

allora ¢(vs), ..., ¢(v,) sono linearmente dipendenti.

A questo punto scegliamo k& minimale rispetto alla condizione che esista un sy tale
che Ag = 0,Vs > sp;

per s > 0 siano v\ = (A, ..., Agyr) € QFFL

W, =< vgk), ...,Ug_?k >,

U, =< ng), ...,Uglj_)k_l >,

cosi che U, ¢ W, C QL U, C W,

Per ipotesi dim W < k, Vs > sq e k ¢ minimale nell’insieme dei numeri naturali posi-
tivi per cui vale questa relazione di dipendenza lineare per tutti gli s sufficientemente
grandi; il nostro obiettivo ora e quello di dimostrare che dim U; = k, per s > sq:

sia s’ > s¢; dimostreremo che dimU; < k = A; 1 =0, Vs > &',

contraddicendo la minimalita di k;

infatti siano: gb(vgk)) = oY, w(vgk)) = vgi_ll), Vs > 0;

se dim Uy < k allora {vgc), ey vifﬂ)rk_l} ¢ linearmente dipendente;

di conseguenza {¢(v§f€)), . gb(vi@rk_l)} ¢ linearmente dipendente

e per l'esercizio 12 anche {gb(vg?rl), o ¢(U§{?—k>} lo ¢;

da qui iterando si trova che {¢(v§k)), . ¢(v§?k_1)} ¢ linearmente dipendente Vs > ',
ovvero che {vgkfl), o vil_ﬁl_)l ¢ linearmente dipendente Vs > &,
contraddicendo la minimalita di k.

Da quanto appena dimostrato si deduce facilmente che Uy ¢ indipendente da s per
s > so (infatti Us e Usyq sono sottospazi k-dimensionali di Wi, il quale ha dimensione
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limitata da k; se ne deduce che Uy = Wy = Ugyq ).

Infine da quest’ultima affermazione riusciamo a ricavare la razionalita di f:
infatti, la (k + 1)-tupla 2z = (zy, ..., 20) € Q!

agisce su Q! tramite il prodotto scalare (z, ..., zx) — Z Tj2h—j;

quindi visto che U ha dimensione k per tutti gli s > sq, riusciamo a trovare un vettore
ortogonale ad esso in Q**!, ovvero un elemento z tale che z.U, = 0,

che implica z.vgk) = 21 As + ... + 204511 = 0, Vs > s,

che mostra che f(t)(zg + 21t + ... + 2t*) & un polinomio. [

XIII.5 Razionalita della funzione zeta.

Riassiumiamo quanto abbiamo gia visto:

1) Se ¢(t) ZAt

allora |A;]o § g™, per un opportuno o.

2) Aj e, \V/j

3) C(t) = 28 ove h(t) e g(t) sono funzioni p-adiche intere e g(0) # 0.

Per dimostrare la razionalita di ((t) per XIII.4.1

¢ sufficiente dimostrare che 3sy e 3k tale che A;; =0, Vs > sg

allora basta provare che |Agx|oo|Asklp, < 1

che, poiche Ay € Z e poiche Vn € Z\ {0} |n|, > i implicherebbe A, = 0.

Osserviamo che |A,x|o < (k + 1)lgats2R) (k41D

( infatti
As As+1 As+k
Moy et | Aot Avae As
As-‘rk‘ As—l—k-‘rl As+2k

B070 BO71 BO,k i
B By,.. B
—: det .170 1’.1 1k = ( per definizione ) Z o H Bi o)

O'GSk+1 1=0

Bk,O Bk71 Bklc

)

k
si ottiene che |Aggloo < Z H | Bi (i) loo>

0€Sky1 =0
ma da 1) si ha che |B; 5|00 < o (5+2k)
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e quindi si ottiene che |A; |0 < Z H 1Bio(iloo < (k+1)g a(s+2k)(k+1)
0ESkK+1 =0
come preannunciato );

dunque resta da stimare |Agg|,.

Sia R > 1 numero reale, e sia t, € C, tale che |tg| = s < & ( questo & possibile grazie
a quanto detto nella dimostrazione del teorema 1X.5.6 ).

Sia ¢'(t) = g(%), allora ¢'(t) e anche essa una funzione p—adica intera.

Sia M = M;(¢'), allora ponendo ¢"(t) = % abbiamo ottenuto ancora una funzione
p—adica intera ma che stavolta appartiene all’anello O[[t][;

per il teorema IX.6.2 ¢” ha un numero finito di zeri in O e usando piu volte la propo-
sizione [X.6.1 lavorando su tali zeri si ottiene una fattorizzazione del tipo

g"(t) = P(t)k(t), con P(t) polinomio che ha come zeri tutti gli zeri di ¢” contenuti in
O e k(t) una funzione p—adica intera con zeri w tali che |w| > 1;

operando la sostituzione s = % e moltiplicando entrambi i membri per M si ottiene
g(s) = f(s)gr(s), con f(t) = 1+ byt + ... + bit!, polinomio e gp funzione p—adica
intera con tutti i suoi zeri w che verificano la condizione |w| > 1 > R.

Esercizio 13. Se h(t Z Ajt? € C,l[t]], converge per |t| < R,
7>0
allora esiste una costante M > 0, tale che |A4;| < & &7 ber tutti gli 7.

Allora ((t)f(t) = % = Z C;t’ ¢ limitata nel disco |t|, < R
j

(infatti per IX.6. 7 o ¢ limitata in tale disco ),

allora abbiamo |C} |p <

per un opportuna costante M dipendente solo da R;

sia k > [, allora abbiamo C,; = Ab; + ... + As1bo

As As+1 AS-H—I CS-H CS+/€

. As+l As+2 As+l C(erl+1 CerkJrl
cosi che Ay, = det i . . . .

Asir Asirrr o Asirricr Cogprr o Csyop

ora sfruttando il fatto che A; € Z e quindi che |A4;|, < 1 e la disuguaglianza sui
C; scritta sopra, si ottiene facilmente:

k—1+1 1
|A5 k|p <M Rle—t+1)s+(k—1+1) E5E
k—14+1 1 a(k+1)s 20k (k41 €kl
cosi che |Ag g |oo|As k]p < MFTHF e (k1) 1geE s gRak(krl) —

R(k—1+1)s plk—=I+1) =5~

T [ Rk—l+1 %5
qa(k+1)
fissiamo ora R in modo che q% > 1

fissato R determiniamo anche [;
scegliamo poi £ in modo che
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k+1
0= (2) R-'>1

qa

infine possiamo trovare un sq tale che gg;l < 1,Vs > sp. [ |

XIII.6 Razionalita per varieta algebriche qualsiasi.

Teorema 6.1.
Se V' ¢ una varieta su un campo finito F,,
la funzione ((V,t) ¢ razionale.

Dim: enunciamo in primis il seguente

Lemma 6.2.
Se V' ¢ una varieta su F, e W ¢ una sottovarieta chiusain Ve U =V \ W,

allora ((V,1) = ((W.£)¢(U.t).

Dim: Vi > 1, [V(Eyn)| = [W(E,m)] + |U(Fm);

siccome exp(u + v) = exp(u)exp(v), la tesi segue immediatamente. [

Mostriamo ora che se la funzione zeta € razionale su una varieta della forma:
V={r = (v1,...,7,) € Fjw | f(w) = 0,21---2, # 0}, che chiameremo di prima
specie, allora e razionale su una ipersuperficie in qu definita da un polinomio non
nullo f € F[z1, ..., z,], che chiameremo varieta di seconda specie.

Infatti sia V' varieta di seconda specie e denotiamo con H; = {z : x; = 0},1 <1i < n;
per ogni I C {1,...,n} poniamo:

Vi=vn((H|eV?=Vi\|JH:
iel igl
riflettendo un secondo su quanto appena scritto si trova che in V) un elemento z ha
in corrispondenza degli indici ¢ € I, x; = 0, e in corrispondenza degli indici ¢ &€ I,
x; # 0; quindi possiamo concludere che:
VP ¢ isomorfo ad un’ipersuperficie in AEM, di prima specie,
per la quale sappiamo che la sua funzione zeta ¢ razionale,
e che vale la fattorizzazione V = I1;V

che porta a ¢(V,1) = [T¢(vVe, 1),
I

che ci dice che anche ((V,t) ¢ razionale.

A questo punto siamo pronti per concludere il nostro teorema:

SiaV ={z = (x1,....,x,) | fi(z) =.... = fi(x) =0}
con fi(x) € Fylxq,...,z,], V1 <1 <m;
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allora V = ﬂ V;, con V; un’ ipersuperficie

i=1
( ad esempio prendo V; = {z | f;(z) =0} );

ora per ogni B C {1,...,m} definiamo Wp = U V;
i€B
e tramite tutti questi vogliamo riscrivere V;
facciamo un esempio: nel caso m = 3 posso riscrivere V' come

Vi=Wiasy \ (Winay \ Wiy U Wiagy \ Wiay UWisy \ Wigy)s

da qui grazie al lemma ricaviamo che

C(V t) _ C(Wii 2,31 )C(Wiay ) (Wiay ) C(Wysy ot)
’ C(Wi12y: ) (Wi 3y, )¢ (Wias3,t) 7

generalizzando questo ragionamento combinatorico al caso m qualsiasi, si ottiene:

cviy="[I <o V7

Bc{1,...m}

Siccome Wpg e ancora una ipersuperficie, questo mostra come il passo precedente
( cioe la razionalita per ipersuperfici ) ci porti a dimostrare la razionalita della fun-
zione zeta su una varieta affine qualsiasi.

Infine se vale per ogni varieta affine, allora vale anche per quelle proiettive,
visto che per esse abbiamo una partizione della forma 1.1.14 . [ |

Bibliografia: 11 materiale di questo capitolo proviene da [5] e da [8].
Vedere anche [12].
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SOLUZIONI ESERCIZL

Esercizio 1: Se |z| < 4, prendiamo f = ¢ in IX.3.4 e otteniamo
2 — 2 3 : n _ n ; .
g°(x) = g(z)* e per induzione g"(z) = g(x)" per ogni n € N;
da qui prendendo combinazioni lineari di queste equazioni, si ottiene:
(fog)(z) = f(g(z)) per |z| < r,y, per ogni polinomio f.

Esercizio 2: Siccome |k| = 1 per tutti gli interi k& coprimi con p,

allora per avere la convergenza della prima serie

deve succedere che |%| — 0, (k — 00), che implica |z| < 1.

Viceversa, quando |z < 1, || < k|z[* — 0, (k — 00).

ordp(k!) _ |p|kordp x)—ordy (k')

Sp(k)
p—1"

Per quanto riguarda la seconda serie: |77 2| = |z|*|p|
e ora usando X.1.1, si ha che I'esponente ¢ uguale a k(ord,(x) — ]ﬁ) +
Siccome S, (k) = 1 quando k = p’, con j > 0,

abbiamo che |77 |50 k(ord,(z) — pll) — 00,

e questo succede precisamente quando ord,(z) > ﬁ & x| < |p|p%1

Esercizio 3: Per k > 1 abbiamo S,(k) > 1 e quindi ord,(k!) < (];j);

di conseguenza |k| > [k!| > ri=1;

k—1
2 <lgl < (B) el <l <1,
perk22e0<|m|<rp;
di conseguenza il valore assoluto di tutti i termini delle serie che definiscono I’esponenziale
e il logaritmo p—adico e strettamente piu piccolo del valore assoluto del primo ter-

mine: ricordiamo che exp(z) =1+ Z % e che il termine con il valore assoluto piu
E>1

grande vince, quindi |ezp(z)| = 1;

mentre |exp(x) — 1| = |z|;

e similmente si lavora con il logaritmo |log(1 4 x)| = |z|, per |z| < 7.

Esercizio 4: 1) Sen > 1 en = pi*---p* e d & un divisore di n con u(d) # 0,
allora d e il prodotto dei primi in un sottoinsieme dei p;;

D_id) =143 plp)+ Y plpip) +

dln i )
=1-k+(}) -+ (-DF=(1-1F=0.

Sen =1, Z,u(d) =pu(l)=1.

dj1

Quindi in totale Z wu(d) = LEJ .

din
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2) Similmente » _[u(d)| = (1 + 1)* = 2% = 20",
dn

Esercizio 5: 1) Z pn log (1—2a" Zu

n>1 n>1 s M
= Z Z w(n (usando l'esercizio 4);
N>1 n|N
l — ") =
> Elogi—amy = T un) Y
n>1,pin n>1,pin m>1

=Y > um)

N>1 " | Npin

la condizione n|N e n coprimo con p implica che n|Np™, ove v = ord,(N);
la corrispondente somma si annulla, sempre usando I’esercizio 4, eccetto se N = p”,

e in tal caso Z Mn )log Z —

n>1,ptn

Esercizio 6: N, = —-%-1log(((V,T)) ’T:O-

— (n—1)! 'dT”

N
Esercizio 7: Sia V = PV allora §V (Fn) = "D -1 Z

Cg-1
i=0
oo N an N .
allora: log((V,T) Z Z a = Z —log(1 —¢'T);
n=1 =0 =0

N
di conseguenza ((V,T) H i Ty
_ ql

=

Esercizio 8: La stima piu banale che si puo dare sugli Ny ¢:
Ny < ¢ = {lFy;; allora otteniamo:
oo
(¢"t)*
C(V,t) < exp (Z | = capllogi=z)
s=1
da qui si ottiene a5, < ¢*".

o0
Z nktk

Esercizio 9: In questo caso la stima piu banale

(visto che una curva ellittica ¢ descritta da equazioni di Weierstrass) & N, < 2p'* + 1;
la stima non banale ci ¢ fornita dal Teorema di Hasse: [fE(F,i) — p* — 1| < 24/1%,
quindi abbiamo: p'* +1 — Qﬁ <HE(Fs) < P+ 1+ Qﬁ

che facendo i contl ci porta a:

1 1
1 pltl (1 —p2t)? < ((EB, 1) < T pltﬁ(l—p%t)g'

Esercizio 10: L’esercizio segue usando la forma canonica di Jordan:
se supponiamo che f abbia una matrice associata A in forma di Jordan con blocchi
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Ay, ..., A; di dimensioni nq,...,n; e autovalori Aq, ..., A;, allora:
!

!
Tr(f) = an/\z, mentre det( —tf) = H(l )™

k=1 k=1
a questo punto inserendo queste informazione nell’equazione si ottiene un’ identita.

Esercizio 11: Supponiamo che H = Z heoz;

allora: H o1, (Z bﬂlﬁ> - (Z bqu5> _ Z ( Z habqﬁ) ot
B

B Y a+p=y
d’altra parte si ha che: 9,0H, (Z ngﬂ> =Y, (Z < Z hab5> x”) = Z ( Z hab5> x7;
B v qa+B=y v qo+B=qy

ma in quest’ultima espressione si ha che [ deve essere divisibile per ¢,
da cui riscrivendo quest’ultima serie si ottiene la serie scritta in precedenza:
le due espressioni coincidono.

Esercizio 12: Supponiamo che ¢(vs), ..., ¢(v,) sono linearmente indipendenti,
allora ¢(vq), ..., ¢(v,—1) sono indipendenti e quindi dall’ipotesi si ottiene che

¢(v1) sta nello span di ¢(va), ..., p(Vp—1);

allora se E arvr = 0 e una relazione di dipendenza non banale,

k=1
n—1
troviamo che Z ard(vg) = —and(vy);
k=1
n—1
allora per quanto detto sopra dobbiamo avere a,, = 0 e dunque Z apvr = 0;
k=1

a questo punto applichiamo 1 e ricordiamoci della relazione 1 (v;) = ¢(v;41)
n

per trovare E app(vg) = 0, che ¢ una contraddizione.
k=2

Esercizio 13: La serie h(t) converge per |t| < R se soltanto se lim |A;| R’ = 0;
Jj—oo

allora M := max |A;|R’ esiste,
0<j<o0

M

R

e pertanto |A4;| < per tutti gli j.
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