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Prefacio

Estas notas foram inspiradas na disciplina Complementos de Geometria leccionada no ano lec-
tivo 2017/2018 pelo Professor Paulo Ventura Araijo na Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Porto.

Esse curso distinguiu-se em pelo menos um aspecto de todos os outros cursos de Geometria
a que assisti como estudante. Num meio matematico, a palavra “Geometria” tem, geralmente,
uma de duas interpretagoes: ou se refere a algum parente préximo da Geometria FEuclidiana
classica; ou se refere a alguma das formas de Geometria prevalecentes na visao moderna da
area (Geometria Diferencial, Geometria Algébrica, Geometria Simplética, etc.). Tive a sorte de
contactar com a Geometria do primeiro tipo através dos problemas divertidos de Geometria que
resolvi como preparagao para diversas Olimpiadas de Matematica antes de iniciar o meu percurso
no ensino superior. E, j4 como aluno universitdrio, frequentei algumas disciplinas dedicadas as
Geometrias modernas do segundo tipo. Mas essas duas vertentes sao apresentadas, em geral,
como universos distintos sem nenhuma espécie de ligacao. Foi nesse aspecto (entre outros) que
o curso do Professor Paulo Araidjo se distinguiu: fez, de maneira magistral, a ligacao entre
esses dois universos. O material coberto foi genuinamente interessante para um apreciador de
Geometria classica, mostrando ao mesmo tempo como métodos modernos a iluminam de uma
maneira que Euclides nao poderia ter entendido.

Tendo em conta que este texto se inspira num curso estruturado com singular cuidado, as
excelentes notas que pude colher das aulas simplificaram grandemente o meu trabalho ao escrevé-
lo; a estrutura do texto reflecte em grande parte a estrutura do curso. O material apresentado
é essencialmente o material do curso exposto por palavras minhas e segundo a minha maneira
particular de o ver; inclui um ou outro tépico/exemplo que nao foi coberto na disciplina e a
exposicao nao segue sempre as mesmas linhas, e além disso optei por incluir no corpo do texto
alguns resultados que nos foram deixados como exercicios, mas o esqueleto do texto coincide
com o esqueleto da disciplina que frequentei. Os exercicios sao em grande parte os que foram
propostos aos alunos da disciplina, juntamente com alguns inventados por mim préprio, e ainda
outros extraidos do mundo das competicoes olimpicas de Matematica; tendo eu tido o privilégio
de contactar com esses problemas durante os meus anos no ensino secundario, seria uma pena
nao os aproveitar para enriquecer este texto, havendo tantos desses problemas com que os
tépicos aqui abordados se relacionam de maneira natural.

O énfase das notas é dado a Geometria Afim e & Geometria Projectiva, abordadas em detalhe
nos capitulos 1 e 3. O capitulo 2 explora as circunferéncias no plano Eulclidiano de modo
a desenvolver as ferramentas que permitem, posteriormente, explorar as relacoes entre elas e
a Geometria Projectiva. Os capitulos 4 e 5 sdo dedicados ao estudo das cénicas; o primeiro
utilizando apenas métodos classicos juntamente com alguma Geometria Analitica, e o segundo
utilizando métodos projectivos.

Foi um prazer revisitar todo este material fascinante com vista a elaboracgao deste texto.
Escrevo-o esperando proporcionar a outros a satisfacao que eu tive quando aprendi sobre estes

assuntos pela primeira vez.
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Pré-requisitos

Tendo em conta a sua origem, este texto é pensado como um complemento a um curso de
Geometria Euclidiana classica. Assim, o texto pressupoe familiaridade com Geometria Plana
elementar, bem como com alguma Geometria Analitica no plano e no espago. Pressupoe ainda
a-vontade com Algebra Linear, ao nivel da que é habitualmente ensinada no primeiro ano de
uma licenciatura em Matematica.

No capitulo sobre Geometria Afim, quando possivel, optei por desenvolver a teoria sobre um
corpo arbitrario em vez de me limitar a corpos “concretos” como R ou C. No entanto, nao
¢é de todo essencial ter conhecimentos de Algebra Abstracta (como teoria de Grupos, Anéis e
Corpos) para ler este texto! Quem nao estiver a vontade com a estrutura abstracta de corpo
apenas tem de se restringir ao caso em que os corpos indicados sao R ou C, substituindo
mentalmente expressoes como “seja V' um espaco vectorial sobre um corpo K” por “seja V'
um espago vectorial real”, e ignorando digressdes ocasionais sobre outros corpos destinados a
leitores com mais conhecimentos de Algebra.

Agradecimentos

Agradeco, muito em especial, ao Professor Paulo Araijo pelo excelente curso leccionado que
motivou este texto; foi sem divida um dos meus cursos favoritos. Agradeco também a Inés
Guimaraes pelas discussoes enriquecedoras sobre muitos dos exercicios que deixo propostos.
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1 Geometria Afim

Em termos informais, a Geometria Afim é o que resta da Geometria Euclidiana quando esquece-
mos os conceitos de distancia e angulo, mas mantemos as nogoes de colinearidade e paralelismo.

Assim, por exemplo, a Geometria Afim estd interessada nas diferengas entre as figuras

C
B
C
B
A
A

mas € cega a diferenca entre as figuras

Em Geometria Euclidiana estudam-se (entre outras coisas) isometrias do plano R?, ou mais
geralmente do espago euclidiano R", que sao transformacgoes desses espacos que preservam
distancias. Uma vez que a Geometria Afim nao liga a esses conceitos métricos, no seu estudo
podemos dar-nos ao luxo de introduzir transformacoes mais gerais, das quais exigimos menos
- as chamadas transformacoes afins. No caso do segundo par de figuras acima, havera uma
transformacao afim que envia a figura do lado esquerdo na figura do lado direito, embora nao
exista uma isometria que o faga, pois do lado esquerdo ABC'D é um quadrado mas do lado
direito nao é. De facto, motivado pelo “Programa de Erlangen” proposto por Felix Klein no
final do século XIX, existe uma tentativa de ver cada Geometria como o estudo das propriedades
de um objecto ou classe de objectos que nao se alteram quando se aplica uma transformacao
de um certo tipo. Quanto mais “liberdade” dermos as transformacoes, menos propriedades
preservadas vamos ter. Este ponto de vista, aparentemente muito abstracto, vai parecer mais
natural (espero) quando virmos como “encaixa’ com a nossa visao da Geometria Afim e da
Geometria Projectiva, bem como da hierarquia que existe entre elas.

O nosso primeiro objectivo serd definir o tipo de estrutura onde queremos estudar Geometria
Afim. Embora possamos desenvolver toda a teoria apenas nos espacos “classicos” onde estamos
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habituados a fazer Geometria (o plano R?, ou mais geralmente o espaco euclidiano R") h4
vantagens em adoptar um ponto de vista mais abstracto e trabalhar em espacos mais gerais.
Pensemos por exemplo na Algebra Linear; embora a sua motivacao inicial seja a resolucao de
sistemas de equacoes lineares, cujas solugoes “vivem” em R"™, sabemos que a ”maneira correcta”
de estudar Algebra Linear passa por introduzir a estrutura abstracta de espago vectorial, que
abstrai de R™ as propriedades que realmente interessam para o tipo de problema que estamos
a considerar. O mesmo modo de pensar aplicado & Geometria Afim conduz naturalmente ao
conceito de espago afim. Mas o exemplo da Algebra Linear nao é arbitrario: vamos ver que a
Geometria Afim é uma espécie de irma gémea da Algebra Linear, e para cada conceito de Algebra
Linear existe um conceito andlogo em Geometria Afim. A préxima seccao é essencialmente
informal e tenta motivar esta nogao de espago afim; nesta sec¢cao nao daremos defini¢oes rigorosas

nem seremos sempre totalmente precisos em relacao aos objectos com que estamos a trabalhar.
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§1.1 Combinacoes lineares de pontos

Consideremos a seguinte pergunta meta-matematica:

Existe alguma maneira natural de definir a soma de dois pontos do plano?

Portanto sao-nos dados dois pontos X e Y no plano e queremos saber se existe algum ponto
P para o qual “faga sentido” dizer que P = X +Y. A principio a pergunta parece absurdamente
simples; parece 6bvio que a resposta é sim. Afinal, aprendemos na escola que cada ponto se
representa por um par de nimeros reais; ora se X é o ponto (a,b) e Y é o ponto (¢, d), parece
6bvio que o ponto X + Y deverd ser o ponto (a + ¢,b + d)! S6 temos que somar as abcissas e
as ordenadas, por exemplo, se X = (2,3) e Y = (1,5) entdao X +Y = (3,8)! Facil.

Mas vamos agora colocar uma variante da mesma pergunta.

Sao dados os pontos X e Y assinalados abaixo. Onde fica o ponto X +Y7?

Como podemos encontrar X +Y no desenho? Bem, sendo O a origem, nds estamos a procura
5P ¢ 3% o OF, ou s6 \
do ponto P tal que o wector OP é a soma dos vectores OX e OY, ou seja, estamos a procura
do ponto P tal que OX PY é um paralelogramo.

P

Mas, para descobrir P, precisamos de saber primeiro onde estd O! Temos de responder a

pergunta com outra pergunta:

Onde esta a origem?

O problema é que estamos habituados a tratar pontos como se fossem vectores, associando a
cada ponto o vector que liga a origem a esse ponto. Se tivermos realmente uma correspondéncia

natural entre pontos e vectores, se quisermos somar pontos sé temos que somar os vectores
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correspondentes. Mas a correspondéncia que temos estd dependente da escolha da origem! Ou
seja, para dar vida a definicdo de soma de dois pontos que tinhamos inicialmente proposto,
precisamos primeiro de escolher um ponto para ser a origem. E esse ponto pode ser qualquer!
Nao ha nenhuma razao para um ponto em particular ter mais direito a ser a origem do que
outro. Para dar um significado geométrico & definicdo de soma de dois pontos que propusemos,
temos de comecar por seleccionar um ponto ao acaso para ter um “papel especial”. Nao ha
nenhuma escolha natural, e isso deixa algum desconforto.

Portanto, ndo ha nada a fazer? Bem, vamos tentar responder a uma questao um pouco mais
geral. Suponhamos que, em vez de nos limitarmos a procurar uma interpretacao razoavel para
a soma de dois pontos, queremos definir, mais geralmente, combinagoes lineares de pontos, dar
sentido a expressoes da forma aX + bY onde X e Y sdo pontos e a e b sao nimeros reais, ou,
quem sabe, até combinacoes lineares com mais parcelas. Qual é o ponto 3X + 7Y? E o ponto
5X-v?

A primeira vista pode parecer que, se a nossa questao inicial nao tinha nenhuma resposta
natural, entdo também nenhuma destas vai ter. Mas vamos voltar a considerar o exercicio de

desenho anterior, com uma ligeira alteracao:

Sao dados os pontos X e Y assinalados abaixo. Onde fica o ponto %X + %Y?

Um raciocinio com coordenadas semelhante ao anterior leva-nos a definir o ponto %X + %Y
como o ponto médio do segmento XY . Ora, para encontrar o ponto médio do segmento XY,

saber onde estd a origem ¢é totalmente desnecessério!

Entao parece que algumas combinacoes lineares de pontos “fazem sentido geometricamente”,
mas outras nao. Vamos investigar este fendmeno em detalhe nas préximas secgoes, ver que
combinacoes lineares de pontos “nao dependem da origem”. E, nos casos em que podemos de
facto representar alguns pontos como combinagao linear de outros pontos “de maneira natural”,
vamos conhecer algumas vantagens em representar pontos desta maneira; isto vai levar-nos a
ideia de coordenadas afins (ou baricéntricas).

Para concluir esta seccao, vamos ver como de uma formalizacao apropriada desta ideia resulta

quase de graga um resultado geométrico cléassico.
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Observe-se que, se X e Y sao pontos, e k é um nimero real qualquer, temos
(1— k)X +kY = X + k(Y — X) = X + kXY,

ou seja, o ponto (1 — k)X + kY é obtido comecando no ponto X, “olhando” para o ponto Y e
“percorrendo” k vezes a distancia necessaria para chegar ao ponto Y. Nao precisamos de saber
onde estd a origem para fazer nada disso! Portanto combinagoes lineares da forma (1—k)X +kY
sao “admissiveis” do nosso ponto de vista, e resultam em pontos que estdo na recta que passa
por X eY.

Com isto,

Teorema 1.1.1. Num triangulo qualquer, as trés rectas que unem wm vértice ao ponto

médio do lado oposto sao concorrentes (tém um ponto em comum,).

Demonstragdo. Sejam A, B e C os vértices do tridngulo em causa. Sejam L, M e N os pontos
médios dos segmentos BC, CA e AB, respectivamente. Entao L = %B + %C .

Considere-se o ponto G = %A + %L. Este ponto pertence a recta que passa por A e L pela
nossa observagao anterior, e

2

1
G=-A
3473

1 1 1 1 1
-B+-C|=-A+-B+ =C.
(2 * 2 ) 3 * 3 * 3
De modo anédlogo, o ponto %A + %B + %C também é igual a %B + %M ea %C + %N. Logo esse

ponto estd também nas rectas BM e CN. Assim, AL, BM e C'N sao concorrentes em G. [
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§1.2 A estrutura abstracta de espaco afim

A ideia a ter em mente é a seguinte:

Um espago afim é um espago vectorial em que nos esquecemos de onde esta a

origem.

Os elementos de um espaco afim devem ser pensados como pontos, nao como vectores; mas
dados quaisquer dois pontos A e B sabemos como nos deslocar de A para B, e essa informacao
é-nos dada por um vector AB, que pode ser pensado como a diferenca B — A e vive num espago
vectorial.

A definicao rigorosa é a seguinte:

Definigao 1.2.1. Um espagco afim é um tripleto (€, V), ¢) tal que £ é um conjunto, V é

um espaco vectorial, e

p:EXESY
(A, B) s AB

é uma aplicacao que a um par de pontos em &£ faz corresponder um vector em V, com as
seguintes propriedades:

(i) Existe um ponto A € &£ tal que a aplicagao € — V, P — zﬁ é bijectiva;

(ii) Para quaisquer pontos P, @ e R em &, tem-se ]@ + @ = ﬁ

Observagao 1.2.2. A condigao (i) pode parecer estranha por envolver um “ponto especial”
A, quando parecia mais natural exigir essa condi¢ao para qualquer ponto A € £. Acontece que
da defini¢do anterior decorre que qualquer outro ponto tem a mesma propriedade. De facto,
considere-se qualquer ponto B € £. Entao a aplicacao P +— ﬁ envia P em B—x>4 + ﬁ, sendo
também bijectiva uma vez que é obtida da aplicagdo em (i) adicionando um vector constante
(B—1>4) a todas as imagens. Informalmente, isto diz-nos que se fixarmos um ponto (uma “origem”),
obtemos uma correspondéncia natural entre pontos de £ e vectores de V.

Habitualmente cometemos o desculpavel abuso de notacao de chamar espago afim ao conjunto
€ e nao ao tripleto (£,V, ¢). Neste caso dizemos que V é o espago vectorial associado a £.

Exemplo 1.2.3. (i) Qualquer espago vectorial V é automaticamente um espaco afim, sendo
o espago vectorial associado o préprio V e a aplicacao ¢ dada por ¢(v,w) = w — v.
(ii) Sejam V um espago vectorial e YW um subespaco de V. Dado Ay € V, o conjunto
A0+W:{A0+w:w€W}

é um espago afim, com W como espaco vectorial associado e p(v,w) = w — v.
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O exemplo (ii) déd-nos os protétipos mais tipicos de espagos afins; hiperplanos em R™ que nao
passam necessariamente pela origem. Por exemplo, qualquer recta em R? é naturalmente um
espaco afim, embora sé as rectas que passam pela origem sejam subespacos vectoriais de R2.
Abaixo representamos a recta em R? de equacdo 2z 4+ y = 2, que é o conjunto dos pontos da
forma (1,0) + (¢, —2t) com ¢t € R, e é portanto um espago afim com espaco vectorial associado
a recta {(t, —2t) : t € R}, de equagao 2z +y = 0.

|
\]
|
(@)
|
ot
|
W
|
w
|
[\
|
—_
—_
[\V]
w
W
ot
(@)
\]

Definicao/Notagao 1.2.4. Na Observacao 1.2.2 vimos que a propriedade (i) da Defini¢ao 1.2.1
é valida para qualquer A € £. Assim, dado um espago afim £ com espaco vectorial associado
V,edados A € £ e u € V, existe um unico ponto P € £ para o qual AP = u. Designamos esse
ponto por A + u.

Proposigao 1.2.5 (Associatividade). Sejam A € £ e u,v € V quaisquer. Entao

(A+u)+v=A+ (u+v).

Demonstragao. Seja B = A+ u e seja C = (A+ u) +v = B+ v. Entao, por defini¢do, temos
w=AB ev=BC.

Portanto,

u+v=AB+ BC = AC.

Novamente por defini¢ao, resulta que C' = A + (u + v), concluindo a prova. O

Esta propriedade é por vezes usada como axioma numa definicao alternativa de espago afim,

como dado por um conjunto £, um espaco vectorial V, e uma aplicagao

EXYV—=E
(Aju) - A+u

que verifica a Proposigao 1.2.5 e tal que, para algum B € &£, a aplicagado V — &, u — B +u
¢é bijectiva. Leitores com paciéncia e particularmente interessados nestes aspectos axiomaticos
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estao a vontade para provar que as duas defini¢coes sao equivalentes. Damos agora mais algumas
“regras de calculo”; se alguma destas fosse falsa, entao haveria algo de muito errado com a nossa

definicao de espaco afim.

Proposigao 1.2.6.

(i) Dados A, B € &, tem-se AB =0se e s6se A=B.

(ii) Dados P,Q € &, tem-se P +u = Q + v se e s6 se Q? = v — u (note-se que a primeira é
uma igualdade em &, e a segunda é uma igualdade em V).

Demonstragdo. Para provar (i), observe-se que se A = B entao /ﬁ = 1?4, e ﬁ + ﬂ = ﬂ
Esta é uma igualdade em V que implica ﬂ =0, ie., B = 0. Suponha-se agora que E = 0.
Entao, pelo que ja provamos, temos AB = AA. Como a aplicaggo P — AP é injectiva,
concluimos que B = A.

Para provar (ii), observe-se que, por (i), a condigdo P + u = @ + v equivale a que o vector
(Q +v)(P + u) seja nulo. Ora este vector é o tnico vector w tal que (Q +v) + w = P + u.
Afirmamos que w = QP — v + u. De facto,

Q@ +0)+(@P—v+u)=Q+w+QP—v+u)=Q+(QP+u) =P +u

Como P+u=@Q+vseesdsew=0,tem-se P+u=0Q +v seeséseQ?—v—ku:O, que
equivale ao pretendido. O

Vamos agora abordar finalmente a questao que usamos para motivar, na seccao anterior, a
definicao de espaco afim. Suponhamos que £ é um espaco afim com espaco vectorial associado
V sobre um corpo K qualquer (como sempre neste texto, leitores que nao estejam a vontade
com a estrutura abstracta de corpo estao a vontade para supor que o corpo K é R ou C). Sejam
A1, Ao, ..., A\ elementos de K. Queremos responder a seguinte questao:

Quando é que, para quaisquer pontos Aq,..., A, € £, faz sentido definir um
ponto como a combinagao linear de pontos

AMAL+ NoAg + -+ A AR?

Bem, se 0 nosso espacgo afim tivesse uma origem, digamos O, ja tinhamos visto que o candidato
natural para ser o ponto A{ A1 + Ao Ag + - - - + AL Ay seria o ponto P tal que

O? = MNMOA| + M0A5 + - + N, OA,.

Ou seja, seria o ponto
O+ MOA| + X0As + - - + N\, OA;.

Mas o nosso espago afim nao tem nenhum ponto “melhor que os outros”; todos tém igual direito

a ser a origem. Ou seja, o Gnico caso em que a expressao anterior d4 uma definicao razoavel
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para \M{A; + AoAg + - -+ + A\ A é 0 caso em que a expressao dd o mesmo ponto qualquer que

seja o ponto O utilizado. Em resumo, queremos ver quando é que
— i — — — —
O+ MOA| + A0As + -+ - + NOAy, = o + )\10/_/41 + )\QO/AQ + -+ )\kO/Ak
para quaisquer pontos 0,0’ € €.

Mas isto é uma conta simples; pela Proposi¢ao 1.2.6(ii) sabemos que tal ocorre se e sé se

— — — —
00 = ()\10/141 + )\QO,AQ + o+ )\kO/Ak) — ()\10A1 + XOAy + -+ )\kOAk)

. . ~ .y , . — = —
Podemos simplificar a expressao do lado direito: ela é igual a A;(O'A; — OA;) + );2()0’ Ay —

OAz)+ -+ (O’ A, — OAy). Ora cada termo O’'A; — OA; é simplesmente igual a OO, ja que
T

/

)
Q

+ OA; = O'A;! E portanto a expressao do lado direito fica simplesmente (A + Xg + -+ - +
ey
£)0'O.

Assim, queremos ver quando é que

>

— —
0'0 = ()\1 + Xy + .- —i—)\k)O/O

para quaisquer O, O’ € £. Obviamente isto acontece precisamente quando A1 +Xo+-- -+ )\ = 1!
E portanto a nossa combinagao linear de pontos faz sentido precisamente quando a soma dos
coeficientes é igual a 1. Para resumir tudo isto, obtemos

Proposicao/Definicao 1.2.7. Seja & um espago afim associado a um espago vectorial
V sobre o corpo K, e sejam A, Ao, ..., \p € K tais que Ay + Xa +--- + A\ = 1. Entao,
para quaisquer Aj, Ao, ..., A € £, 0 ponto

O+ MOA; + X0A2 + - - - + NOA,
nao depende da escolha de O. Designamos esse ponto por
AMAL+ XAy + -+ A Ag.

Uma expressao como a anterior diz-se uma combinacdo afim de Ay, Ao, ..., Ag.

Vamos ver mais adiante algumas vantagens de representar pontos como combinagao afim de
outros pontos. Mas, antes disto, vamos ver um outro caso em que a expressao Ay A; + AgAs +
-+« + A Ap tem uma interpretacao razoavel, mas desta vez como um vector de V e nao como
um ponto de £.

Proposicao/Definicao 1.2.8. Seja & um espago afim associado a um espago vectorial
Y sobre o corpo K, e sejam Aj, Ao ..., A\ € K tais que A\; + Ao+ - -+ A = 0. Entao, para
quaisquer Aq, As, ..., A € £, o vector

T — —
AMOAL + X0A; + -+ N\, OA,L
nao depende da escolha de O. Designamos esse vector por

MAL+ AoAo + -+ A A
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Demonstragao. Sejam O e O pontos de £. Entao

— — —
(MOA; + AOAs + -+ MOAL) — (MO Ay + A0 Ag + - -+ \O'A)
— — — —
— M(OA; — O'AL) + Ao(OAg — O'Ag) + - - + M(OA; — O'Ay)
- — — P
= MO0 + 2000 + -+ MO0 = (A + -+ A\p) 00
—0.
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§1.3 Subespacos afins

Antes de entrar neste assunto, vamos estabelecer uma convencao 1til:
Definicao 1.3.1. A dimensao de um espaco afim é a dimensao do espago vectorial associado.

Definicao 1.3.2. Seja £ um espago afim com espaco vectorial associado V. Um subespaco afim
de £ é um conjunto da forma

Po+W={Py+v:veW}
onde Py é um ponto de £ e W é um subespaco vectorial de V.

Note-se que j& tinhamos visto um caso particular desta construgao no Exemplo 1.2.3(ii).

Observagao 1.3.3.

(i) Se F = Py + W é um subespago afim de &, entdo F também é naturalmente um espago
afim, com espaco vectorial associado W.

(ii) A semelhanca do que aconteceu com a propria definicao de espaco afim, nas condicoes da
alinea anterior tem-se F = Qg + W para qualquer Qo € F. De facto, dado w € W

—
Qo +w = Py + (PoQo + w)

— —
e temos PyQo + w € W ja que PyQo € W. Isto mostra que Qo + W C Py +W. De modo
analogo vemos que Qo + W C Py + W.

(iii) Dois subespagos afins associados ao mesmo subespaco vectorial de V dizem-se paralelos.
Se dois subespagos paralelos F e G, associados ao subespaco vectorial VW, tém um ponto
Ry em comum, entao por (ii) tanto F como G sao iguais a Ry + V. Conclui-se que dois
subespacos paralelos diferentes néo se intersectam.

(iv) Um espago afim & de dimensdo n tem subespagos afins de todas as dimensoes k €
{0,1,...,n} (os de dimensdao 0 sdo os subconjuntos de £ com um sé ponto; o tnico
de dimensao n é o préprio £). Um subespaco de £ de dimensdo n — 1 = dim & — 1 diz-se
um hiperplano.

Vamos agora ver o que podemos dizer sobre a dimensao da interseccao de dois subespagos
afins, conhecida a dimensao de cada um dos espacos. Comece-se por recordar que, se Vi, Vs sao
subespacos de um espago vectorial V, tem-se a igualdade

dim(V1 N VQ) =dim V; + dim V5 — dim(V1 + VQ)

Isto leva-nos a questionar se ocorre algo analogo para espacos afins. De facto vamos ver que
ocorre se os dois subespacos afins tiverem interseccao nao vazia, mas essa condicao extra é
essencial, ao contrario do que acontece com espagos vectoriais; porque a interseccao de dois
subespacos afins pode ser vazia, e nesse caso nem sequer é um espago afim.

Suponha-se que &1 e & sao subespagos afins do espaco afim £, associado ao espaco vectorial
V, e sejam V; e Vs os subespagos vectoriais de V associados a &1 e 5. Suponha-se que E1NEy # ()
e considere-se um ponto Py € & NE. Entao & = Py+ Vi e &3 = Py+ Vo (Observagao 1.3.3(ii)),
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logo & N& = Py+ (V1 N Vz). Conclui-se que £ N E; é também um subespago afim de €. Além
disso,

dim(& N &) = dim(Vy N Vs)
=dimV; + dim Vo — dim(V; + Vs)
= dim(Py + V1) + dim(Py + Vo) — dim(Py + (V1 + V2))
=dimé&; +dimé& — dimGg

onde G = Py + (V1 + V2) é o menor subespaco afim de £ que contém &; e &;.

Sob algumas condicoes, é possivel garantir que dois espacos afins tém interseccao nao vazia, e
) ) )
portanto, que a igualdade anterior se verifica. E o caso do Lema seguinte.

Lema 1.3.4. Seja £ um espago afim, e sejam H um hiperplano de € e F um subespaco afim
de dimensao maior ou igual a 1. Suponha-se que F mao € paralelo a nenhum subespaco de H.

Entao HNF € ndo vazio, e € um subespaco afim de dimensdo dim F — 1.

Demonstragao. Seja V o espaco vectorial associado a £. Seja U o subespaco vectorial associado
a H e seja W o subespago vectorial associado a F. A condigao de F nao ser paralelo a nenhum
subespaco de H diz-nos que W nao estd contido em U. Logo U + VW é um subespaco vectorial
de V que contém estritamente Y. Mas entao dim(U + W) > dimU = dimH = dim € — 1, pois
H é um hiperplano; entao dim(U +W) > dimV, e como U + W CV vem que U + W = V.

Sejam agora P € ‘H e Q € F pontos quaisquer. O vector 1@ pertence a V =U + W e como
tal existem vectores u € U e w € W tais que PQ) = u + w. Mas entao

P+u=Q—-weHNF
estando provado que H N F # (). Conclui-se que

dim(H N F) = dim¥ + dim W — dim(U + W)
= (dim& — 1) + dimW — dim &
=dimW —-1=dimF — 1.

como pretendido. O

Corolério 1.3.5. Num plano afim (isto é, num espaco afim de dimensao 2), quaisquer duas
rectas (isto é, quaisquer dois subespacos afins de dimensao 1) ndao paralelas tém um ponto em
comum.
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§1.4 Rectas afins, quocientes afins e o Teorema de Tales

Com a teoria que desenvolvemos até agora, ja estamos essencialmente em condigoes de provar
um dos Teoremas cldssicos da Geometria Afim, o Teorema de Tales. De facto, enunciar e
provar esse Teorema serd a nossa proxima tarefa. O principio desta secgao destina-se apenas a
introduzir uma notagao til que tornard mais facil enunciar o dito Teorema (entre outros).

No contexto da Geometria Afim, uma recta é, como seria de esperar, um espago afim de
dimensao 1. Dados dois pontos distintos A e B num espago afim &, existe sempre uma tnica
recta que é subespaco de £ e os contém a ambos. De facto, o espago vectorial associado a uma, tal
recta tem de conter o vector nao nulo E , € como tal, como tem dimensao 1, é necessariamente
o espaco gerado por fﬁ, ou seja, o conjunto {)\/ﬁ : A € K} (onde K é, como habitualmente,
o corpo dos escalares). A condigao de a recta passar por A deixa como tunica candidata a recta
A+ {)\E : A € K}. Em suma,

Proposicao/Definicao 1.4.1. Dados quaisquer dois pontos distintos A e B num espago afim
& sobre o corpo K, existe uma tnica recta contida em £ que contém A e B, e é o conjunto dos
pontos da forma

A+ \AD

com X € K. Representamos essa recta por AB.

Definicao 1.4.2. (Quocientes Afins) Sejam A, B, C' e D pontos num espaco afim &
sobre o corpo K, com C # D. Suponha-se que as rectas AB e C'D sao paralelas. Entao
AB e CD tém o mesmo espaco vectorial de dimensdo 1 associado e, portanto, existe
A € K tal que E = )\C"ﬁ. Nesse caso, define-se

AB

cp =™

No caso em que, por exemplo, £ = R? com a sua estrutura natural de espaco afim, este
quociente corresponde a razao entre as distancias |[AB| e |C'D|, a menos de um sinal que indica
se 0s vectores 1@ e C"ﬁ tém o mesmo sentido ou o sentido contrario.

Sejam agora A e B pontos distintos em £. Como vimos antes, a recta AB é o conjunto dos
pontos da forma A + )\zﬁ, com A € K. Note-se que isto é igual a

A+ (1— N)AA + \AB
—(1—AA+AB

sendo a ultima igual_dz;de justificada porque, por defini¢do, a combinagao afim (1 —A\)A+ B é
igual a O + (1 — \)OA + AOB para qualquer ponto O, e em particular para O = A. Conclui-se
0 seguinte:

Proposicao 1.4.3. A recta AB € o conjunto dos pontos que sdo combinacdo afim de A e B.
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Note-se agora que, se C' = (1 — A\)A + AB é um ponto na recta AB e A # 1 (ou seja, C # B)
0 quociente

40
CB

esta definido. Vamos ver como é que esse quociente se relaciona com .

Proposigao 1.4.4. Se C = (1 — X\)A+ AB, com X\ # 1, entdo

AC A
CB 1-X
A seguir ilustra-se o caso em que A = %, e em que, portanto, pela Proposicao, devera ter-se
AC
L2 =2,
CB

_ 1 2
A C=1A+2B B

Demonstragdo. A igualdade O.C)v =(1- )\)0_121 + )\O?, valida para qualquer O € &, dé-nos:
° ParaO:A,/ﬁ:)\f@;

e Para O = B, BC = (1- )\)B—}l, e portanto CB = (1-— )\)ﬁ

Assim,
AC = \AD
1
=X ;0B
A
-~ CE.
Portanto % = 12)\. (]

Conclui-se de imediato o seguinte:

Corolario 1.4.5. Seja f: AB\ {B} — K definida por f(C) = é—g. Entao:
o f € injectiva;

e O contradominio de f é K\ {—1}.
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Vamos finalmente ver alguma Geometria a acontecer. Ainda nao é Geometria muito excitante,
mas ja se comega a sentir o sabor da Geometria elementar cldssica a mistura com a terminologia
afim.

Teorema 1.4.6 (Teorema de Tales). Num espaco afim &, considerem-se duas rectas distintas
r e s concorrentes num ponto P. Sejam A e A’ pontos em r, distintos de P, e sejam B e B’
pontos em s, também distintos de P. Entao as sequintes condi¢des sao equivalentes:

(i) B4 — PB.

7

(i1) As rectas AB e A'B’ sdo paralelas.

Demonstracao. Vamos provar as duas implicacoes em separado.

) , e "
o (i)=(ii): Seja A = 1;’?4 = LB Por definicdo, temos assim PA’ = APA ¢ PB = APB.
Assim,

A'B' = PB' — PA' = \(PB — PA) = \AB.

Logo o mesmo espaco vectorial de dimensao 1 estd associado as rectas AB e A’B’, ou seja,
AB e A’'B’ sao paralelas.

o (ii)=(i): Suponha—se agora que AB e A’ B’ sdo paralelas. Seja A\ = PA , € seja B* o ponto
de s tal que £E- = ) (isto é, considera-se B* = P + )\ﬁ . Entao 1;—‘3{ = PB’ logo,
pela 1mphca(;ao jé provada, as rectas A’ B* e AB sao paralelas. Por transitividade, A’B* e
A’'B’ sao paralelas. Como tém o ponto A’ em comum, segue que sao a mesma recta. Essa
recta contém A’, que nao estd em s, logo é diferente de s e intersecta s em no maximo um
ponto. Mas B* e B’ estao na intersecgao dessa recta com s. Logo B* = B’, e assim por

PB _\ _ PA :
construgao pp = A = 5, como pretendido.

O]

Observagao 1.4.7. Note-se que da prova da primeira implicacdo decorre também que, se

PA' _ PB ~  A'B f 4 : :
A = pp entao 5 também ¢ igual a esses dois quocientes.
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§1.5 Coordenadas afins e os Teoremas de Menelau e Ceva

O nosso objectivo nesta seccao é encontrar condigoes em que qualquer ponto de um espaco afim
se pode escrever de maneira inica como combinacao afim de uma lista de pontos dados. Isto vai
conduzir-nos ao conceito de coordenadas afins e, como aplicagao, utilizd-las-emos para provar

os Teoremas de Menelau e Ceva.

Definicao 1.5.1. Seja £ um espaco afim com espaco vectorial associado V. Dizemos que os
. ; — —=

pontos Py, Pi,..., P, € £ sao 1ndependente se os vectores PyPy, ..., PyP, sao linearmente

independentes.

Note-se que esta definicao nao parece ser simétrica; o ponto Py parece ter um papel especial que
P, ..., P, nao tém. Mas vamos ver mais tarde que esta auséncia de simetria é uma ilusao, e
que é possivel dar uma definicdo simétrica equivalente: a independéncia de uma lista de pontos
nao depende da forma como os ordenamos.

Chegamos a defini¢do mais importante desta secgao:

Definigao 1.5.2. Um referencial afim de € é um (n+ 1)-uplo (P, Py, ..., P,) de pontos
independentes com n = dim €.

O interesse desta defini¢ao esta no seguinte resultado simples:

Proposicao/Definicao 1.5.3. Seja (P, P1,..., P,) um referencial afim de £. Entao
todo o ponto P € & pode ser escrito de maneira tnica na forma

APy + P+ -+ P,

com Mg, A\i,...,A\p € Ke g+ A1+ -+ A, = 1. Os escalares (Ao, A1, ..., \,) dizem-se
as coordenadas afins (ou coordenadas baricéntricas) de P no referencial (Py, Py, ..., FP,).

Exemplo 1.5.4. Num plano afim (isto é, num espago afim de dimensao 2), quaisquer trés pontos
nédo colineares formam um referencial afim. De facto, se A, B e C' sdo pontos nao colineares,
entao ﬁ e zﬁ nao sao multiplos um do outro, e portanto sdao linearmente independentes.
Conclui-se que qualquer ponto do plano afim se escreve de maneira Uinica na forma

A+ yB+2Ccomx+y+2z=1.

LA traducéo habitual do termo correspondente em inglés é afinmente independentes. Mas a palavra afinmente
é feia, portanto removemo-la.
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Demonstragao. Se (Py, P, ..., P,) é um referencial afim de &, entao o espago vectorial associado

V tem dimensao n e os vectores Py P, PoPs, ..., PyP, sao n vectores linearmente independentes
em V), logo formam uma base de V. Assim, para qualquer ponto P, o vector Pg? escreve-se

unicamente na forma

e

PyP = M\ PyP| 4+ Mo PoPy + --- + M\ Py Py,

com Ai,Ao,..., A\, € K. Logo, sendo \g =1— Ay — -+ — A, tem-se
e o s
P=PFPy+MPyP, + PP+ -+ M\ PoP,

N __._%
=Py + X PoPy+ MBPyPL + PP+ -+ A\ PRy P,
= AP+ MNP+ APy

ja que esta combinacao afim, uma vez que por construgao Ao + A1 + -+ A, = 1, é igual a
O+ X\OPy+ MOP; + - -- + M\, OP, para qualquer ponto O, e em particular para O = FPy. O

Como prometido, vamos agora dar uma caracterizacao simétrica da independéncia de pontos,
estabelecendo assim que pontos serem independentes, e em particular formarem um referencial

afim, nao depende da maneira como os ordenamos.

Proposicao 1.5.5. Sejam Py, Pi, ..., Py € £ pontos. As sequintes condig¢oes sao equivalentes:
(i) Os pontos Py, Py, ..., P; ndo sao independentes;
(ii) Existem escalares Ao, A1, ..., A, ndo todos nulos, tais que (na notag¢ao da Defini¢ao 1.2.8)

)\0+)\1+"'+)\k:0 6)\0P0+A1P1+"'+)\]€Pk=0.

. . - > S5 o~ 1.
Demonstragdo. Se temos (i), entdo os vectores PyPy, ..., PyPj; sdo linearmente dependentes, e
portanto existem escalares Aq, ..., Ax, nao todos nulos, tais que

MPyPy + -+ MNPy P, = 0.
Sendo A\g = —A1 — -+ — A\, temos assim que Ag, A1, ..., Ax ndo sdo todos nulos, e
—— - ——
MPoPy + M PP+ -+ A\ PoP, = 0.

A expressao anterior é igual a \gPy + A\ P + -+ + A\ P, e obtivemos (ii).

Reciprocamente, se temos (ii), entdo os escalares Aj, ..., A\ nao sao todos nulos, pois se o
fossem entao da igualdade Ao+ A; + - - - + A = 0 resultaria que também Ay = 0, o que contradiz
a hipétese de (ii). Ora,

0=XPo+ P+ + N
s s T
= XPoPo+ PP+ -+ A B Py
=MPoP+ -+ A\ PoPg.

Como Ag,...,A; nao sao todos nulos, vem que PyP,..., PyP; sao linearmente dependentes, e
portanto Py, P, ..., P, ndo sao independentes. O
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Corolario 1.5.6. A independéncia de pontos num espaco afim ndo depende da ordem dos

pontos.

Agora que temos & nossa disposicao as nocoes de referencial afim e coordenadas afins, héd
algumas questoes fundamentais que se colocam. Quando aprendemos a trabalhar com coorde-
nadas cartesianas, uma das primeiras coisas que nos ensinam é a traduzir conceitos geométricos
como rectas, circunferéncias, etc., em termos dessas coordenadas, dando as equagoes que os
definem. Analogamente, interessa-nos saber, por exemplo, como é a equagao de uma recta em
coordenadas afins num plano afim.

Seja entao (A, B,C) um referencial afim num plano afim £. Cada ponto P do plano é dado
pelas suas coordenadas afins (z,y, z) neste referencial, isto é, escreve-se como A + yB + zC
comzx+y+z=1.

A

Como podemos caracterizar as rectas nestas coordenadas? Bem, uma recta é um subespaco
afim de dimensao 1, e como tal escreve-se como Py + U onde Py é um ponto de £ e U é um
subespaco de dimensao 1 do espaco vectorial associado V. Ora (1@ , @) ¢ uma base de U, e,
se (e1,e2) é uma base de um espago vectorial de dimensao 2, sabemos (porqué?) que todo o
subespaco de dimensao 1 pode ser caracterizado como o conjunto dos vectores cujas coordenadas
(v, 2') em relagdo & base (e, e2) satisfazem

by +cz' =0

para alguns escalares b e ¢, nao ambos nulos.
Entao suponha-se que U é o conjunto dos vectores v = v/ AL + 2 AC tais que by +cz' = 0.
Sejam ainda (xo, Yo, 20) as coordenadas afins de Py (em relagao a (A, B,C)). Temos entao

Py :A—{—xoﬂ—Fyofﬁ—{—Zoz@:A‘FyOE—FZo/@.
Portanto, para um vector v = y’/ﬁ + Z’zﬁ € U, tem-se
P0+v:A+(yo—s—y’)zﬁ—i-(zo—l—z’)ﬁ:mA—i-yB—i-zC

ondey=yg+y,2=2+2 exétalquex =1—y— 2. A condicao by’ + cz’ = 0 reescreve-se
como
b(y — yo) + c(z — 2z0) =0,

ou, sendo a = —byy — c2o,
a+by+cz=0.

Ja temos uma resposta ao problema: toda a recta admite uma equacao em coordenadas afins da
forma a+by+cz = 0, com a, b e c escalares e b e ¢ ndo ambos nulos. Infelizmente, esta equagao
nao é particularmente simétrica. Mas veja-se que, como = + y + z = 1, podemos reescrevé-la
como

a(r+y+z)+by+cz=0, ouseja, ax + Sy + vz =0
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onde a =a, 3 =a+bey=a+c; acondigao de b e ¢ nao serem ambos nulos diz-nos agora
que 8 e v nao sao ambos iguais a «, ou seja, «, B e v nao sao todos iguais. E agora sim, temos

uma condicdo totalmente simétrica! Conclui-se:

Proposicao 1.5.7. Seja (A, B,C) um referencial afim num plano afim £. Entdo as
rectas em &£, em coordenadas afins (x,y, z), sio dadas por equagdes do tipo

ar + Py +vz=0

onde a, B ey sao escalares, nao todos iguais.

(Questao para o leitor: o que acontece se «, 5 e v forem todos iguais?)

O argumento anterior admite uma generalizacao imediata para dimensoes maiores, e obtemos
o seguinte resultado mais geral:

Proposicao 1.5.8. Seja (Ao, A1, ..., A,) um referencial afim num espago afim £ de
dimensao n. Entdo os hiperplanos em &, em coordenadas afins (xg,x1,...,%,), SG0O
dados por equacgoes do tipo

ooxo +a1z1 + -+ apTy, =0

onde ag, aq, .. .,a, sGo escalares, nao todos iguais.

Resultados como estes estao na base da utilizacao de métodos afins para obtencao de resulta-
dos geométricos elementares. Vamos ver um exemplo e provar o classico Teorema de Menelau,

que nos dé um interessante (e 1til) critério de colinearidade.
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Teorema 1.5.9 (Teorema de Menelau). Sejam A, B e C pontos nao colineares num plano
afim, e sejam X, Y e Z pontos nas rectas BC, CA e AB, respectivamente, todos distintos de
A, B e C. Entdo as sequintes condicoes sdo equivalentes:

(i) Os pontos X,Y,Z sao colineares;

(i)

BX CY AZ __
XC YA ZB
A
A

>
Q

Demonstragdo. Comecamos por provar (i)=-(ii). Utilizamos coordenadas afins em relagdo ao
referencial afim (A, B,C). Seja ax + Sy + vz = 0 uma equagao da recta ¢ que contém X, Y e
Z.

A recta BC tem equagao px + qy + rz = 0 para alguns p,q,r nao todos iguais. Como o0s
pontos B e C, de coordenadas afins (0,1,0) e (0,0, 1) respectivamente, pertencem a essa recta,
conclui-se, substituindo na equacao, que ¢ = r = 0. Assim a recta BC' tem equacao px = 0 para
algum p # 0; ou seja, tem equacao x = 0. De modo analogo, as rectas CA e AB tem equacao
y = 0 e z = 0, respectivamente.

Considerem-se as coordenadas afins (x,y,z) do ponto X. Como X pertence a recta BC,
tem-se = 0. Substituindo na equagao da recta ¢, obtém-se Sy + vz = 0; como adicionalmente
y+ 2z =1, obtém-se y = # ez= ;fﬂﬂ

As coordenadas afins de X sdo, portanto,

v =B
(0’7—ﬂ’v—ﬁ)'
Y

Isto significa que X = WB + V__—%C’. Logo, pela Proposicao 1.4.4,

sx (%) s

Xc_(w)_w'

=B

Analogamente,
cYy —y AZ -«

YA a “ZB_ B
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Logo,
BX OY AZ - -y -—a_
XC YA ZB ~ o B

Provaremos agora (ii)=-(i). Suponha-se que vale a igualdade em (ii). Note-se que, pelo

Corolério 1.4.5, se tem % —1. Atendendo a igualdade em (ii), vem que % . ?—g # 1, ou
seja,

cYy A BZ

YA' ZA

Note-se que 1 + % = % (porqué?) e, de modo andlogo, 1 + % = %. Assim, somando 1 a

ambos os membros da nao-igualdade anterior, obtemos %‘3 #+ g—ﬁ, ou, de modo equivalente,

AY AZ
AC " AB’
Portanto, pelo Teorema de Tales, as rectas YZ e BC nao sao paralelas. Logo (pelo Corolério

1.3.5, se quisermos ser precisos), as rectas YZ e BC tém um ponto X* em comum. Pela

implicacao ja provada, obtemos

BX* CY AZ _
X*C YA ZB
Mas por hipdtese temos também % . % . % = —1. Assim,
BX* BX
X*C  XC’

Pelo Corolério 1.4.5 obtemos X* = X, logo X, Y e Z sao colineares, como pretendido.
O

Para concluir esta seccao, vamos ver mais duas provas. A primeira é uma prova alternativa da
implicacao (i)=-(ii) do Teorema de Menelau, mais engenhosa e elegante. A segunda é uma prova
do Teorema de Ceva, que vamos obter como coroldrio do Teorema de Menelau. Para ambas
essas provas precisamos de uma observacao “trivial” sobre uma “regra de calculo” associada a

nossa definigdo de quocientes afins. Deixamos a prova como exercicio (é muito facil!).

Exercicio. Sejam Pi, Py, P3 e 1,2, Q3 pontos num espaco afim. Suponhamos que P #
Qr para k =1,2,3 e que as rectas P1Q1, PoQ2 e P3(03 sao paralelas. Prove que

PiQ1 PQ: P3Q3 _1q
PQs P3Q3 P '

Passemos entao a segunda prova de (parte do) Teorema de Menelau.

Demonstragdo alternativa. Suponha-se que X, Y e Z estao sobre uma recta £. A recta ¢ nao é
paralela a AB, ji que intersecta ¢ num tnico ponto (Z).
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e N\
Considere-se a recta paralela a AB que contém C, ou seja, a recta C' + {/\ﬁ : A € K}. Esta
recta nao é paralela a ¢, ja que £ nao é paralela a AB, e portanto intersecta £ num ponto W.
Note-se agora que, pelo Teorema de Tales juntamente com a Observagao 1.4.7, temos

BX  BZ
xXc wc'
Também pelo Teorema de Tales juntamente com a Observacao 1.4.7, temos
oy _we
YA AZ°

Logo,

BX CY Az _BZ WC Az __BZ WC AZ_
XC YA ZB WC AZ ZB  WC AZ BZ

O

Teorema 1.5.10 (Teorema de Ceva). Sejam A, B e C pontos nao colineares num plano afim,
e sejam X, Y e Z pontos sobre as rectas BC, CA e AB, respectivamente, distintos de A, B e

C. Suponha-se que as rectas AX, BY e CZ concorrem num ponto P. Entao

BX CY AZ _
XC YA ZB

1.
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Demonstragdo. Pelo Teorema de Menelau aplicado ao triangulo AC X, com a recta transversal

que passa por Y, P e B, temos
CB XP AY

BX PA YC

pelo que
CY BC XP

YA BX PA’
BZ _ BC . XP

Analogamente, 75 = %5 - 5, € invertendo vem

Az _XC PA
ZB BC XP’

Obtemos assim

BX CY AZ BX (BC XP\ (XC PA
XC'YA'ZB:XC‘<BX.PA>‘<BC'XP>
BX XC BC\ (XP PA
:<XC'BC'BX>'<PA'XP>

—1-1=1
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§1.6 Transformacoes afins

As transformagoes afins tém um papel em Geometria Afim andlogo ao papel das aplicagoes
lineares na Algebra Linear. Tendo em conta que aplicacoes lineares sao aplicagoes entre espagos
vectoriais que “respeitam” combinacgoes lineares, é razodvel apostar em como uma transformagao
afim é uma aplicacao entre espacos afins que respeita combinacoes afins. Embora isso seja
verdade, a definicao que vamos adoptar vai ser outra, e veremos brevemente que é equivalente
a esta.

Uma nota de aviso antes de avancarmos:

A partir desta secgao, K designa sempre um corpo de caracteristica diferente
de 2.

Definicao 1.6.1. Sejam & e F espacos afins associados aos espacos vectoriais V e W,
sobre o mesmo corpo K. Uma aplicagao f : &€ — F diz-se uma transformacao afim
(ou uma aplicagdo afim) se existe uma aplicacao linear ¢ : ¥V — W (que chamamos a

aplicagao linear associada) tal que

f(P)f(Q; = cp(]@) para quaisquer P,Q € &.

A igualdade anterior pode reescrever-se na forma

£(@Q) = F(P) + ¢(PG).

Fixado Py € &, resulta que, para P = Py + u, se tem f(P) = f(Fy) + ¢(u). Ou seja, sendo
Qo = f(Py) temos f(Py+u) = Qo+¢(u). Portanto, se conhecemos a imagem Qg de Py por uma
transformagao afim, e conhecemos a aplicacao linear associada, a igualdade anterior permite-nos
reconstruir a aplicacao afim inteiramente.

Vamos agora ver que este processo pode ser invertido; a igualdade anterior define uma
aplicacao afim fixados quaisquer Py € £, Qo € F e qualquer aplicacao linear ¢ : V. — W.

Proposicao 1.6.2. Sejam Py € £ e Qo € F pontos em dois espacos afins, e seja ¢ : V — W
uma aplicacdo linear entre o0s espagos vectoriais associados. Entao funcdo f : & — F definida
por

f(Po+u)=Qo+ ¢(u) para qualquer u € V

€ uma transformacdo afim, com aplicagao linear associada .
Demonstracao. Sejam A e B quaisquer dois pontos de &, e escrevemos A = Py+ue B=FPy+v

para alguns vectores u,v € V. Entao temos AB = v — u. Além disso, temos f(A) = Qo + ¢(u)
e f(B) = Qo+ ¢(v), logo f(A)f(Bb =) —p(u) =p(v—u) = w(xﬁ), como pretendido. [
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Lema 1.6.3 (Caracterizagoes equivalentes de transformacoes afins). Sejam & e F espagos

afins e f : &€ = F uma aplicacdo. Entdo as sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) f € uma transformagao afim;

(ii) f respeita combinagoes afins, isto €, para quaisquer Ay, ..., A € E eA1,..., Az €K
com A\ + -+ A\ =1 tem-se

JOMAL 4+ XN Ag) = A f(Ar) + -+ M f(Ax);

(iii) f respeita combinagdes afins com duas parcelas, isto €, para quaisquer A,B € € e
para qualquer \ € K tem-se

fF(A=XNA+AB)=(1-XN)f(A)+ \f(B).

Demonstragao. Vamos provar (i)=-(ii), (ii)=-(iii) e (iii)=-(i).

e (i)=(ii): Seja ¢ a aplicacdo linear associada a f. Fixe-se um ponto arbitrario O € &.
Entao temos
s
3
= f(O) + go()\lOAl + -+ M OA
— J(0) + M@(OAD) + -+ Ao (O k)
= f(

O)+ A1 f(O A1;+ “+ X f(O)f

= Mf(AD) 4+ Ak f(Ag).

~—

»l

—~

o (ii)=>(iii) ¢ trivial.

e (iii)=(i): Suponha-se que f cumpre (iii). Fixe-se um ponto arbitrario P € £. Pela
Proposicao 1.6.2, basta provar que existe uma aplicacao linear ¢ entre os espagos vectoriais
V e W associados a € e F tal que f(P+u) = f(P)+¢(u) para qualquer v € V. Definimos
entao p(u) = f(P)f(P + u); queremos provar que ¢ é linear.

Sejam u € V e A € K quaisquer. Observe-se que P 4+ Au é igual a combinagao afim
(1 = X)P + A(P + u); de facto, basta verificar que O(P + ) = (1- )\)O—f% + AO(P + u)
para algum O € &, ora para O = P ambos os lados sdo evidentemente iguais a Au. Assim,
por (iii),

f(P+du)=(1=Nf(P)+ (P +u).

Isto significa que Of(P + ) = (1- )\)Of(Pj + )\Of(P+u5 para qualquer O € F.
Em particular, para O = f(P) obtém-se f(P)f(P+ Au) = Af(P)f(P+u), ou seja,
p(Au) = Ap(u).

E meio caminho andado para a linearidade: agora s6 falta provar que o (u+v) = p(u)+¢(v)
para quaisquer u,v € £. Para isto, note-se que o ponto P + “Qﬂ Se escreve como a
combinagdo afim (P + u) + (P + v) (é evidente pondo a origem em P) e portanto




26 Topicos de Geometria Elementar

f(P+ 1Y) =L f(P+u)+1f(P+v). Isto implica, em particular, que f(P)f (P + “£2) =
AP f(P+ u) + AP f(P+ v); ou seja, @ (w3) = M. Entao

u—+v
2

o)+ ¢(0) =20 (5] = plu+0)

como pretendido.

Corolario 1.6.4. Uma transformacdo afim envia pontos colineares em pontos colineares.

Demonstragdo. Sejam A, B e C pontos colineares e seja f uma transformacao afim. Supomos
que os pontos sao distintos, caso contrario é evidente que as suas imagens por f sao colineares.
Podemos escrever C' = (1 — \)A + AB. Mas entao f(C) = (1 — A)f(A) + Af(B) é combinagao

afim de f(A) e f(B), logo f(A), f(B) e f(C) sao colineares. O
Coroldrio 1.6.5. Sejam £ e F espagos afins sobre o mesmo corpo, (Ao, A1,...,An) um refe-
rencial afim de € e By, B1,..., By pontos em F. Entdao existe uma unica transformagao afim

f: & — F que satisfaz f(Ao) = By, f(A1) = B, ..., f(An) = B,. Além disso, se (Bo,...,By)
for um referencial afim de F, entdo essa unica transformacgdo afim € bijectiva, com inversa
também afim.

Demonstragdo. Uma tal transformacdo afim tem que satisfazer f(Agdo+ A1 A1+ -+ A\ A4,) =
MoBo+ MBi+ -+ M\, By,. Como A é um referencial afim, isto determina unicamente o valor
de f em todos os pontos de E. Por outro lado, é facil de verificar que a férmula anterior define
uma aplicacdo que respeita combinagoes afins, logo é uma transformagao afim. No caso em

que (By, Bi,...,By) ¢ um referencial afim de F, podemos também definir analogamente uma
aplicagao afim g : F — & que satisfaz g(AoBo+ AN B1+- -+ A\Bpn) = MAg+ A1 A1+ -+ Ay,
que é evidentemente inversa de f. O

Vamos ver como podemos utilizar estes corolarios para provar resultados geométricos ele-
mentares. O Lema que utilizamos como exemplo pode ser obtido directamente utilizando os
Teoremas de Tales e Ceva, contudo vamos dar uma prova diferente para ilustrar uma ideia nova.

Al

E/

Lema 1.6.6. Seja ABC um triangulo num plano afim £ sobre R, seja M o ponto médio do
segmento BC' (isto €, o ponto %B + %C’) e seja P # M um ponto sobre a recta AM. Sejam
E=BPNAC e F=CPnNAB. Entao as rectas EF e BC sdo paralelas.
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Demonstragdo. Comecemos por notar que o resultado é 6bvio por simetria se ABC' for um
tridngulo isésceles no plano euclidiano R?, com |AB| = |AC|. Entao podemos tentar aplicar uma
transformagao afim que envia o nosso triangulo num tal tridngulo! Considere-se um qualquer
tridngulo isésceles A’B'C’ em R? com |A’B’| = |A’C'|. Entdo (A, B,C) é um referencial afim
do nosso plano afim e (A’, B',C’) é um referencial afim de R?, logo existe uma tinica bijeccao
afim f: & — R? tal que f(A) = A, f(B) = B’ e f(C) = C". Note-se que a imagem de M, a
que chamamos M’ é o ponto médio de B'C’ pois M' = f(M) = %f(B) + %f(C). Sendo P’ a
imagem de P, como transformagdes afins preservam rectas conclui-se que a imagem de F estd
nas rectas A'C’" e B'P’, logo é o ponto E’ de interseccao dessas duas rectas. Analogamente, a
imagem de F, F’, é o ponto C'P'N A’B’.

Ora ja tinhamos visto que o nosso Lema é evidente num tridangulo isésceles euclidiano; ou
seja, sabemos que E'F’ é paralela a B'C’. Sera que podemos concluir dai que E'F é paralela a
BC? Bem, se nao fosse, entdo essas duas rectas teriam um ponto em comum, digamos X. Ora
o ponto f(X) teria que estar nas rectas E'F’ e B'C’, o que é impossivel porque essas rectas sao
paralelas! Logo EF é paralela a BC. O

Esta prova ilustra parte do possivel potencial das transformacoes afins; se queremos provar
um resultado geométrico envolvendo apenas conceitos que sao preservados por transformacoes
afins, podemos utilizar transformacoes afins para reduzir a nossa configuracao geral a uma
configuracdo “mais simples”. Mas temos liberdade limitada; por exemplo, se estivermos a
trabalhar sobre um plano afim, s6 temos “direito” a escolher a posi¢ao de até 3 pontos.

Vamos ver agora algumas classes particulares interessantes de transformacgoes afins que merecem
ser distinguidas.

Definigao 1.6.7. Seja £ um espago afim. Uma translac¢do de £ é uma transformacao afim
f: &€ — & cuja aplicagao linear associada é a identidade.

Dada uma translaccao f de um espago afim £, com espaco vectorial associado V, que envia Py em

Qo, decorre do que vimos antes que a translaccao envia Py +u em Qo +idy(u) = Qo +u. Como
>~ . , . . .

Qo +u = (Py+ u) + PyQo, decorre que a imagem de qualquer ponto é obtida adicionando-lhe

o vector PyQy.

f(P)

Qo

Py
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Definigao 1.6.8. Seja £ um espaco afim com espaco vectorial associado V sobre o corpo K.
Dado A € K\{0, 1}, define-se a aplicacao linear ¢y : V — V como ¢y (v) = Av para todoo v € V.
Uma homotetia de razao A # 0,1 de £ é uma transformacao afim f : £ — £ cuja aplicagao
linear associada é ¢y. O centro da homotetia é o seu tnico ponto fixo, isto é, o unico Ry € £
tal que f(Ro) = Rp.

Claro que falta verificar que o ponto Ry mencionado na defini¢do de facto existe e é unico.
Seja Py um ponto arbitrario de E, e seja Qo = f(FPy). Vamos determinar para que pontos
Ry = Py+u é que f(Ryg) = Ro. Temos f(Py + u) = Qo + Au; logo, f(Ry) = Rp equivale a

Py+u=Qo+ A\u,

— —
que por sua vez equivale a QoFPy = (A — 1Du, e au = ﬁQOPO. Assim, o tnico ponto fixo de f
¢ 1
—
Ry =Py + ——QoFo.
A—1
AU
Qo
u
Po
Ry

Logo o centro esta bem definido.

Definigao 1.6.9. Uma simetria central é uma homotetia de razao —1.

F(P) Ro P

Para concluir esta secgao, vamos fazer algumas consideracoes genéricas sobre grupos de trans-
formacoes afins.

Proposicao 1.6.10. Sejam f : € = F e g : F — G transformacdes afins, com aplicacoes
lineares associadas ¢ e ¥ respectivamente. Entdo a composta go f também é uma transformagao

afim, e a aplicagdo linear associada € 1 o p.



1 Geometria Afim 29

Demonstracao. Dados P, Q) € £, tem-se

O

E igualmente imediato verificar que, se f é bijectiva, entdo f~! também é uma transformacio
afim com aplicacdo linear associada ¢ ~'. Assim conclui-se que as transformacoes afins bijectivas
€ — & formam um grupo, o chamado grupo afim de £, habitualmente representado por Ga(€).

As homotetias e as translacgdes formam um subgrupo de Ga(€). De facto, usando a Proposigao
1.6.10, é facil ver que:

Observagao 1.6.11.

e A composta de duas homotetias é uma homotetia ou uma translaccao, conforme o produto

das razoes das duas homotetias é diferente de 1 ou igual a 1, respectivamente.
e A composta de uma translaccdo e uma homotetia, por qualquer ordem, é uma homotetia.

e A composta de duas translacgoes é uma translaccao.
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§1.7 O plano afim A?(R)

O plano afim A?(R) é simplesmente o nosso bom velho plano euclidiano R?, visto & luz da sua
estrutura natural de espaco afim. Pode parecer estranho usar uma notacao diferente, mas é o
que manda a tradigao. Mais geralmente,

Definicao 1.7.1. Seja n um inteiro nao negativo e seja K um corpo. O espaco afim
A™(K) é o espago K" com a sua estrutura natural de espago afim.

O objectivo desta seccdo é investigar as transformacoes afins de A%2(R). Vamos em particular
ver uma curiosa maneira de definir uma representacao matricial dessas transformacoes, e deixar,
por enquanto, em aberto a questao sobre o que esta por tras dela.

Todas as aplicacoes lineares ¢ : R> — R? sdo da forma

¢ (z,y) = (a17 + bry, asx + bay)

com ay,as, by,by € R. As transformagoes afins f : A%2(R) — A%(R) que tém esta ¢ como
aplicacao linear associada sao entao da forma

[i(zy) = (c1,c2) + o(x,y) = (@12 + b1y + c1, azw + bay + 2)

onde (c1,c2) = f(0,0).
Curiosamente, existe uma maneira bastante cémoda de representar transformacgoes afins
A%(R) — A?(R) por matrizes.

Proposicao 1.7.2. A transformacdo afim f : A%2(R) — A2%(R) definida por f(z,y) =
(a1 + b1y + ¢1, a2x + boy + c2), associa-se a matriz

al b1 C1
M f= as bg Co
0 0 1

Entao, se f(x,y) = (2',y), tem-se

~

—_
—_

A prova é uma conta directa. Mais, outra conta directa mostra que, se f e g sao duas
transformacdes afins de A%(R), entdo temos

Myoy = MygMy.

Parece coincidéncia! A estrutura multiplicativa das matrizes foi inventada para representar
aplicagoes lineares. E agora parece que, por mero acaso, também representa, usada da maneira
certa, transformacoes afins! Cuidado. As verdadeiras coincidéncias deste tipo sdo muito poucas.
Em geral, quando um fenémeno destes ocorre, é prudente desconfiar de que ele nao é mais

que uma manifestacao de uma ideia mais geral que o faz parecer menos magico e misterioso.
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E este caso nao é excepcao: esta representacao matricial misteriosa nao é mais do que uma
manifestacdo da existéncia do plano projectivo P2(R), que estende A?(R) e vamos conhecer
mais adiante. Nessa altura este fendmeno terd a sua devida explicacdo. Por agora, fica o
mistério...

Concluimos esta seccao com uma descricao das matrizes associadas a alguns tipos importantes
de transformacoes afins de A?(R).

e Translacgoes:
1 0 C1
0 1 C2
0 0 1
e Homotetias:
A0 C1
0 A ¢co|,comA#0,1
0 0 1
e Aplicacoes lineares de R?:
a; as O
b by
0 0 1
e Isometrias de R?:
a —b a b
b a | ou b —a c|,ondea?+0b2=1
0 0 1 0 0 1
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§1.8 Homotetias, translaccoes e os Teoremas afins de Desargues e
Pappus

Nesta penultima seccdo sobre Geometria Afim, vamos utilizar homotetias e translaccées para
provar mais dois Teoremas da Geometria Afim, os Teoremas (afins) de Desargues e Pappus.
As versoes mais conhecidas destes teoremas sao mais gerais do que as que apresentamos nesta
seccao. Mais tarde, quando tivermos a maquinaria das transformacOes projectivas a nossa
disposicao, vamos transformar quase sem esforco os resultados desta sec¢ao em resultados muito
mais fortes.

Mas cada coisa a seu tempo. Por agora, precisamos de provar mais alguns resultados simples

sobre homotetias e translacgoes.

Proposicao 1.8.1. Seja £ um espaco afim e seja F um subespaco afim de £. Se f é uma
homotetia de &£, entao f(F) € um subespaco de € paralelo a F.

Demonstracao. Se F = Py + U, onde U é um espago vectorial, e A\ é a razao de f, entao
f(F) = f(Py) + XU = f(Py) +U (de facto, como U é um espago vectorial e A # 0 tem-se
AU =U). Logo f(F) é um subespago afim de £ com espago vectorial associado U, e portanto é
paralelo a F. ]

Proposicao 1.8.2. Seja € um espaco afim e seja f uma homotetia de £ com centro Ry. Entado,
para qualquer ponto P € £, os pontos Ry, P e f(P) sao colineares.

Demonstracao. Se P = Ry é trivial. Caso contrario, basta ver que, se A é a razao da homotetia
e P = Ro+u, entdao f(P) = Ro+ A\u= Ry + )\ROI?’ = (1= A)Rp+ AP. Assim f(P) estd na
recta RoP. ]

Proposicao 1.8.3. Seja £ um espaco afim e seja F um subespaco afim de £. Se f é uma
homotetia de £, entao f(F) = JF se e sé se o centro Ry de f pertence a F.

Demonstragdo. Seja A a razao de f. Se Ry € F, entdao F = Ry + U para algum espaco U. Logo
f(F)=Ro+ XU =Ro+U=F.

Reciprocamente, suponha-se que f(F) = F. Considere-se um ponto P € F arbitrdrio. Se
P = Ry nao hé nada a provar. Caso contrario, note-se que f(P) € F. Se um subespaco afim
contém dois pontos, entdo contém toda a recta definida por eles (porqué?). Logo F contém a
recta Pf(P) (note-se que f(P) # P pois P # Ry!). Mas Ry € Pf(P) pela Proposigao 1.8.2,
logo Ry € F. O

Proposicao 1.8.4. Seja £ um espaco afim, e sejam f e g duas homotetias de £ de centros Py
e Qo respectivamente. Entdao f e g comutam (isto é, fog=go f) se e s6 se Py = Q.

Demonstragdo. Sejam « e S as razoes de Py e QQg, respectivamente. Se Py = (g, f é dada por
Py+u— Py+aue g é dada por Py+ u+— Py+ Bu. Logo fog é dada por Py+u — Py + afu.
Analogamente, g o f é dada por Py + u +— Py + afu. Logo fog=go f.
Suponha-se agora que Py # Qo. Sejam Q = f(Qo) e Qp = 9(Qp). Note-se que Qf # Qo,
pois Qo # Py e Py é o tinico ponto fixo de f. Mas entao @, nao é o tnico ponto fixo de g, logo
1 £ Q). Ou seja, g(£(Qo)) # F(9(Q0)). Logo f e g nio comutam. 0
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Proposicao 1.8.5. Sejam A, B, A’, B’ pontos de um espago afim & tais que A # B, A’ # B’
e AB € paralela a A’B’. Entdo existe uma tnica homotetia ou translac¢ao f : € — £ tal que
f(A)=A" e f(B) = B'. Se adicionalmente as rectas AB e A'B’ forem distintas, se f for uma
homotetia o seu centro é o ponto AA' N\ BB', e se f for uma translaccao as rectas AA" e BB’
sao paralelas.

Demonstragao. As homotetias/translac¢oes que enviam A em A’ sdo da forma
fiA+ur— A+ du

com A # 0. Para provar o pretendido, basta mostrar que existe exactamente um valor de A
para o qual a aplicacao assim obtida também envia B em B’. Tomando u = 1@ na “férmula”
anterior, vemos que B é enviado em A’ + )\ﬁ, que ¢ igual a B’ se e s6 se ﬁ = )\ﬁ. Ora
existe um unico valor de A para o qual isto acontece, nomeadamente A = %. Isto mostra a
existéncia e a unicidade da homotetia ou translaccao procurada. .

Se f é uma translaccao, entao A = 1, logo pela nossa descricao de X\ temos A'B’ = E
Somando BA’ a ambos os membros desta igualdade vem BB’ = AA’. Logo AA’ e BB’ sao
paralelas.

Se f é uma homotetia, entao o seu centro estd nas rectas AA’ e BB’ pela Proposi¢ao 1.8.2,

logo o centro é AA’ N BB’, como pretendido. O

Com isto ja estamos prontos para passar aos Teoremas afins de Desargues e Pappus.
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Teorema 1.8.6 (Teorema de Desargues afim). Sejam ABC e A'B'C’ triangulos num espago
afim £. Se AB é paralela a A'B’, BC' € paralela a B'C' e CA ¢é paralela a C'A’, entao as rectas
AA’, BB' e CC' sao paralelas ou concorrentes num ponto.

Demonstragdo. Seja f : £ — £ atinica homotetia ou translaccao tal que f(A) = A’ e f(B) = B’.
Seja C* = f(C). As rectas A'C* e AC sao paralelas pela Proposigao 1.8.1, mas por hipdtese
A'C" e AC também o sao. Logo A'C* e A'C’ sao paralelas, e como tém o ponto A’ em comum
sa0 a mesma recta. Logo A’, C' e C* sao colineares. Analogamente B’, C' e C* sao colineares.
Segue que o ponto C* pertence em simultaneo as rectas (diferentes) A'C’" e B'C’, logo C* = '
e f(C)=C".

Se f é uma homotetia, as rectas AA’, BB’ ¢ CC’ passam todas pelo seu centro e portanto
sao concorrentes. Se f é uma translac¢ao, pela Proposi¢ao 1.8.5 vem que AA’, BB’ e CC’ sao

paralelas, provando o Teorema. O

Teorema 1.8.7 (Teorema de Pappus afim). Sejam £ e ¢’ duas rectas distintas num espago afim
E, esejam A,B,C €l e A,B' ,C" €/l seis pontos distintos. Se AB’ € paralela a A'B e AC' é
paralela a A'C, entao BC' € paralela a B'C.

B/ Al C/

Demonstragao. Seja f a tinica homotetia ou translacgao tal que f(B) = A e f(A") = B/, e seja
g a unica homotetia ou translaccao tal que g(A) = C e g(C’) = A’. Observe-se que se £ e
sao paralelas entdao f e g sao ambas translacgoes. Caso contrario, f e g sdo ambas homotetias
centradas em £ N ¢. Logo, em todo o caso, pela Proposigao 1.8.4, temos fog = go f. Seja
h=fog=gof. Temos h(B) = g(f(B)) = g(A) = C ¢ h(C") = f(g(C")) = f(A') = B'. Logo
existe uma homotetia ou translaccao que envia B em C e C' em B’. Portanto BC’ é paralela
a B'C. O
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§1.9 O Teorema Fundamental da Geometria Afim

Nas tultimas seccOes procuramos convencer o leitor de que transformacoes afins sdo objectos
dignos de serem estudados. Quando demos a nossa definigao inicial (Defini¢cao 1.6.1), poderd
nao ter parecido ébvio porque é que a definicao que demos era a “correcta”. As caracterizagoes
equivalentes do Lema 1.6.3 devem ter ajudado a lancar algumas luzes sobre o motivo. Afinal, ao
preservarem combinagoes afins, as transformagoes afins preservam essencialmente todos os “con-
ceitos afins” que introduzimos neste capitulo. Mas, para o caso de estas explicagoes nao serem
suficientemente convincentes, deixamos aqui uma caracterizagao equivalente das transformagoes
afins bijectivas que deverd convencer o leitor do papel fundamental das transformacoes afins.
Essa caracterizagao é muito simples: num espaco afim £ de dimensao k£ > 2 sobre R, as trans-
formacgoes afins bijectivas sao simplesmente as bijecgoes que enviam pontos colineares em pontos
colineares.

Vamos parar um pouco para reflectir sobre o que isto nos diz. Isto diz-nos, por exemplo,
quais sao as bijeccoes de AQ(R), ou R?, que preservam as rectas: era uma questdo que ja nos
podiamos ter colocado muito antes de termos introduzido a linguagem da Geometria Afim. E
o Teorema desta seccio diz-nos que qualquer bijeccio de A%(R) que preserve rectas tem que
preservar os quocientes é—g com pontos A, B, C' colineares: de facto, se C = (1 — A\)A+ AB, e
f é uma bijeccio afim de A%(R), entdo f(C) = (1 — \)f(A) + Af(B), logo

fAfe - x _ AC

fO)f(B)  1-x CB

Sem mais delongas, passemos ao Teorema.

Teorema 1.9.1. (Teorema Fundamental da Geometria Afim) Sejam & um espago afim
real de dimensao k > 2 e f : & = £ uma aplicagdo bijectiva que transforma quaisquer
trés pontos colineares em trés pontos também colineares. Entdo f € uma aplicacao afim.

Antes de passarmos a prova do Teorema, precisamos de alguns preparativos, que sao as duas
proposicoes abaixo.

Proposigao/Defini¢ao 1.9.2 (Caracterizacoes dos paralelogramos). Sejam A, B, C' e D pon-

tos distintos num espago afim, trés a trés nao colineares. As seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) AB = DC;
(i) AD = BC;
(ili) AB é paralela a CD e AD é paralela a BC.

Se alguma destas condigGes se verifica, dizemos que ABCD é um paralelogramo.

Demonstragao. Se temos %, entio adicionando BD a ambos os membros obtemos (ii). Ana-
logamente, adicionando DB a ambos os membros de (ii) obtemos (i). Portanto (i) e (ii) sao

equivalentes. Basta-nos assim provar que (ii) e (iii) sdo equivalentes.

e Se temos (ii) entdo claramente AD é paralela a BC. Como (ii) implica (i), também temos
que AB é paralela a CD.
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e Se temos (iii), entao pela Proposicao 1.8.5 existe uma homotetia ou translaccao que envia
Aem D e Bem C. Se for uma homotetia, o seu centro estd nas rectas AD e BC, o que
é impossivel pois estas sao paralelas e distintas. Logo existe uma translaccao que envia A
em D e Bem C. Assim E = B? (ambos sao iguais ao vector da translaccao).

Isto completa a prova. O
A préxima proposicao devera parecer intuitiva; encoraja-se o leitor a tentar prové-la por si
antes de ver a demonstracao abaixo.

Proposigao 1.9.3. Sejam r e s duas rectas paralelas distintas num espaco afim £. Entdo existe
um subespaco afim F C £ de dimensdo 2 que contém r e s.

Demonstragao. Seja U o espago vectorial de dimensao 1 associado as rectas r e s. Seja P um
ponto arbitrario em 7, e seja () um ponto arbitrario em s. Seja VW o espago vectorial gerado
por U e pelo vector P-Cj Obviamente W tem dimensao 2. Basta entao verificar que r e s estao
contidas no subespacgo afim F = P + W.

e Temos r = P +U e U é um subespaco de W por construcao. Logo r C P+ W.

e Seja T um ponto de s. Entao podemos escrever T' = @Q + v onde v € U. Mas entao
T=P+PQ+v,e ]@ + v pertence a W por construcao. Logo s C P + W.

O
Com isto estamos prontos para passar a prova do Teorema 1.9.1.

Demonstracao. A prova é longa, e vamos dividi-la em varias partes. Cada parte é um pequeno
Lema em si mesmo. Para simplificar, representaremos por A’ a imagem de qualquer ponto A

por f.

Sejam A1, ..., A, pontos em £ e seja B um ponto em £ que é combinagdo afim de
Aq,..., Ap. Entao B’ é combinagao afim de A},..., A/ .

Demonstragao. Utilizamos indugdo em m. Para m = 1 ¢ trivial. Para m = 2 o Lema equivale
a hipdtese do enunciado; note-se que B ser combinacdo afim de A; e Ay equivale a que Ay, A
e B sejam colineares, e tal implica que A}, A} e B’ também o sejam, pelo que B’ é combinagao
afim de A} e A). Suponha-se agora m > 3 e que ja provamos a versao do Lema para m — 1

pontos. Suponha-se que

com A\ + - -+ A, = 1. Entéo existe ¢ € {1,...,m} tal que \; # 1; caso contrario terfamos
AL+ -4+ A =m # 1. Podemos supor sem perda de generalidade que A, # 1. Considere-se

agora o ponto
A Am—1
A ... = A .
[ W A I W
Entao temos B = (1 — \,)P + A Am, logo B, P e A, sdo pontos colineares. Portanto B’, P’

e Al sdo pontos colineares. Assim, existe A € R tal que B’ = (1 — \)P’ + AA/,. Mas como

pP=

P é combinagao afim de A;,..., A1, P’ é combinagao afim de A},..., Al _; existem assim

a1,...,0;,_1 tais que P' = a1 Ay + -+ o141, logo
B = (1 — )\)OélAl —+ o+ (1 — )\)Oém—lAm—l + A,

estando o Lema provado. O
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Sejam A, B e C pontos nao colineares em £. Entao A’, B’ e C' também nao sao

colineares.

Demonstracdo. Seja V o espaco vectorial associado a €. Se A, B e C nao sao colineares,
entao os vectores AB e AC' sdo linearmente independentes e como tal existe uma base de V
que os contém. Seja (EJ@,AAL ..., AAg_9) uma tal base. Entao (A, B,C,Ay,...,Ax_2) é
referencial afim de £. Logo todo o ponto de £ se pode escrever como combinacao afim destes

pontos e, como tal, pela bijectividade de f e pelo Lema anterior, todo o ponto de £ se pode
escrever como combinagao afim de A, B, C", A}, ..., A} _,.

Assim, os vectores

AB AC AAL . AAL

2 / !/ ! o5 s = Yal I R/
formam uma bas de V. Se A’, B’ e (' séo colineares, entao A’C’ = MA'B’ para algum A, o

que contradiz a independéncia linear destes vectores. Isto prova o Lema. ]

Lema 3:| Se r é uma recta em &, entao f(r) também é. Além disso, se r1 e r2 s@o rectas

paralelas, entao f(r1) e f(r2) também sao.

Demonstragdo. Seja r uma recta em & e sejam A, B € r dois pontos distintos. Para qualquer
X € r, os pontos A, B, X sao colineares, logo X' € A’B’. Assim f(r) C A’B’; para mostrar que
f(r) é uma recta, basta agora mostrar que para qualquer ponto Y € A’B’ existe X € AB tal
que f(X) =Y. Suponha-se por absurdo que um tal ponto X nao existe para algum Y. Entao,
como f é bijectiva, existe Z em &, fora da recta AB, tal que f(Z) =Y. Mas entdao A, B e Z
nao sao pontos colineares, e por outro lado A’, B’ e Y sao-no, o que contradiz o Lema anterior.
Assim f(r) é uma recta.

Sejam agora 11 e 1o duas rectas paralelas em £ (que supomos distintas; se ndo o forem, o
que pretendemos provar é trivial). Entdo, pela Proposicao 1.9.3, existe um subespaco afim
de dimensao 2 de £ que contém 71 e ry. Suponha-se que (Ag, A1, Ag) é referencial afim desse
subespaco. Entao todo o ponto de r1 Ure é combinacao afim de Ag, Ay e As; logo todo o ponto
de f(r1) U f(re) é combinagao afim de Af, A} e A}, pelo Lema 1. Logo f(r1) U f(re) estd
contida num subespago afim de £ de dimensao 2. Assim, se f(r;) e f(r2) ndo sdo paralelas,
tém um ponto P em comum; seja Q = f~1(P). Como 71 Nry = (), temos Q ¢ r1 ou Q ¢ 73;
suponha-se sem perda de generalidade que @ ¢ 1. Entao f(Q) ¢ f(r1), ou seja, P nao pertence
a f(r1), uma clara contradi¢ao. O Lema estd provado. O

Sejam A e B dois pontos distintos em £. Para cada A € R, seja M) o ponto de
: AN, — \AB. Sei T R <
AB que satisfaz AMy = AAB. Seja ®()) o escalar tal que A’M; = ®(\)A'B’. Entao valem as
igualdades
DA+ 1) = BN + D(u) e B(\z) = B(\)D ()

para todos os A\, u € R.

2Todo o ponto de £ escreve-se como combinacio afim de A’, B',C’, A},..., A\_,, logo escreve-se como A’ +
(uma combinagao linear de A'B’, A'C", AAL A’Aj,_5). Assim todo o vector de V se pode escrever como
uma combinacio linear de A’B’, A'C" A’A},... A’A}_,. Atendendo a que sdo exactamente k = dimV

vectores, resulta que formam uma base de V.
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Demonstragdo. Sejam A, p € R arbitrarios. Escolha-se um ponto P qualquer fora de AB e
seja () o ponto definido por ]@ = m Entdo P(Q) é paralela a AB e AP é paralela a
M\Q, logo P'Q" é paralela a A'B’ ¢ A'P’ é paralela a M}(Q’; assim, pela Proposicao 1.9.2,
]@ = m Por outro lado, temos AM),,, = (A—HL)E = )\E—Fuzﬁ = A—]WA> +A—]\4; pelo
que AMy = M, My,,. Logo também temos PQ) = M, My, ,; entao PM, é paralela a QM) ,,

logo P'Mj, é paralela a Q’Mgﬂl; juntamente com o facto de que P'Q" é paralela a M, My

obtemos P'Q" = M, My . Resulta que A'Mf\ =M, M, = A’M;\ﬂ; - A’M{r Logo,

+p?

e

B+ p)A'B = AM,,, = AM,+ AM, = (®()) + &) AB

e como A # B, temos AD # 0, logo ®(A + p) = ®(A) + ®(u), como pretendido.
P Q

Provaremos agora a segunda igualdade. Se A = 0 ou pu = 0, a igualdade resulta do facto

trivial de que ®(0) = 0. Suponha-se entdo que A e p sd@o nao nulos. Note-se agora que

Ay, = \uAD = AAM,,

AM/\;L _ . AMA
pelo que AN, = A= 5

tal que a recta M) S é paralela a BR. Pelo Teorema de Tales
AS  AM,  AMy,
AR AB  AM,

Seja R um ponto arbitrario exterior a AB; seja S o ponto de AP

pelo que, pelo Teorema de Tales, as rectas M,,S e M, R sao paralelas. Temos entéoﬁ MS" ||
B'R e M;\MS’ | M},R'. Logo, por Tales, novamente, temos

AM,,  AS AM

A'Mj, A'R A'B'

Segue que
P
D(p)
equivalendo a igualdade pretendida. (A injectividade de f garante que ®(u) # 0 para p # 0.)

S

3 A notacio r || s signiifica que a recta r é paralela & recta s.
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A tnica funcdo bijectiva ® que cumpre as igualdades anteriores é a indentidade.

Demonstragio. De ®(0 + 0) = ®(0) + ®(0) segue que ®(0) = 0. De ®(12) = ®(1)? segue que
®(1) € {0,1}; como ®(1) # ®(0), temos P(1) = 1.

Agora note-se que se ®(n) = n, para algum inteiro n > 0, entao ®(n+1) = ®(n)+d(1) = n+1.
Como ®(0) = 0, por indugao segue que ®(n) = n para todo o inteiro n > 0. Além disso, se
n < 0, entao

0=(0)=®(n+(—n)) = ®(n) + ®(—n) = ®(n) —n

pelo que ®(n) = n. Assim ®(n) = n para todo o inteiro n.

Note-se agora que para x € R e n inteiro positivo, se tem ®(nx) = n®(x); de facto, a igualdade
é verdadeira para n = 1 e, se ®(nz) = n®(x), entdo ®((n+1)x) = ®(nrx+2z) = ®(nx)+P(z) =
n®(z) + ®(z) = (n + 1)®@(z); logo por inducdo obtemos o resultado. Agora se p é um inteiro e

q¢<p>==®@)=p

q € um inteiro positivo, entao

q

logo ® <§> = g. Conclui-se que ®(z) = x para todo o z € Q. Como Q é denso em R, para

concluir que ® = id basta mostrar que f é crescente. Ora, se a > b,
®(a) = B(b) + P(a — b) = D(b) + B(Va — b)? > &(b)

e portanto ® ¢é de facto crescente, concluindo a prova. ]

— —
Para acabar a prova, note-se que obtivemos que se AM = AAD entio A'M = AA'B' , ou
ainda f((1 —AN)A+ AB) = (1 —\)f(A) + Af(B). Isto, pelo Lema 1.6.3, é equivalente a f ser

uma transformagao afim, e a prova esta assim terminada. O

Digressao: e sobre outros corpos?

No resto desta secgao vamos discutir a importancia de supormos que £ é um espaco afim sobre
R na prova acima. Leitores que nao estejam a vontade com nocoes basicas sobre corpos, ou que
simplesmente ja estejam fartos de Geometria Afim, estdo a vontade para passar esta parte a
frente.

A prova que vimos dependeu de maneira fundamental do Lema 5, que afirmava o seguinte:

Seja 0 : R — R uma funcao com as seguintes propriedades:
e o ¢ bijectiva;
e o(x+y) =o0(x)+ o(y) para quaisquer z,y € R;
e o(zy) = o(x)o(y) para quaisquer z,y € R.

Entao o ¢é a identidade.

Acontece que esta é uma propriedade muito especial do corpo R. Comecemos por dar uma
definicao mais geral:
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Definigao 1.9.4. Seja K um corpo. Uma fungao o : K — K diz-se um automorfismo de
K se tem as seguintes propriedades:

e 0 ¢ bijectiva;
e o(z+vy) =o0(z)+ o(y) para quaisquer z,y € K;

e o(xy) = o(x)o(y) para quaisquer z,y € K.

A aplicagdo identidade de K diz-se o automorfismo trivial, e o Lema 5 na prova anterior
afirma, nesta linguagem, que o corpo R nao tem automorfismos nao triviais. Mas existem

automorfismos nao triviais noutros corpos! Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.9.5 (Automorfismos nao triviais).

(i) A conjugagao complexa z — Z é um automorfismo nao trivial do corpo C.

(ii) Seja Fg o corpo finito com 9 elementos, que tem caracteristica 3. Vamos ver que a
funcao o : Fg — Fg definida por

o(z) =a3

é um automorfismo nao trivial de Fg. De facto, a condi¢ao o(zy) = o(x)o(y) é

imediata, e temos
o(x+y)=(z+y) =2 +32%y + 32> +y° =2° + y* = o(2) + o(y)

uma vez que 3 = 0 em Fg. Daqui resulta também que o é injectiva, uma vez que, se
o(z) = o(y), entdo o(x—y) = 0, ou seja (x—y)* = 0, pelo que = = y; como Fy é finito,
o é também sobrejectiva. Resta assegurarmo-nos de que ¢ nao ¢é a identidade; ora a

3

equagao o(x) = x equivale a ° —z = 0 e portanto tem no méximo 3 < 9 solugoes em

Fy, e existe assm pelo menos um z € Fy (na verdade, existem exactamente 6) para o
qual o(x) # z.

(iii) Mais geralmente, considere-se o corpo F, com ¢ elementos, onde ¢ = p™ para algum
primo p e algum inteiro n > 1. Entao a funcao o : F;, — F, definida por

o(x) =P

¢ um automorfismo nao trivial de ;. Tal como no exemplo anterior, é imediato

verificar que o(zy) = o(z)o(y), e temos também

slatn) = e ty? =3 ()t = a7 = ota) + 00
k=0

. . . P _ p' , tot s
uma vez que, para 1 < k < p — 1, o coeficiente binomial (k) = wp—h € divisivel por
p e portanto é igual a 0 em F,. Podemos agora verificar como acima que o ¢ bijectiva
e, como o polinémio z¥ — x tem no maximo p < g raizes em I, a aplicagao o nao ¢ a

identidade, e é portanto um automorfismo nao trivial de F,.
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Acontece que a existéncia destes automorfismos nao triviais faz realmente diferenca se qui-
sermos estender o Teorema Fundamental da Geometria Afim para outros corpos. Por exemplo,
considere-se a fungao f : A?(C) — A%(C) definida por f(z,w) = (z,w). Entdo f é uma aplicacio
bijectiva, envia pontos colineares em pontos colineares mas nao é uma aplicacao afim.

Para estendermos o Teorema Fundamental da Geometria Afim para outros corpos, precisamos
de introduzir uma classe mais alargada de transformacoes, a que chamaremos transformacées

o-afins, onde o é um automorfismo.

Definigcao 1.9.6. Sejam K um corpo, o um automorfismo de K e V e W espagos vectoriais
sobre K. Uma aplicacao ¢ : V — W diz-se uma aplicacao o-linear se

elx+y) =)+ e(y) e o(Ax) = o(N)p(z) para quaisquer z,y € V e X € K.

Estendemos agora a definigdo de transformagao afim (Definigao 1.6.1) do seguinte modo:

Definigao 1.9.7. Sejam & e F espagos afins associados aos espagos vectoriais V e W,
sobre o mesmo corpo K, e seja o um automorfismo de K. Uma aplicacao f : &€ — F diz-se
uma transformagdo o-afim (ou uma aplica¢ao o-afim) se existe uma aplicagao o-linear
¢ : ¥V = W (que chamamos a aplicacdo o-linear associada) tal que

FP)F(Q) = ¢(PQ) para quaisquer P,Q € .

A prova do Lema 1.6.3 pode ser adaptada para provar o seguinte:

Lema 1.9.8. (Caracterizacoes equivalentes de transformagoes o-afins) Sejam & e F
espacos afins sobre K, o um automorfismo de K e f : € — F uma aplicagdo. Entao

as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) f € uma transformacao o-afim;

(ii) f o-respeita combinacgdes afins, isto €, para quaisquer Ay, ..., A €E eX1,..., \p €
K com A1 + -+ X\ =1 tem-se

faAr + -+ A Ag) = (M) f(A1) + - + (M) f(Ar);

(iii) f o-respeita combinagoes afins com duas parcelas, isto €, para quaisquer A, B € &
e para qualquer A € K tem-se

F((1 = NA+AB) = (1 — o(\)f(4) + o(N) (B).

E por fim, utilizando essencialmente as mesmas ideias da prova do Teorema 1.9.1, obtemos o
seguinte resultado mais geral:

Teorema 1.9.9 (Teorema Fundamental da Geometria Afim). Sejam £ um espago afim
de dimensdo k > 2 sobre o corpo K e f: & — £ uma aplicagao bijectiva que transforma
quaisquer trés pontos colineares em trés pontos também colineares. Entao existe um
automorfismo o de K tal que f € uma aplicacao o-afim.
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§1.10 Exercicios e Problemas

1.1. Seja (A, B, C) um referencial afim de um plano afim real £. Sejam P; e P; pontos distintos
de £ com coordenadas afins (z1,y1,21) e (22, y2, 22), respectivamente, neste referencial.

(a) Mostre que as seguintes condigbes sobre um ponto P de coordenadas afins (z,y, z) sdo
equivalentes:

(i) P pertence a recta Py Py;
(i) Existe A € R tal que (z,y,2) = (1 — A)(z1,y1, 21) + A(22, Y2, 22);
(iii) («,y,2) é combinacao linear de (x1,y1,21) e (x2,y2, 22).

(b) Conclua que, no referencial afim (A4, B, C), a recta P; P, tem equagao

x Y z
det rr Y1 = =0

T2 Y2 22

1.2. Seja (A, B,C) um referencial afim de um plano afim real £. Para que valores reais de
a,b,c,d, e, f é que as rectas definidas, em coordenadas afins neste referencial, pelas equagoes

ax+by+cz=0 e de+ey+ fz=0
sao paralelas?
1.3. Seja ABC um triangulo num plano afim real £. Determine, no referencial afim (A, B, C),

(a) as coordenadas afins dos pontos médios X, Y e Z dos segmentos BC, AC e AB, respec-

tivamente;
(b) a equacado afim da recta XY
(c) as coordenadas afins do ponto W tal que Y XCW é um paralelogramo.

1.4. Seja ABC um triangulo num plano afim real, e sejam M o ponto de AB e N o ponto de
BC tais que % =2e f\‘% = 1. Determine, no referncial afim (A, B, (), uma equacao afim da
recta M N.

1.5. (a) Prove directamente o Teorema de Ceva com coordenadas baricéntricas, sem utilizar
0 Teorema de Menelau.

(b) Prove o reciproco do Teorema de Ceva: se A, B e C sao pontos nao colineares num plano
afim e X, Y e Z s@o pontos nas rectas BC, C' A e AB tais que

BX CY AZ _
XC YA ZB

entao as rectas AX, BY e C'Z sado paralelas ou concorrentes.

1

1.6. Seja & um espaco afim com espago vectorial associado V sobre um corpo K. Suponha-se
que B é um subconjunto de £ tal que, para quaisquer dois pontos distintos P, Q) € B, a recta
PQ esta contida em B.

(a) Dado P € B, mostre que o conjunto Vp = {]@ : Q € B} é um subespaco vectorial de V.
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(b) Observando que B = P + Vp, conclua que Vp nao depende da escolha de P em B.

(¢) Conclua que B é um espago afim, e que Vp é 0 seu espago vectorial associado.

1.7. (a) Sejam A, B, A’ e B’ pontos de um plano afim real £, tais que nao haja trés colineares.
Suponha que as rectas AA" e BB’ se intersectam em V', e

V=MM+1-MNA=puB+(1—-puB.

Mostre que as rectas AB e A’B’ se intersectam se e s6 se for X # u, e que, caso se
intersectem, o ponto de intersecgao é

Y Sy S - S S VI et

= — B
A— U A— U A— A—

(b) Demonstre o Teorema de Desarques: sejam ABC e A’B’C’ triangulos em &£ tais que as
rectas AA’, BB’ e CC’ se intersectam num ponto V', onde A, B,C, A’, B’,C',V sao todos
distintos. Entao, caso existam, os pontos P = BCNB'C’, Q = ACNA'C' e R= ABNA'B’

sao colineares.

1.8. Para cada ponto O num espaco afim &, seja sp a simetria central de centro O. Prove que,
para quaisquer pontos I e J, a composta s; o sy € a translacgao pelo vector 21.J.

1.9. Dados pontos My, ..., M, num espaco afim real, pretende-se encontrar pontos A1,..., A,
tais que M; é o ponto médio do segmento AjAs, My é o ponto médio do segmento AxAs, e
assim sucessivamente, até que M, é o ponto médio do segmento A, A;.

(a) Mostre que, se n é impar, o problema tem uma tnica solucdo (i.e., existe sempre exacta-

mente uma sequéncia de pontos Aq,..., A, com a propriedade pretendida).

(b) Mostre que, se n é par, o problema tem solucao se e sé se

B
MMy + MsMy + -+ Mp_1 M, =0
e que, se esta igualdade ocorrer, o ponto A; pode ser escolhido arbitrariamente.

(c) Conclua que, para que quatro pontos sejam os pontos médios dos lados de um quadrilatero,
é necessario e suficiente que sejam os vértices de um paralelogramo.

1.10. No plano Euclidiano, seja ABC um triangulo e sejam P e () pontos no interior do
segmento BC' tais que os segmentos BP e C(@) tém o mesmo comprimento. Sejam M e N
pontos no interior dos segmentos AP e AQ), respectivamente, tais que M N é paralela a BC.
Sejam X = BMNCNeY =BNNCM. Prove que A, X e Y estdo numa mesma recta.

1.11. Seja ABC um triangulo num plano afim real, e sejam D, E e F pontos nas rectas BC,
CA e AB, respectivamente, tais que as rectas AD, BE e C'F tém um ponto em comum. A recta
que passa por F e é paralela a DF intersecta AD em G. Seja M o ponto médio do segmento
DG. Mostre que as rectas EM e BC sao paralelas.

1.12. Sejam r e s duas rectas distintas num plano afim £, O um ponto de & exterior a r e
a s, e A, B € r dois pontos distintos tais que as rectas OA e OB intersectam s em A’ e B,
respectivamente. Prove que, para qualquer ponto X € r tal que OX intersecta s num ponto

X', tem-se
A'X"  AX OA" OB
X'B XB OA OB’







2 Circunferéncias no plano Euclidiano

Vamos interromper por um pouco a nossa viagem rumo ao plano projectivo para explorarmos
mais um pouco do plano euclidiano R? (e nao A?(R), pois desta vez vao-nos interessar propri-
edades que estao longe de ser “afins”). Isto é essencialmente uma desculpa para introduzir o
conceito de inversao, que se relaciona bem com alguns conceitos que introduziremos mais tarde,
e portanto sera conveniente té-lo & mao nesse momento.

Uma palavra de aviso: a primeira seccao, que comeca de seguida, é reconhecidamente um
pouco aborrecida, e trata apenas de justificar com contas alguns factos intuitivos sobre inter-

secgoes de rectas e circunferéncias. O material interessante estéd nas outras secgoes.

§2.1 Interseccoes de rectas e circunferéncias

A seguinte definicao deverd ser familiar:

Defini¢ao 2.1.1. A circunferéncia C((a,b),r) é o conjunto
{(z,y) €R?: (x —a)® + (y —b)* = r?}.
A equagao anterior pode ser reescrita na forma
22 +y? —2ax —2by +c=0

onde ¢ = a® + b> — r2. Designamos também por C(a,b,c) o conjunto definido por esta
condicao.

Note-se que, perante uma equagao como a ultima apresentada em cima, podemos recuperar
as coordenadas do centro da circunferéncia que ela define dividindo por —2 os coeficientes de x

ey.
Considere-se uma recta £ em R?, que admite equacio

—Bz+ay+v =0 com (a, ) # (0,0).

Vamos determinar as intersecgoes de ¢ com C((a,b),r). Sendo (zg,yo) um ponto de ¢, temos
que £ é o conjunto dos pontos da forma

(xo + at,yo + ft) com t € R.
Substituindo assim (z,y) por (z¢ + at, yo + St) na equagao de C((a,b),r), obtemos a equacao
(® + B%)t* + 2((z0 — @)+ (yo — b)B)t + ((x0 — @) + (yo — b)* —r*) = 0.

Esta é uma equacao de segundo grau em ¢, e portanto tem no maximo duas solugdes. Obtemos:

45
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Proposicao 2.1.2. Se C e { sdo, respectivamente, uma circunferéncia e uma recta em R?,
entao #(CN¥L) < 2.

No caso em que esta intersec¢ao é nao-vazia, como podemos escolher qualquer ponto (zg,yo)
em £, podemos em particular escolher um ponto de C. Nesse caso (zg —a)? + (yo —b)? —r? = 0,

e a equacao anterior fica
(0 + B2 + 2((2o — a)a + (yo — b)B)t = 0.

Esta equagao admite apenas a solu¢do t = 0 precisamente quando (zg — a)a + (yo — b)5 = 0.
Portanto, se esta igualdade se verificar, C e ¢ tém apenas o ponto (zg,yo) em comum; note-se
que esta igualdade equivale a que £ seja perpendicular a recta que une o centro da circunferéncia

ao ponto (zg, yo)-

(a,b) 20, Yo)

Usando o facto de que a distancia do ponto O = (a,b) a recta ¢ é dada por

| — Ba + ab+ 7|
Va2 + (2

e fazendo algumas contas nao muito interessantes, provamos o seguinte resultado intuitivo:

d(0,0) =

Proposicao 2.1.3. Para a circunferéncia C de centro O e raio r, tem-se:
(i) € € secante C (isto €, intersecta C em dois pontos) se e so se d(O, ) <r;
(ii) £ € tangente a C se e sé se d(O,€) =r;

(i1i) £ € disjunta de C se e so se d(O,l) > r.

Vamos agora esbogar brevemente o cenario relativo a intersecgao de duas circunferéncias.
Sejam C; = C(A1,71) (onde A; = (a1,b1)) e Co = C(Ag,r2) (onde Ay = (ag,b2)). Comecamos
por notar que, algebricamente, determinar a interseccao entre as duas circunferéncias reduz-se
automaticamente a determinar a intersec¢ao entre uma das circunferéncias e uma recta (vamos
ver mais tarde que essa recta é o eiro radical das duas circunferéncias). Queremos resolver o
sistema

() 4 ()~ rf =0
(x—a2)2+(y—b2)2—r§:0



2 Circunferéncias no plano Euclidiano 47

que equivale, substituindo a segunda equacao pela diferenca entre a primeira e a segunda, a
(0 —arf +(y—b)* =13 =0
2(a2 —a)z +2(b — b))y +af +bf —ad — b3 —rf +ri=0"

Se Ay # As, a segunda equacdo é a equagao de uma recta £, e conclui-se da equivaléncia acima
que C;1 NCy = C1 N L. Mas ja sabemos como € a interseccao de C; com £. Tem-se

(a1 — a2)? + (by — b2)? + 72 — 3|
2\/(a2 —a1)? 4 (b — b2)?

e a condicao d(Aj,¢) < r; equivale, apds umas contas longas e laboriosas, a

d(A,0) =

‘Tl — T2| < ‘AlAgy < ri+re.

Analogamente, d(A1,¢) = 11 se e s6 se |A1As| € {|r1 — ra|,m1 + r2}, e d(A1,0) > 11 se e s6 se
|A1Ag| < |r1 — ra| ou |A1Ag| > 71 + 7. Logo, conclui-se:

Proposigao 2.1.4. Para as circunferéncias C1 e Co de centros A1 e Aa e raios 1 e ro, Tespec-
tiwvamente, tem-se:

(i) #(C1 NC2) =2 (C1 e Cy sao secantes) se e s6 se |r1 — ro| < |A1As| <11+ 1ro;
(i) #(C1NC2) =1 (C1 e Ca sao tangentes) se e so se |A1Aa| = |r1 —ra| ou |A1As| =11 + 2.

Observagao 2.1.5. A Proposigao anterior ndo é inesperada; a condigao |r; — ra| < |414s] <
r1 + ro equivale a que |A;As|, r1 e 72 sejam os comprimentos dos lados de um tridngulo. Ora,
se P é um ponto de intersecgao de C; e Co, entdo A;As P é um tridngulo cujos lados tém esses

comprimentos.
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§2.2 Poténcia de Ponto e circunferéncias ortogonais

Vamos agora avancgar para Geometria mais interessante. O proximo conceito que vamos intro-
duzir é fundamental na Geometria Euclidiana, e é decerto muito conhecido de todos os que ja
passaram muito tempo a brincar com a mesma.

Poténcia de um ponto em relacao a uma circunferéncia

Definicao 2.2.1. Seja C uma circunferéncia em R? de centro O e raio r. Dado um ponto
P, a poténcia de P em relagao a C, denotada por Pot(P,C) ou C(P), é definida como

|OP)? — 2.
Se O for o ponto de coordenadas (a,b) e P o ponto de coordenadas (xg, yp), entao tem-se

C(P) = (w0 —a)* + (yo — b)* = 7°.

O interesse desta definicao estd essencialmente no seguinte resultado:

Teorema 2.2.2 (Teorema das Cordas). Seja C uma circunferéncia e seja P um ponto.
Considere-se uma recta { que passa por P e intersecta C em pontos X; e Xo. (Se
é tangente a C, consideramos X1 e Xo ambos iguais ao ponto de tangéncia.) Entdo o
produto escalar

PX; - PX;

—_— =
(que € igual ao produto das distancias |PX1| e |PXa| caso os vectores PX; e PXs te-
nham o mesmo sentido, e igual ao seu simétrico caso contrdrio) nao depende da recta £
considerada, e € igual a Pot(P,C).

¢ |PA|-|PB|=|PC||PD| = |PE|?

Demonstragao. E possivel dar uma prova que utiliza apenas Geometria Sintética, mas aqui
vamos dar uma demonstracao algébrica. Seja P = (xq,yo) e seja

c:tw (xo+ at,yo + Ft)
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uma parametriz¢ao da recta £, onde « e 8 sao ntimeros reais nao ambos nulos. Note-se que « e
B 86 estao determinados a menos da multiplicagao por um mesmo factor nao nulo, e portanto
podemos escolher o e B de modo que a? + 32 = 1. Esta escolha tem a vantagem de que a
distancia do ponto Py ao ponto c(t) é igual a [t| (esta parametrizagdo percorre a recta ¢ com
“velocidade 17), e estamos interessados no produto ¢ty onde t; e to sdo os reais para os quais
c(t1) e c(t2) pertencem a C.

A equagao que nos dé que c(t) estd em C é

(zo+at —a)® + (yo + Bt — b)* — 1% =0
que, expandindo e usando que o? 4+ 82 = 1, equivale a
t* +2((wo — a)ar+ (yo — b)B)E + (w0 — a)* + (yo — b)* — %) = 0.

Estamos interessados no produto t;ts das raizes do polinémio quadratico em ¢ do lado esquerdo.
Ora, pelas férmulas de Viete, esse produto é igual ao termo constante do polinémio. Este, por
sua vez, é igual a (zo —a)? + (yo — b)? — r2, que ndo é nada mais nada menos do que Pot(P,C),
e a demonstracgao terminou. O

Observagao 2.2.3. E evidente a partir da definicao de Poténcia que, para um ponto Fy e uma

circunferéncia C, se tem
e Pot(Py,C) > 0 se e s6 se Py nao pertence ao circulo delimitado por C;
e Pot(Fy,C) =0 seesése PyeC;

e Pot(Py,C) < 0 se e s6 se Py pertence ao interior do circulo delimitado por C.

Circunferéncias ortogonais

Definicao 2.2.4. Duas circunferéncias C; e Co de centros O1 e Oy dizem-se ortogonais
(notagao: C; L Cq) se sao secantes e, sendo P um dos pontos de intersecgao, o triangulo
0105 P é rectangulo com hipotenusa O10s.

!

Vamos ver algumas formas equivalentes de caracterizar circunferéncias ortogonais.

Lema 2.2.5. Sejam C; e Co duas circunferéncias de centros O1 e Oy e raios vy e ro. As

sequintes condi¢oes sGo equivalentes:
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(i) C1 L Cy;

(ii) |0109* = 17 + 75;
(iii) Pot(Oa,C1) = r3;
(iv) Pot(O1,Ca) = 13.

Demonstra¢io. Comece-se por notar que, como por definicio Pot(Oz,C1) = |0102]? — 72, (ii)
e (iii) s@o claramente equivalentes entre si; analogamente (ii) e (iv) também o sdo. Basta-nos
assim provar que (i) e (ii) sdo equivalentes.

e Se C; L Cy, seja P um ponto de interseccao de C; e Cy, de modo que o tridangulo O102 P
é rectangulo com o angulo recto em P. Entao, pelo Teorema de Pitagoras em 0102 P,

|0104)? = |0, P|* + |02 P|2.
Como P pertence a C; e Co, tem-se |O1P| =r; e |O2P| = ro, e (ii) segue.

e Se |0102]? = 1} + 12, como (r1 — 12)? < 72 + 13 < (r1 + 72)? resulta que |r; — ro| <
|O103| < r1 +12. Pela Proposicao 2.1.4, C; e Cy tém um ponto P em comum. Ora, temos
|0102]? = 72 4+ r2 = |O1P]? + |O2P|?, logo, pelo reciproco do Teorema de Pitdgoras,
0102 P é rectangulo em P, e C; L Co.

O]

Observagao 2.2.6. Do Lema anterior decorre que, se C é uma circunferéncia e O é um ponto

exterior ao circulo delimitado por C, entao a tnica circunferéncia de centro O que é ortogonal

a C é a que tem raio /Pot(O,C).

Eixo radical de duas circunferéncias

Definigao 2.2.7. Sejam C; e Cy duas circunferéncias nao concéntricas (isto é, com centros
diferentes). O eizo radical de C; e Cy, representado por [C1,Cs], é o lugar geométrico dos
pontos que tém a mesma poténcia em relagao a C; e a Cs:

[Cl,CQ] = {P 3 Cl(P) = CQ(P)}

(Recorde-se que C(P) é uma notacado alternativa para a poténcia de P em relagao a C.)

Suponhamos que C; e Co tém, respectivamente, equagoes
2, .2 _ 2, .2 _
z° 4+ y° —2a1x — 201y +c1 =0 e z° + y° — 2a9x — 2boy + co = 0.

Entao temos
Ci(z,y) = 2 492 — 2a;x — 2bjy + ¢;
para todo o ponto (z,y) e j = 1,2. A equacao que define o eixo radical de C; e Cy é, assim,

Cl(l‘>y) - CQ(.’E, y) = 07 ou Seja7

2(&2 — al)x + 2(b2 — bl)y +c1 —co=0.
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Daqui decorre, uma vez que os centros de C; e Cy tém coordenadas (a1, b1) e (ag, ba) respecti-
vamente, que o eixo radical de C; e Cy é uma recta perpendicular & recta que contém os centros
de Cl € CQ:

Proposigao 2.2.8. O cizo radical de duas circunferéncias ndo concéntricas € uma recta
perpendicular a recta que contém os centros das duas circunferéncias.

Podemos dizer melhor no caso em que as circunferéncias C; e C nao sao disjuntas. De facto,
se C1 e Co se intersectam em dois pontos X e Y, ambos esses pontos de interseccao tém poténcia
0 em relagao as duas circunferéncias. Portanto o eixo radical contém X e Y, e, como ja sabemos
que é uma recta, é a recta XY . E se C; e C2 sao tangentes num ponto 7', entao analogamente
o eixo radical contém T, e, como é perpendicular a recta que contém os centros das duas
circunferéncias, decorre facilmente que é a recta tangente comum as duas circunferéncias por

T.

Se C1 e Cy nao se intersectam, entao o eixo radical de C; e C2 nao intersecta nenhuma das
circunferéncias. De facto, se P fosse um ponto de intersec¢ao de [C1,Cq], digamos, com Cj,
ter-se-ia C1(P) = Ca(P) e C1(P) = 0, logo também Cy(P) = 0 e P também pertenceria a Ca.

Aproveitamos para constatar um facto simples que sera 1til mais tarde:
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Proposicao 2.2.9. A parte do eizo radical [C1,Co] no exterior dos circulos delimitados por Cy

e Co € o lugar geométrico dos centros das circunferéncias simultaneamente ortogonais a Cq e Co.

Demonstragdo. E uma consequéncia imediata da Observacao 2.2.6. ]

Proposicao/Defini¢cao 2.2.10. Sejam C;, Co e Cs circunferéncias de centros nao coli-
neares. Entao os eixos radicais [C1,Cs], [C2,C3] e [C3,C1] s@o concorrentes. O seu ponto
de interseccgao é designado o centro radical de C1, Co e Cs.

O>

Demonstragcao. Como os centros O1, Oy e O3 nao sao colineares, as rectas 0105 e O203 nao sao
paralelas, logo os eixos radicais [C1,Ca] e [C2,C3], que sao perpendiculares a estas duas rectas,
também nao sao paralelos, e portanto tém um ponto P em comum. Mas entao Ci(P) = Ca(P)
e Co(P) = C3(P), logo por transitividade C;(P) = C3(P) e P € [C1,C3]. Assim os trés eixos

radicais concorrem em P. O

Isto dd-nos um método para determinar geometricamente o eixo radical de duas circun-
feréncias que nao se intersectam. Se C; e Co sao disjuntas, tomamos uma circunferéncia D que
seja secante a ambas e cujo centro nao seja colinear com os centros O e Os de C; e Ca; a
interseccao dos eixos radicais [C1,D] e [C2, D] dd-nos um ponto no eixo radical de C; e Co, €
basta-nos entao tragar a perpendicular a 0102 por esse ponto.

Vamos agora ver uma aplicagao interessante da teoria que desenvolvemos até agora. Trata-se
de um problema de construtibilidade com régua e compasso que tem as suas origens na Grécia
Antiga (é um caso particular do cldssico Problema de Apolénio), e que tem uma solugao elegante
utilizando poténcia de ponto e circunferéncias ortogonais.
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Problema. Dada uma circunferéncia C e dois pontos A e B no plano, construir com régua

e compasso uma circunferéncia que passe por A e B e seja tangente a C.

Resolugao. Constréi-se uma circunferéncia C' que passe por A e B e seja secante a C.
Intersecta-se o eixo radical [C,C’] com a recta AB em P. Constroem-se as tangentes a C por P.
Se D for um dos pontos de tangéncia, entao a circunferéncia que passa por A, B e D é solugao

do problema.

Justificacdo. Seja I' a circunferéncia que passa por A, B e D. Considere-se a circunferéncia 2
centrada em P e que passa por D, com raio r. Esta circunferéncia é ortogonal a C, ja que,
sendo O o centro de C, o triangulo POD é rectangulo em D (uma vez que PD é tangente a
C em D). Portanto (foi um dos critérios de ortogonalidade que vimos) Pot(P,C) = r2. Como
P pertence ao eixo radical de C e C’, também Pot(P,C) = 72 e  é ortogonal a C’. Como P
pertence ao eixo radical de C’' e T', outra aplicacao deste argumento mostra que 2 é ortogonal a
I". Mas entao, sendo U o centro de I', o tridngulo PUD ¢é rectangulo com angulo recto em D,
logo PD ¢é tangente a I' em D. Como a mesma recta é tangente a I' e C em D, conclui-se que

as duas circunferéncias sao tangentes em D. O
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§2.3 Feixes de circunferéncias

Como ja vimos, a equacao de qualquer circunferéncia C em R? pode escrever-se na forma

2?4+ 9% —2ax —2by+¢=0

onde (a,b) é o centro de C e ¢ = a? +b*> — 12, onde r é o raio de C, e em particular ¢ < a? + b%.
Fazendo corresponder a C o ponto (a,b,c) € R3, obtemos uma correspondéncia bijectiva entre
circunferéncias no plano Euclidiano e pontos de R? na regido J definida por

J ={(a,b,c) €R?: a®> +b* — ¢ > 0}.

Dada uma recta em R?, os pontos nela contidos (e no interior de [7) correspondem assim, através
desta bijeccdo, a circunferéncias em R?. Obtemos assim, para cada recta de R?, uma familia
de circunferéncias no plano Euclidiano. Essas familias chamam-se feizes de circunferéncias. O
objectivo desta secgao é estudar propriedades geométricas dos feixes; vamos ver que, no minimo,
nos fornecem figuras elegantes de um ponto de vista estético.

Como por dois pontos distintos de J passa exactamente uma recta, quaisquer duas circun-
feréncias distintas em R? pertencem a um tnico feixe. Vamos utilizar esta observacio para dar
uma definicao formal de feixe de circunferéncias.

Definicao 2.3.1. Sejam Cy e C; duas circunferéncias distintas em R2?, definidas por
equagoes

Co(z,y) = 2 +y* — 2apz — 2bgy + co = 0 e Cy(z,y) = 2% + y* — 2012 — 2bjy + ¢; = 0.

O feize de circunferéncias gerado por Cy e Ci, denotado por F(Cy,C;), é a familia de
circunferéncias (Cy)xecr, onde Cy é definida pela equacao

(1 =X)Co(z,y) + XCi(x,y) = 0.

Ainda na notacao da definicio anterior, observe-se que Cy(z, ) = 22 +y? —2ax —2by +¢, onde
(a,b,¢) = (1= A)(ao, bo, co) + Aa1, b1, c1); ou seja, quando variamos A, o ponto (a, b, ¢) percorre
as combinacoes afins de (ag, by, o) e (a1, b1, c1), isto é, percorre a recta que passa por esses dois
pontos. Isto bate certo com a nossa intencao original ao definir feixes de circunferéncias.

Desta observagao concluimos ainda que o centro de Cy é (a,b) = (1 — X)(ag, bg) + A(a1,b1), e
assim o centro de Cy é combinagao afim dos centros de Cy e C;. Obtemos assim uma primeira
propriedade geométrica dos feixes de circunferéncias:

Proposicao 2.3.2. Sejam Cy e Cy duas circunferéncias distintas em R2.

e SeCy e Cy tém o mesmo centro O, entdo todas as circunferéncias de F(Co,C1) tém centro

0.

e Se Cy e C1 nao sao concéntricas, entao os centros das circunferéncias de F(Cy,C1) per-

tencem a recta que passa pelos centros de Cqy e Cy.

De facto, no primeiro caso, é ficil ver que o feixe de circunferéncias gerado por Cy e C; é o con-

junto de todas as circunferéncias centradas no centro comum de Cy e Cq, e obtemos o primeiro
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dos varios tipos de feixes que vamos encontrar: um feixe de circunferéncias concéntricas.

Feixes de pontos fixos

Vamos agora tentar descrever o feixe gerado por duas circunferéncias cuja interseccao nao é
vazia. Comegamos com uma observagao:

Proposicao 2.3.3. Sejam Cy e Cy circunferéncias distintas em R%. Entdo por cada ponto do
plano exterior ao eizo radical [Co,C1] passa exactamente uma circunferéncia do feize F(Co,Cr).

Demonstragao. Seja P um ponto no exterior do eixo radical de Cy e Cy; queremos provar que
existe exactamente um real A para o qual (1 — A)Co(P) + AC1(P) = 0. Isto equivale a ter-se

Co(P)

A =GP - o)

0 que mostra que A existe e é unico (note-se que o denominador é nao nulo pois P ¢ [Cy,C1]). O

Considerem-se agora duas circunferéncias distintas Cg e C; que se intersectam em dois pontos
distintos A e B. Entao qualquer circunferéncia em F(Cp,C;) passa por A e B; de facto, para
todo o A € R, tem-se (1 —X)Co(A) + ACo(A) = 0+ 0 = 0 uma vez que Co(A) = C1(A) =0, o que
mostra que A pertence a todas as circunferéncias do feixe, e analogamente B também pertence.
Reciprocamente, considere-se uma circunferéncia C que passe por A e por B; seja P um ponto
de C, diferente de A e B. Entao P néao pertence ao eixo radical AB, logo, pela Proposicao 2.3.3,
existe uma tnica circunferéncia de F(Cp,C1) que passa por P. Como todas as circunferéncias
de F(Co,C1) passam por A e B, essa circunferéncia passa por A, B e P e portanto é igual a C;
conclui-se que C € F(Cp,Cr).

Em suma, o feixe F(Cy,C;1) é constituido precisamente pelas circunferéncias que passam por
A e B. Chamamos a este feixe o feixe de pontos fixos A e B.
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No caso em que Cy e C; se intersectam apenas num ponto 7', todas as circunferéncias do feixe
F(Co,C1) passam por T'; além disso, dada uma circunferéncia Cy = {P : (1—\)Co(P)+AC1(P) =
0} € F(Cp,C1), com X # 0, temos Cy NCy = {T'}. De facto, se Cy e Cp tivessem outro ponto de
interseccao, digamos P, entao ter-se-ia (1 — A)Co(P) + AC1(P) = 0; como Co(P) =0 e XA # 0,
resultaria que C;(P) = 0, o que é absurdo pois, por hipétese, Cy e C; sao tangentes em 7.
Obtemos, assim, que todas as circunferéncias de F(Cy,Cy) s@o tangentes a Cy em T

Reciprocamente, dada uma circunferéncia C tangente a Cy em 71', considere-se um ponto
P € C\ {T}; pela Proposicao 2.3.3, existe uma circunferéncia que passa por P e pertence a
F(Co,C1); essa circunferéncia passa por P e é tangente a Cy em T, logo é igual a C (porqué?).

Conclui-se que as circunferéncias de F(Cy,C1) s@o precisamente as circunferéncias tangentes
a Cgp em T. Obtemos um feixe de circunferéncias tangentes.

Feixes de pontos limite

Os feixes gerados por circunferéncias disjuntas nao concéntricas sao aqueles em que nos teremos
de contentar com uma descricdo geométrica mais “estranha”. No entanto, tal descricao existe,
como vamos ver de seguida.

Considerem-se quaisquer duas circunferéncias disjuntas Cy e C1, de centros Og e O; distintos;
entao o eixo radical [Cp,C1] é uma recta perpendicular a OpO; disjunta de Cp e Cy, e portanto
intersecta OpO1 num ponto P exterior aos circulos delimitados por Cy e C;. Centrada em P,
existe uma circunferéncia D ortogonal a Cy e C; (ver Proposicao 2.2.9). Vamos ver que o feixe
F(Cy,C1) é constituido precisamente pelas circunferéncias de centro na recta OpO; que sao
ortogonais a D.

WD
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Para provar que esta descrigao é correcta, precisamos de um Lema auxiliar que pode, alids,
ser utilizado para uma deducao alternativa simples da descri¢ao dos feixes gerados por circun-

feréncias que se intersectam.

Lema 2.3.4. Sejam Cy e Cy circunferéncias ndo concéntricas. Entdo uma circunferéncia C # Cy
pertence ao feize F(Cp,C1) se e s6 se o eixo radical de Cy e C coincide com o eizo radical de Cy
eCi:

[Co,C] = [Co,C1].

Demonstragao. Tem-se [Cy,C] = [Co,C1] se e s6 se as equacOes

C(l’,y) - CO(:an) =0e Cl(zay) - CO(l'ay) =0

definirem a mesma recta. Tal acontece se e s6 se os polindmios lineares C(x,y) — Co(z,y) e
Ci1(z,y) — Co(z,y) forem iguais a menos de multiplica¢do por um escalar nao nulo. Isso equivale
a ter-se

C(J?,y) - Cg(:v,y) = )\(Cl(ﬂj‘,y) - CO(xay))

para algum A # 0. Como a igualdade anterior se reescreve na forma C(z,y) = (1 — N\)Co(z,y) +
ACi(z,y), com X\ # 0, conclui-se que a mesma tem lugar se e s6 se C é uma circunferéncia
diferente de Cp no feixe F(Cp,C1), o que mostra o pretendido. O

Com isto, voltemos a considerar duas circunferéncias disjuntas nao concéntricas Cy e C1 de
centros Og e 01, respectivamente, e o ponto P e a circunferéncia D introduzidos atras.

e Suponha-se que C # Cy é uma circunferéncia de centro O € OgO; ortogonal a D. Como
D, centrada em P, é ortogonal a C e a Cy, conclui-se da Proposicao 2.2.9 que o eixo radical
de Cp e C passa por P; assim o eixo radical de Cp e C é a recta perpendicular a OpO (ou
seja, a Op01) que passa por P. Mas, por construgao, essa recta é o eixo radical de Cp e
Ci. Pelo Lema 2.3.4 conclui-se que C € F(Cy,Cy).

e Reciprocamente, suponha-se agora que C é uma circunferéncia (que podemos supor dife-
rente de Cp) no feixe F(Cp,Cy1). Entao P, que pertence ao eixo radical de Cp e C1, também
pertence ao eixo radical de Cy e C pelo Lema 2.3.4. Assim, como P é exterior a Cp, também
é exterior a C, e assim existe, pela Proposi¢ao 2.2.9, uma (dnica) circunferéncia centrada
em P ortogonal a Cp e C. Mas a unica circunferéncia centrada em P e ortogonal a Cy é
D, logo conclui-se que C é ortogonal a D. Como C tem centro em OgO; pela Proposicao
2.3.2, conclui-se que C é uma circunferéncia de centro na recta OgO; ortogonal a D, como
afirmado.

Note-se que o feixe F(Cp,C1) contém duas circunferéncias de raio 0 (formadas pelas inter-
secgoes A e B de D com Op0O;1). Chamamos a este feixe o feixe de pontos limite A e B; é
constituido pelas circunferéncias de centro na recta AB ortogonais a circunferéncia de diametro
AB.

Feixes ortogonais

Voltemos a considerar a identificacio da circunferéncia C(a,b,c) com o ponto (a,b,c) € R3.
Considerem-se duas circunferéncias Cp = C(ag, by, co) € C1 = C(a1, b1, c1). Vejamos que condigdes
é que os pontos (ag, by, co) e (a1,b1,c1) devem satisfazer para que Cp e C; sejam ortogonais.
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Sendo rg e r os raios de Cy e C1, respectivamente, sabemos pelo Lema 2.2.5 que Cy L C; se e
s6 se o quadrado da distancia entre os centros (ao,bo) e (a1,b1) é igual a rg + 2. Usando que
2 _

T = a? + bjz —¢; para j = 0,1, tal equivale a ter-se

(a0 = bo)? + (a1 — b1)? = (a§ + b5 — co) + (af + b} — c1),
que, apés simplificagao, equivale a
2aga; + 2bgby — ¢y — 1 = 0.

De forma analoga, vemos quando ¢ que a circunferéncia C(a, b, ¢) é simultaneamente ortogonal a
Co e C1. De facto, pela relagao anterior, tal equivale a que (a, b, ¢) pertenca aos planos definidos
pelas equagoes

2ap + 2bgy — 2 = ¢ e 2a1x + 2b1y — 2z = ;.

Se os centros (ag, by) e (a1, b1) sao distintos, estes planos nao sao paralelos, e como tal intersectam-
se numa recta! Conclui-se que os pontos (a, b, c) correspondentes a circunferéncias simultane-
amente ortogonais a Cy e C; pertencem a uma recta. E os pontos de uma recta correspondem
precisamente a um feixe de circunferéncias, obtendo-se:

Lema 2.3.5. Dadas duas circunferéncias nao concéntricas Co e C1, o conjunto das circun-

feréncias simultaneamente ortogonais a Cy e a C1 é um feize de circunferéncias.

Podemos dizer ainda melhor. Considere-se uma circunferéncia C € F(Cp,C;) diferente de
Co, e seja D uma circunferéncia de centro O ortogonal a Cy e C;. Entao O pertence ao eixo
radical de Cy e C1, que é também o eixo radical de Cy e C pelo Lema 2.3.4. Mas entao a (dnica)
circunferéncia de centro O ortogonal a Cp também é ortogonal a C; ou seja, D é ortogonal a C!
Conclui-se que as circunferéncias ortogonais a Cy e C; (que, pelo Lema 2.3.5, formam um feixe)
sao ortogonais a todas as circunferéncias de F(Cy,C1). A seguinte defini¢do parece portanto

razoavel:

Definigao 2.3.6. Dois feixes de circunferéncias F e F' dizem-se ortogonais se toda a
circunferéncia de F é ortogonal a toda a circunferéncia de F.

Decorre, assim, do que vimos até agora que dado qualquer feixe de circunferéncias nao
concéntricas existe exactamente um feixe ortogonal a esse.

Impoe-se agora a questao de caracterizar os feixes ortogonais aos vérios tipos de feixes (de
circunferéncias nao concéntricas) que fomos introduzindo. Vamos deixar o caso facil dos feixes
de circunferéncias tangentes como exercicio e responder de uma s6 vez a questao para os outros

dois tipos de feixes de circunferéncias nao concéntricas.

Proposigao 2.3.7. Dados dois pontos A e B, o feixze de pontos fixos A e B e o feixe de
pontos limite A e B sao ortogonais.

Demonstragdo. Seja D a circunferéncia de didmetro AB. Considere-se uma circunferéncia C de
centro O no feixe de pontos limite A e B. Entao O pertence a recta AB e C é ortogonal a D.
Dada qualquer circunferéncia C' # D no feixe de pontos fixos A e B, o eixo radical de C' e D
é a recta AB. Como O estd nessa recta, a tnica circunferéncia de centro O ortogonal a D é
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ortogonal a C’, ou seja, C é ortogonal a C'. Conclui-se que toda a circunferéncia no feixe de
pontos limite A e B é ortogonal a toda a circunferéncia no feixe de pontos fixos A e B, logo os
dois feixes sao ortogonais. O
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§2.4 Inversao

Dada uma circunferéncia C no plano euclidiano R?, a inversio em C é uma transformacio
geométrica que pode ser pensada como a “reflexao em C”: a intuicdo é que, dado um espelho
curvo unidimensional com forma de circunferéncia, o inverso de um ponto é obtido reflectindo

o ponto nesse espelho.

Nao é de todo 6bvio, num primeiro momento, porque é que a definigao formal que daremos
de seguida concretiza esta intuigao, e de facto é dificil dar a definicdo de inversao sem a fazer
parecer, a primeira vista, pouco motivada e “caida do céu”. Mas nas paginas que se seguem
vamos explorar algumas propriedades geométricas da inversao, e, esperamos, convencer o leitor

do seu poder.

Definigao 2.4.1 (Inversio numa circunferéncia). A inversdo na circunferéncia em R? de
centro O e raio r é a aplicagcdo que a cada ponto P # O faz corresponder o unico ponto
P’ na semi-recta de origem em O e que passa por P tal que

|OP| - |OP'| = r2.

Mais geralmente, dada uma hiper-esfera S em R" de centro O e raio r (ou seja, S = {X € R" :
[|X — O|| = r}), podemos definir a inversao em S de maneira andloga.
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Definigao 2.4.2. (Inversao numa hiper-esfera) A inversio na hiper-esfera em R" de
centro O e raio r é a aplicagao que a cada ponto P # O faz corresponder o uinico ponto
P’ na semi-recta de origem em O e que passa por P tal que

|OP| - |OP'| = r2.

Observacgao 2.4.3. A inversio numa circunferéncia C em R? (ou, mais geralmente, numa

hiper-esfera S em R™) tem as seguintes propriedades imediatas:
e Pontos em C (ou em S) sdo enviados em si proprios;

e Pontos fora do circulo delimitado por C (ou da bola delimtada por S) sao enviados em
pontos dentro do circulo delimtado por C (ou da bola delimitada por S) e vice-versa,

e A inversao é involutiva, ou seja, se a inversao envia P em P’ entdao envia P’ em P.

Note-se que a inversao nao esta definida para o centro da hiper-esfera em que é feita a inversao.
Chamamos a esse ponto o centro de inversao.

O nosso préximo objectivo serd descrever as imagens por inversao de hiperplanos e hiper-
esferas (que no caso plano correspondem a rectas e circunferéncias). Perante o aspecto da
definicao de inversao, poder-se-ia esperar que essas imagens fossem, em geral, superficies pouco
naturais geometricamente. Surpreendentemente, na verdade as imagens por inversao de hi-
perplanos e hiper-esferas sao também hiperplanos e hiper-esferas. Mais precisamente, temos o
seguinte:

Lema 2.4.4. Em R", qualquer inversao de centro O tem as sequintes propriedades:

(i) Hiperplanos que ndo passam por O sao enviados em hiper-esferas que passam por
O, e vice-versdT};

(ii) Hiperplanos que passam por O sao enviados em si mesmos;

(iii) Hiper-esferas que nao passam por O sao enviadas em hiper-esferas que nao passam

por O.

“Como a inversdo nao estd definida para O, se quisermos ser totalmente rigorosos devemos dizer que
hiperplanos que nio passam por O sio enviados no complementar de {O} em hiper-esferas que passam
por O, e vice-versa. Mas vamos ignorar sensatamente estes preciosismos de linguagem.

Demonstragcao. Comecamos por estudar a imagem por inversao de uma hiper-esfera. Sem perda
de generalidade, suponhamos que o centro de inversao O ¢ a origem de R™. Utilizando a notacao
- para o produto escalar usual em R"”, a hiper-esfera S em R™ de centro A e raio d é o conjunto
dos pontos X em R” para os quais se tem

(X —A)- (X —A)=d* ouainda || X||*—24- X +C =0

onde C = ||A||> — d>.
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A imagem do ponto X pela inversdao de centro na origem e raio r é o ponto

7,2

X' = ——X.
X112

Multiplicando a igualdade || X||? —2A4- X + C = 0 por ﬁ, obtém-se

Cr?
2 /
r“—2A- X'+ ——5 =0.
[1X1[?
Como || X|| = H%H por definicao de inversiao, podemos utilizar esta relacao na iltima parcela e

obtemos que o ponto X' satisfaz a equacao
C
r? —24- X'+ || X'||* =0.
T
Agora temos dois casos:

e Se C # 0, esta equacao define uma hiper-esfera &', tal que X € S se e sé se X’ € §’. Mas
¢ # 0 significa precisamente que S nao passa pela origem (que é o centro de inversao)
e portanto conclui-se que a imagem de uma hiper-esfera que nao passa pelo centro de
inversao é uma hiper-esfera que nao passa pelo centro de inversao.

e Se C' =0 (isto é, se S passa pelo centro de inversao), esta equagao define um hiperplano
IT ortogonal ao vector O A, e conclui-se que a imagem de uma hiper-esfera que passa pelo
centro de inversao é um hiperplano ortogonal a recta que une o centro de inversao ao

centro da esfera invertida.

Vamos agora estudar a imagem por inversdo de um hiperplano. A equagdo de um hiperplano
II em R”™ pode ser escrita na forma

A X+c=0
onde A # (0,...,0). Supondo novamente que estamos a inverter com centro na origem e raio
~——
n
r, de modo que o inverso de X é X' = 1 ;":HQX , obtemos multiplicando a equacao anterior por
,',.2
[1x11?
Ax+
|1X1[?
o que, usando que || X|| = |I§:’H’ equivale a

A-X'+ %HX’HZ =0.
r
Novamente, temos dois casos:

e Se ¢ # 0, que acontece precisamente quando Il nao passa pela origem, que é o centro de
inversao, esta equacao define uma hiper-esfera S que passa pela origem, tal que um ponto
estd em II se e s se o seu inverso estd em S.

e Se ¢ =0 (isto é, se II passa pelo centro de inversao), esta equagao é novamente a equagao
de II, e conclui-se que II é enviado em si proprio pela inversao.

Isto conclui a prova. O
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Projeccao estereografica

Vamos agora estudar uma situagao em que o conceito de inversao aparece de maneira mais ou

menos natural, e onde a teoria que ja desenvolvemos sobre ele vai ter a sua utilidade.

Definicao 2.4.5. Seja £ uma superficie esférica em R? e seja II um plano tangente a £ num
ponto S. Seja N o ponto diametralmente oposto a S. A projeccdo estereogrifica de € sobre 11
é a aplicagao que a cada ponto P € £\ {N} faz corresponder o ponto P’ de intersec¢ao de NP
com II.

O que é que isto tem a ver com inversdo? A resposta estd na seguinte proposicao:

Proposicao 2.4.6. Na notacdo da defini¢cdo anterior, a projeccao estereogrifica de € sobre 11

é a restricao a £ da invesdo na superficie esférica de centro N e raio |NS)|.

Demonstragao. Seja O o centro de &, e seja i a inversao na superficie esférica de centro N e
raio |[NS|. Na prova do Lema 2.4.4 vimos que uma superficie esférica que passa pelo centro de
inversao é enviada pela inversdao num plano ortogonal a recta que une o centro de inversao ao
centro da superficie esférica. Portanto ¢ envia £ num plano ortogonal a recta NO. Como 7 fixa
S, conclui-se que esse plano é o plano ortogonal a NO que passa por S, ou seja, € II.

Dado um ponto P € &, temos i(P) € II e ainda i(P) € NP por definicdo de inversao.
Logo i(P) é a intersecgao de NP com II, que por definigao é a imagem de P pela projecgao
estereografica de £ sobre II, concluindo a prova. O

Com isto, podemos utilizar o que ja sabemos sobre inversao para deduzir algumas propriedades
interessantes da projeccao estereografica. E o caso do seguinte corolario.

Corolario 2.4.7. A imagem pela projec¢do estereogrdfica de uma circunferéncia v em £ € uma

recta ou uma circunferéncia, dependendo de se v passa ou nao por N, respectivamente.



64 Topicos de Geometria Elementar

Demonstracdo. Uma tal circunferéncia v é a interseccao de £ com um plano ¥ C R3. A imagem
de v pela inversao de centro N e raio |NS| é, portanto, a interseccao de I (que é a imagem de
£) com a imagem de . Mas, pelo Lema 2.4.4, a imagem de ¥ é um plano se ¥ passar por N
(que equivale a v = €N X passar por N) e é uma superficie esférica caso contréario. Logo, se v
passar por N, a sua imagem pela inversao de centro N e raio |[NS|, e portanto pela projecgao
estereogréfica, é a intersecgao de II com outro plano (ou seja, uma recta) e, se vy ndo passar por
N, é a intersecgao de IT com uma superficie esférica (ou seja, uma circunferéncia). O

Observacgao 2.4.8. E possivel dar uma “férmula explicita” para a projeccao estereografica.
Suponha-se que £ é a superficie esférica definida por

{(z,y,2) e R3 1 2® + y? + 22 =1},

e que N e S sao os pontos de coordenadas (0,0,1) e (0,0,—1), respectivamente. Entao a
imagem do ponto de coordenadas (z,y, z) pela projeccao estereografica associada é o ponto de

2z 2y 1
1—2"1-2’ '

coordenadas

Inversao e angulos

A préoxima ideia a reter é a seguinte:

Invsersao preserva angulos.

Nao é 6bvio o que é que isto significa, uma vez que estamos habituados a pensar em angulos
entre rectas e inversao estd longe de preservar rectas. De facto, para dar sentido & afirmacao
anterior, é necessario generalizar a nocao de angulo; precisamos de decidir o que entendemos
por angulo entre duas curvas que se intersectam, ndo necesariamente rectas. A ideia é muito
simples: tomamos as rectas que melhor aproximam as curvas no ponto de interseccao, que sao
as rectas tangentes as curvas nesse ponto, e definimos o angulo entre as duas curvas nesse ponto

como o angulo entre essas rectas tangentes.

Definicao 2.4.9. Sejam ~ e n duas curvas parametrizadas diferencidveis injectivas em R”, e
seja P um ponto comum aos tragos de v e . O angulo entre v e n em P é o angulo formado
pelos vectores unitarios tangentes a v e n em P.
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Observagao 2.4.10. A condicao de v e 1 serem curvas diferencidveis é imposta para que os
vectores unitdrios tangentes estejam bem definidos. A condigéo de v e 7 serem injectivas garante
que, dado um ponto P no traco das duas curvas, existe exactamente um s € R e exactamente
um ¢t € R para os quais v(s) = n(t) = P, e podemos assim definir o angulo entre v e n em
P como o angulo entre os vectores % e % (que é simplesmente o angulo entre 7/(s) e
7'(t)). Se, por exemplo, v nao fosse injectiva, poderia haver mais do que uma escolha possivel

para s, e o vector tangente unitario a v em P nao seria unico.

Exemplo 2.4.11. O angulo entre duas circunferéncias num ponto de intersecgao é recto preci-

samente quando as duas circunferéncias sao ortogonais.

Exemplo 2.4.12. Vejamos quando é que o angulo entre uma recta r e uma circunferéncia C
num ponto de interseccdo P é recto. A recta tangente a r em P é a prépria recta r. Portanto
isso acontece se e sO se r é perpendicular a tangente a C em P. Tal é equivalente a que r passe

pelo centro de C.

Estamos agora prontos para enunciar (e provar) a propriedade mais importante da inversao

no que respeita a angulos.

Proposicao 2.4.13. Sejam v e n curvas diferencidveis injectivas em R™ cujos tracos
contém um ponto comum P. Sejam v*, n* e P* as imagens de v, n e P, respectivamente,
por uma inversao de centro O. Entao o angulo entre v en em P ¢é igual ao angulo entre

Y* en* em P*.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponhamos que O é a origem de R™, e seja 7 o
raio da inversao. Para cada t no dominio de 7, podemos escrever

V(s) = p(s)u(s)

onde p(s) é um numero real positivo e v(s) tem norma 1. Observe-se que, como a norma de v

é constante, tem-se %v(s) -v(s) = 0 (onde - é o produto escalar usual) e portanto, utilizando a

regra de derivagao do produto, vem que
20(s) - v'(s) = 0, ou seja, v(s) - v'(s) = 0.

Conclui-se que para qualquer s no dominio de v os vectores v(s) e v(s) sdo ortogonais.
Temos ainda
V' (s) = p'(s)u(s) + p(s)V'(s)
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e também, como y*(s) = @v(s),

(V) (s) = =z (=p'(s)u(s) + p(s)/(s)).

Seja agora s tal que v(s) = P e v*(s) = P*. Observe-se que, sendo V' o subespaco vectorial de
R™ gerado pelo vector v(s) (ou pelo vector (ﬁ), tem-se a decomposicao em soma directa

RP=VeaVt

e, dado um vector v de R™ na forma u + w, com u € V e w € V-, 0 seu simétrico em relacio
a V= (o hiperplano que passa pela origem e é perpendicular a OP) é o vector —u + w. Tendo
em conta as expressoes calculadas para 7/(s) e (v*)'(s) (e o facto de que v/(s) € V1), conclui-
se que (v*)'(s) é obtido reflectindo +/(s) no hiperplano perpendicular a OP que passa pela
origem e multiplicando o resultado por ﬁ. Analogamente, sendo t tal que n(t) = P, temos
que (n*)(t) é obtido da mesma forma a partir de 7/(t). Como a operagao de reflectir num
hiperplano e multiplicar por um escalar preserva angulos, conclui-se que o angulo entre 7/(s) e
7'(t) é igual ao angulo entre (v*)'(s) e (n*)'(t), que equivale ao pretendido. O

Corolario 2.4.14. As imagens por inversdo de duas circunferéncias ortogonais em R? que ndo

passam pelo centro de inversdo sdo duas circunferéncias ortogonais.

Demonstracao. Pelo Lema 2.4.4, a condigao de as circunferéncias nao passarem pelo centro de
inversao garante que sao enviadas em circunferéncias. O resultado entao segue da conservagao

dos angulos por inversao (tendo em conta o observado no Exemplo 2.4.11). O

Observagao 2.4.15. Vamos esbogar brevemente uma relacao curiosa entre feixes de circun-
feréncias e inversao no plano. Recorde-se que na seccao 2.4.3 vimos que qualquer feixe pode
ser descrito como o conjunto das circunferéncias ortogonais a duas circunferéncias dadas. Desta
forma, a imagem por inversao de um tal feixe é, em geral, o conjunto das circunferéncias orto-
gonais as duas circunferéncias inversas, e portanto é também um feixe de circunferéncias.
Note-se o “em geral”: pode acontecer que alguma das circunferéncias envolvidas seja enviada
numa recta. Para corrigir este defeito, temos de admitir rectas nos feixes, do seguinte modo:

e A cada feixe de circunferéncias nao concéntricas acrescenta-se uma recta: o eixo radical

comum de todas as circunferéncias do feixe.
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e Passam-se a considerar também feixes de rectas: o conjunto de todas as rectas que passam
por um mesmo ponto (feixe de rectas concorrentes) e o conjunto de todas as rectas
paralelas a uma recta dada (feixe de rectas paralelas).

Com esta “correccao”, passa a ser sempre verdade que a imagem por inversao de um feixe é

também um feixe.

Inversao e circunferéncias ortogonais

Seja C uma circunferéncia em R? de centro O e raio r. Como sabemos, a imagem de uma
circunferéncia D # C por inversao em C é também uma circunferéncia, desde que D nao passe
por O. Uma questao natural a colocar é a seguinte: para que circunferéncias D é que a imagem
de D por inversao em C é a prépria D? A resposta é simples e elegante: sao as circunferéncias

ortogonais a C.

Proposicao 2.4.16. Sejam D e C circunferéncias distintas no plano Fuclidiano, e sejam O e

r o centro e o raio de C, respectivamente. Entao as sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) D contém um par de pontos distintos, inversos um do outro em relagdo a C;
(ii) Pot(O, D) = r?;

(i7i) D € invariante por inversao em C;

(iv) C L D.

Demonstragao. Primeiro notemos que jé sabemos (ii)<(iv) pelo Lema 2.2.5. Basta assim provar
que (i), (ii) e (iii) s@o equivalentes entre si. Vamos provar (i)=-(ii), (ii)=-(iii) e (iii)=-(i).

e (i)=(ii): Sejam P e P’ pontos em D, inversos em relacdo a C. Entdao O, P e P’ sao

colineares, logo, pelo Teorema das Cordas (Teorema 2.2.2), temos
—
Pot(0, D) = OP - OP.
~ . ~ H . .o
Mas como P e P’ séo inversos em relagao a C temos (ﬁ’ -OP" = r?, e obtivemos (ii).

e (ii)=(iii): Suponha-se que Pot(O,D) = r2. Seja P um ponto arbitrario em D, e seja P’
a segunda intersecgdo de OP com D (se OP for tangente a D, tomamos P’ = P). Entao,

pelo Teorema das Cordas,
—
OP - OF = Pot(0,D) = 2.

Logo o inverso de P em relacao a C é P/, que estd em D. Conclui-se que o inverso em
relacao a C de qualquer ponto de D estd em D, que é o mesmo que dizer que a inversao
em C deixa D invariante.
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o (iii)=(i) ¢ trivial.

Observagao 2.4.17 (Inversao sem distancias). Podemos utilizar a Proposigao 2.4.16 para dar
uma caracterizacao do inverso de um ponto em relagao a uma circunferéncia sem usar distancias.
De facto, é imediato a partir da Proposicao 2.4.16 o seguinte:

s

Dado um ponto P e uma circunferéncia C, o inverso de P em relacao a C é o tinico ponto

P’ com a propriedade de que qualquer circunferéncia que passe por P e P’ é ortogonal a C.

Isto legitimiza a analogia entre inversao numa circunferéncia e reflexao numa recta a que alu-
dimos no inicio desta seccao: de facto, a reflexdo numa recta tem essencialmente a mesma
propriedade.

Dado um ponto P e uma recta r, o simétrico de P em relacao a r é o tinico ponto P’ com
a propriedade de que qualquer circunferéncia que passe por P e P’ é ortogonal a r.

Aqui (ver exemplo 2.4.12) dizemos que uma recta é ortogonal a uma circunferéncia se contém
0 seu centro.

Aplicacoes da Inversao

Nesta parte final vamos tentar responder a inevitavel pergunta “Mas para que é que isto serve?”.
Vamos ver dois exemplos: a Desigualdade de Ptolomeu e o Teorema de Steiner. O primeiro
mostra como podemos utilizar inversao para transformar resultados “triviais” em resultados
duais muito menos imediatos. A segunda lembra o uso que fizemos das transformacoes afins no
Lema 1.6.6: utilizamos inversao para reduzir a nossa configuracao geral a um caso concreto em

que o que pretendemos provar ¢é trivial por simetria.

Mas precisamos de um preparativo:

Lema 2.4.18 (Férmula da distancia). Seja C uma circunferéncia em R? de centro O e raio 7.

Sejam X e Y pontos em R?, e sejam X' e Y’ o0s seus inversos em relacio a C. Entdo tem-se

2

X/y/ — r
| | |0OX]|-|0Y]|

IXY].

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponha-se que O é a origem. Entao X' = I T =X
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eY' = Y. Logo,

P
7’2 7a2 T2 7‘2
IX'Y']? = ( X - Y) . ( X - Y>
|1X1[? Y12 |12 Y12

4 7“4 4

T T
- x|Pe2—t XV 4
= 2 Y !

V]2

ré

XTI

rd

= EEpEs Y &Y
4

_ r 2

= oxpove <Y

(X7 = 2X - Y +[[Y]]?)

O resultado segue. O
Com isto, estamos prontos para passar a Desigualdade de Ptolomeu.
Teorema 2.4.19 (Desigualdade de Ptolomeu). Sejam A, B, C e D pontos em R?. Entdo
|AB|-|CD|+ |AD| - |BC| > |AC| - |BD|.
Além disso, se houver igualdade entdo A, B, C' e D estdo sobre uma circunferéncia.

Demonstracao. O resumo da prova é:

A Desigualdade de Ptolomeu é a Desigualdade Triangular invertida.

Considere-se uma circunferéncia qualquer de centro A e raio r, e sejam B’, C' e D’ os inversos
de B, C e D em relacao a essa circunferéncia. Pela Desigualdade Triangular temos

|B'C'| +|C'D'| > |B'D|.

Agora é s6 reescrever estas distancias utilizando o Lema 2.4.18: obtemos

2 2 2

T T T
— | B —  |CD|> —|BD|.
A jac] P¢ Tt Taerap ©P 2 Tagran) PP

Cancelando 72 e limpando denominadores, obtemos a Desigualdade pretendida. Além disso,
vemos que se houver igualdade deve ter-se |B'C’| 4+ |C'D’| = |B'D’|, e portanto B’, C" e D’
estao sobre uma recta r. Logo, B, C' e D estdo na imagem de r por uma inversao de centro
A, que é uma circunferéncia que passa por A, e portanto A, B, C' e D estdo sobre uma mesma

circunferéncia. O

Passemos a préxima aplicacao, o Teorema de Steiner. Suponhamos que temos duas circun-
feréncias disjuntas C e D no plano Euclidiano, e realizamos o seguinte procedimento: comecamos
por desenhar uma circunferéncia S; simultaneamente tangente a C e a D. Depois desenhamos
uma circunferéncia Sy tangente a C, D e S1; uma circunferéncia Ss tangente a C, D e Sy; e assim
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sucessivamente, enquanto nenhuma das circunferéncias novas for secante a alguma das circun-

feréncias Sy previamente desenhadas. Paramos quando ja ndo “cabem” mais circunferéncias.

Quando acabamos o desenho, podemos ter duas situagoes. E possivel que a tdltima circunferéncia
seja tangente a primeira, como acontece na figura em cima, em que as circunferéncias “encaixam”
bem. Mas também pode “sobrar” algum espaco vazio entre a ultima circunferéncia e a primeira,
em que ja nao “cabe” mais nenhuma circunferéncia.

Se, para uma escolha da circunferéncia S;, obtivermos uma figura como acima, em que a
dltima circunferéncia é tangente a primeira, dizemos que S1 € encairante. Poder-se-ia esperar
que, fixadas as circunferéncias C e D, uma circunferéncia ser ou nao encaixante dependesse da
escolha da circunferéncia. Mas nao! E precisamente isso que afirma o Teorema de Steiner.

Teorema 2.4.20 (Teorema de Steiner). Se uma circunferéncia tangente a C e D é encaizante,

entdo qualquer circunferéncia tangente a C e D € encaizante.

Demonstragdo. A ideia da prova é muito simples: repare-se que no caso em que C e D sao
concéntricas o resultado é trivial por simetria, claramente “nao interessa” onde desenhamos a

primeira circunferéncia.
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Portanto, como inversao preserva tangéncias de circunferéncias (porqué?), basta-nos arranjar
uma inversdo que envie C e D em circunferéncias concéntricas! Se provarmos que existe uma
inversao com essa propriedade, este resultado inesperado fica assim provado.

Como provar que existe uma inversao que envia C e D em circunferéncias concéntricas? Mais
uma vez, a teoria que ja desenvolvemos até agora vai fornecer-nos uma prova simples e elegante.
Se C e D ja sao concéntricas nao ha nada a provar. Caso contrario, considere-se o feixe de
circunferéncias F(C,D). Como C e D sao disjuntas e ndo concéntricas, este feixe é o feixe de
pontos limite A e B para alguns pontos A e B.

Considere-se qualquer inversao de centro A. Afirmamos que essa inversao envia C e D em
circunferéncias concéntricas. Para justificar isso, recorde-se que, pela Proposigao 2.3.7, o feixe
ortogonal a F(C,D) é o feixe de pontos fixos A e B. Esse feixe é enviado pela inversao de centro
A no conjunto das rectas que passam pelo inverso B’ de B. Mas entao C e D sao enviadas em
circunferéncias C' e D’ ortogonais a todas essas rectas, o que significa (Exemplo 2.4.12) que todas
essas rectas passam pelo centro de C' e pelo centro de D'. Mas o tinico ponto comum dessas
rectas é B’, logo tanto C' como D’ tém centro B’! E com isto provdmos que existe uma inversao
que envia C e D em circunferéncias concéntricas, e o Teorema de Steiner esta provado. ]
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§2.5 Exercicios e Problemas

2.1. Sejam C; e Cy circunferéncias com centros distintos O e O2 no plano Euclidiano, e seja H
o ponto de interseccao do eixo radical de C; e Co com O105. Mostre que, para qualquer ponto
X no plano,

Pot(X, Cs) — Pot(X,C1) = 2050, - HX

onde - designa o produto escalar usual. Conclua que a funcio f : R> — R definida por f(X) =
Pot(X,Cs) — Pot(X, (1) é uma aplicagao afim.

2.2. Seja ABC um triangulo com circuncentro O e incentro I, e sejam R e 7 os raios da
circunferéncia circunscrita a ABC e da circunferéncia inscrita em ABC, respectivamente. A

recta Al intersecta a circunferéncia circunscrita num ponto D # A.
(a) Mostre que a circunferéncia de centro D e raio |DI| passa por B e C.

(b) Mostre que |OI|?> = R? — 2Rr. (Sugestio: Aplique o exercicio 2.1 & circunferéncia cir-
cunscrita e & circunferéncia de centro D e raio |DI].)

2.3. Sejam A e B dois pontos distintos no plano Euclidiano. Para cada A € R+ \ {1}, seja Cy

o conjunto dos pontos P do plano tais que % =\

(a) Mostre que Cy é uma circunferéncia com centro na recta AB.

(b) Sejam P e @ as intersecgoes de Cy com a recta AB. Mostre que P e ( sao inversos um
do outro em relagao a circunferéncia C de diametro AB.

(c) Mostre que Cy é ortogonal a C.

(d) Mostre que a familia de circunferéncias {Cy : A > 0, A # 1} é o feixe de pontos limite A e
B.

2.4. Seja C uma circunferéncia no plano Euclidiano e seja P um ponto em C. Sejam A e B dois
pontos diametralmente opostos em C e diferentes de P, e sejam X e X' as intersecgoes de PA
e PB com o didmetro de C perpendicular a AB (ou com o seu prolongamento). Mostre que X
e X' sao inversos em relagao a C.

2.5. Moste que o inverso em relacao a C de uma circunferéncia D passando pelo centro de C é
o eixo radical de C e D.

2.6. Sejam Cq, Co, C3 e C4 quatro circunferéncias no plano. Suponha-se que C; e Cy se intersectam
em A e A, Cs e C3 se intersectam em B e B’, C3 e Cy4 se intersectam em C e C’' e C4 e C; se
intersectam em D e D’. Mostre que A, C, A’ e C’ estao sobre uma mesma recta ou circunferéncia
se e sé se B, D, B' e D' estao sobre uma mesma recta ou circunferéncia.

2.7. Sejam Aj, As, As e A4 pontos no plano que nao estao todos numa circunferéncia. Sejam
01, O3, O3 e O4 os circuncentros dos triangulos As A3 Ay, A1A3Ay, A1AsAy e A1 AsAs, e sejam
ry, 9, T3 € T4 0s raios das circunferéncias circunscritas a esses triangulos. Mostre que

1 1 1 1

+ + + =0.
’01A1’2 — T’% ‘OQAQP — ’I”% ‘03143‘2 — 7“% |O4A4’2 — Ti




3 Geometria Projectiva

Num plano afim, dadas duas rectas distintas, temos uma de duas situagoes: ou as duas rectas
sd0 concorrentes num (unico) ponto; ou as duas rectas sdo paralelas e ndo se intersectam. A
Geometria Projectiva é uma modificagdo da Geometria Afim que transforma o segundo caso
num caso particular do primeiro, acrescentando aos espacos afins alguns pontos, os chamados
pontos do infinito, em que rectas paralelas se intersectam. A Geometria Projectiva trata do
mesmo modo ambas as figuras seguintes:

Os pontos do infinito que vamos precisar de acrescentar sdo poucos: o plano projectivo P%(R),
que estende o nosso ja bem conhecido plano afim A?(R), é obtido juntando-lhe uma tnica recta,
a recta do infinito, onde se intersectam as rectas que eram paralelas em A%(R). Portanto, num
certo sentido, nés ja conhecemos quase todo o plano projectivo, e, num primeiro momento, a
ideia da Geometria Projectiva pode parecer apenas uma questao de “economia de linguagem”:
gastamos menos tinta ao escrever “estas rectas sao concorrentes” do que ao escrever “estas rectas
sao paralelas ou concorrentes”, pelo que os enunciados dos resultados ficam mais compactos e
elegantes, mas podemos pensar que a Geometria Projectiva nao nos oferece realmente nenhuma
ferramenta nova. Isto, porém, nao é verdade: o facto de passarmos a poder tratar pontos
do infinito como pontos “normais”, iguais a todos os outros, vai-nos permitir acrescentar a ja
conhecida classe das transformacoes afins uma variedade de transformagoes novas que enviam
pontos classicos em pontos do infinito e vice-versa, e essas transformagoes vao-nos permitir obter
de maneira simples resultados geométricos elementares, do tipo que Euclides ja teria sido capaz
de entender e apreciar. No caso das figuras acima, vamos ter uma transformagdao projectiva que
envia a figura da esquerda na figura da direita, embora nao tenhamos nenhuma transformacao

afim com essa propriedade.

73
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Claro que tudo vem a um prego. Dados pontos A e B num plano afim, sabemos que as
transformagoes afins preservam as razoes % para pontos C na recta AB. As transformacgoes
projectivas nao as preservam em geral, mas preservam algo préximo: as razoes entre duas dessas
razoes, do tipo (%) / (%), as chamadas razédes duplas ou razoes cruzadas. As propriedades
das razoes duplas sao também um presente apreciado que a Geometria Projectiva dd a Geometria
mais clédssica.

Na préxima secgao vamos estudar o caso unidimensional, as chamadas rectas projectivas, que
sao obtidas a partir das rectas afins acrescentando um tnico ponto no infinito. Claro que nao
hé muita Geometria que se possa fazer numa recta, e de facto os resultados mais interessantes
aparecem nas seccoes posteriores, mas os conceitos e resultados desta seccao vao ter a sua

utilidade quando comegarmos a trabalhar no plano projectivo.
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§3.1 Rectas projectivas e Transformacoes de Mobius

Para dar alguma motivagao inicial, vamos estudar uma questao natural: suponhamos que temos

duas rectas r e ¥ em R?, parametrizadas por
r(t) = (t,at 4 B) e 7#(t) = (t,at + f).

Suponhamos que projectamos r sobre 7, isto é, consideramos um ponto O exterior a ambas as
rectas e a aplicagdo que a um ponto () € r associa o ponto de intersec¢ao Q de intersecgao de
OQ com r'.

O

Q

Dado um ponto (¢, at + ), a sua imagem é o ponto (¢, at’ + B) para um certo t’, e queremos
saber como é que t’' se exprime como funcao de t.

Suponha-se que O tem coordenadas (p,q). Dado t € R, estamos & procura do t' € R para o
qual os pontos O, Q = (t,at + ) e Q = (¢, at’ + j3) sao colineares, ou seja, tal que os vectores

— N
@Z(t—p,at+ﬁ—Q)eOQZ(t’—p,o?t’Jrﬂ—q)

sao multiplos um do outro. Isso equivale a ter-se

t— t—
det P oy R4 =0.
at+068—q at'+5—q

Expandindo o determinante anterior, chegamos a relacao

(@—a)tt' + (B —q+ap)t +(=B+q—ap)t' +p(B—B)=0
que, resolvida em ordem a t’, d4

o (ap+B—q)t+pB-p)
(@ — @)t + (ap+ B —q)

Conclui-se que a relagao procurada entre ¢’ e ¢ é da forma

, _at+b
ct+d

onde neste caso temos a = ap + 5 —q,b=p(B— B), c=a—aed=ap+ [ —q. Observe-se
que, para estes valores de a, b, c e d, temos

adfbc:(ap+5*Q)(&p+B*Q)7é0
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uma vez que ap+ —q e ap+ 3 — ¢ sao diferentes de 0, j4 que o ponto O de coordenadas (p,q)

nao pertence a recta r nem a recta 7. Isto motiva a seguinte definicao:

Definigao 3.1.1 (Transformagoes de Mébius). Uma transformagio de Mébius é uma

aplicacao da forma
ar + b

H
cr +d

b
onde a, b, c e d sdo tais que ad—bc # 0. Sendo A = (a d> , designamos a transformacao
c

de Mobius anterior por f4.

Note-se que deixdmos propositadamente por especificar o dominio e o conjunto de chegada
das transformacoes de Mobius: para ja podemos pensar neles como sendo R, mas vamos ver

mais adiante que existe uma escolha mais indicada.

Observagao 3.1.2. A Definicdo anterior fornece uma correspondéncia A — fa que associa
a cada matriz invertivel 2 X 2 A uma transformacao de Mobius f4. No entanto, essa corres-
pondéncia estd longe de ser injectiva: dado qualquer escalar A # 0, tem-se faa = fa.

Exemplo 3.1.3. Qualquer transformacao afim nao constante f : R — R pode ser vista como
uma transformacao de Mobius. De facto, sendo f definida por & — ax + b, com a # 0, temos

f=f4o0nde A= (g ;’)

Z;ﬁg nao esta inteiramente bem definida
d

em geral; se ¢ # 0, temos problemas ao tentar avaliar f em —¢. De facto, isto nao é surpre-

Acontece que uma transformacao de Mobius f : x +—

endente: sabemos que as transformagoes de Mobius estao associadas a projeccoes entre rectas.
Ora, se estamos a projectar r em 7 a partir de O, entao existe, em geral, um ponto de r cuja
imagem por esta projeccao nao estd bem definida: o ponto @ € r tal que OQ é paralela a 7.

O

Quando z se aproxima de —2, 92+b tende para infinito (mais uma vez, isto bate certo com a

c’ cx+d
analogia com projecgoes entre rectas: quando @) varia em r e a recta OQ se aproxima da recta
paralela a 7 que passa por O, o ponto ) de interseccao de OQ com 7 “vai ficando cada vez mais
longe”). Assim, remediamos este defeito acrescentando a R um novo ponto, denotado por oo, e

passando a ver as transformacoes de Mdbius como funcoes R — R, onde R = R U {co}.
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Sendo
ar +b

f(@) = cr+d’
com ad —bc # 0, define-se entao f (—%l) = oo caso ¢ # 0. No entanto, agora precisamos também
de decidir o valor de f(c0). Se ¢ # 0, como

ax—|—b_a

lim =
zoocr+d ¢
faz sentido definir f(oco) = 2. Se ¢ = 0, a expressao anterior tende para infinito e portanto
definimos f(co0) = oo. Pode-se verificar facilmente que qualquer transformacdo de Mobius

induz uma bijeccao de R.

Um fenémeno curioso acontece quando tentamos compor transformacoes de Mobius. Sejam

c d d d
associadas f4 e fp. Vejamos o que é a composta fq o fp. Tem-se

(fao fB)(x) = fa(fB(2))
B a'x+ b
= Ja <m+d)
ag,/;?j:s: +b

= a’z+b’
Comra +d

_ (ad" +bc')x + (ab’ + bd')
~ (cd' +dc)z + (b +dd')’

/ /
a b a b . . . . q s
A= ( > e B = < > matrizes invertiveis, e considerem-se as transformagoes de Mobius

Ou seja, a composta fq o fp é também uma transformacao de Mobius, e uma matriz que a

aa’ +bcd  ab + bd
ca +dd e +dd )

Mas esta matriz é precisamente a matriz AB! Conclui-se o seguinte resultado inesperado:

induz é

Proposigao 3.1.4. Dadas duas matrizes invertiveis 2 x 2 A e B, tem-se fap = fao fB.

Parece uma grande coincidéncia, mas nao é. A estrutura multiplicativa das matrizes foi
inventada para bater certo com a composicao de aplicagoes lineares; se também bate certo com
a composicao de transformagoes de Mobius, isso deve ser uma manifestacao de alguma relacao
entre transformacoes de Mobius e aplicagoes lineares. Para iluminar essa relagao, precisamos
de uma maneira diferente de olhar para R, e é isso que faremos de seguida.

Coordenadas homogéneas

Imaginemos a recta afim A!(R) mergulhada em R?, onde, para um real z, mergulhamos o ponto
r € AYR) como o ponto de coordenadas (z,1). Tendo em conta esse mergulho, existe uma
correspondéncia bijectiva natural entre pontos de A'(R) e algumas rectas de R? que passam
pela origem. De facto, dado um = € A'(RR), podemos associar-lhe a recta que une a origem ao
ponto (z,1).

Mas ha uma recta que fica de fora: o eixo das abcissas, que é a Unica recta pela origem em

R? que ndo contém nenhum ponto da forma (z,1). De maneira a obter uma correspondéncia
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com todas as rectas pela origem em R?, podemos acrescentar um “ponto do infinito” a A!(R)
e declarar que esse ponto corresponde ao eixo das abcissas.

Deste modo, temos uma forma de ver R como o conjunto das rectas que passam pela origem
em R2.

Isto motiva a seguinte definicao:

Definicao 3.1.5. A recta projectiva real P*(R) é o conjunto (R?\ {(0,0)})/ ~ das classes
de equivaléncia para a relacio ~ em R?\ {(0,0)} definida por

(z,y) ~ (2',9) se e s6 se existe A € R tal que (2, ') = Az, y).

(Esta condigao diz que (z,y) e (2/,y) estdo na mesma recta que passa pela origem, logo
as classes de equivaléncia sao as rectas que passam pela origem.)

Dado um vector v € R?\ {(0,0)}, denotamos a sua classe de equivaléncia médulo ~ por
[v], e dizemos que v é um par de coordenadas homogéneas para [v].

A “maneira correcta” de pensar em P!(R) é como a recta afim A'(R) completada com um
ponto no infinito, ou seja, essencialmente como R. De facto, qualquer ponto em P!(R) admite
um par de coordenadas homogéneas da forma (z,1), e nesse caso imaginamo-lo como o ponto
x € AY(R), ou é o ponto de coordenadas homogéneas (1,0), que imaginamos como co. A mesma
bijeccao entre P!(R) e R pode ser escrita explicitamente assim:

(2, )] g sey #0
[(z,0)] — oo.

Mas porqué tanto trabalho, qual é a vantagem de ver a recta real completada R desta maneira
tao rebuscada? Porque as transformacoes de Mobius se exprimem de maneira muito mais
agradavel na sua versiao P!(R) — P!(R) do que na sua versio R — R.

Considere-se uma matriz invertivel 2 x 2 A, e T4 : R> — R? a aplicacio linear cuja matriz
em relacdo a base canénica é A. Entao a aplicacio linear T4 “passa ao quociente”.

Proposicao/Definicao 3.1.6. Seja A uma matriz invertivel 2 x 2, e seja T4 a aplicagao
linear de R? em R? cuja matriz em relacio a base canénica é A. Entdo a aplicacio
ha : PY(R) — P'(R) dada por

ha([v]) = [Ta(v)] para todo o v € R?\ {(0,0)}

estd bem definida. Uma aplicacio P1(R) — P!(R) da forma h4 diz-se uma transformacdo
projectiva ou uma homografia de P!(R).
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Observagao 3.1.7. Resulta da definicao que a composta de duas homografias é uma homo-
grafia, e que a inversa de uma homografia é também uma homografia, sendo a inversa de h4 a

homografia h4-1.
Demonstracao. Para provar que h4 estd bem definida, precisamos de nos assegurar de que:

e Se v € R?2\ {(0,0)}, entdo Ta(v) € R?\ {(0,0)}: é imediato pois, sendo T4 injectiva,
tem-se ker T4 = {(0,0)}, e portanto T'4(v) # (0,0) para v # (0,0).

e Se [v] = [w], entdo [T4(v)] = [T

= )]: a condicao [v] = [w] diz-nos que w = Av para algum
escalar \, e portanto T4 (w) =

aw [v
ATA(v), pelo que [Ta(v)] = [Ta(w)].

E estd provado. O

Suponha-se agora que A = (a d)’ com ¢ # 0. A que aplicacdo f : R — R corresponde a
c

aplicacdo ha : P}(R) — P!(R) através da bijeccio natural P!(R) — R? Bem, sendo z € R, f(z)
é o elemento de R correspondente a,

ha([(z,1)]) = [(ax + b, cz + d)]

mas isto, pelo menos quando x # —%l, corresponde a ‘”Ig em Rl E se z = —% entao
ha([(z,1)]) = [(az + b,0)] = [(1,0)], que corresponde a oo em R! Por fim, f(cc) corresponde

a ha([(1, )])_ [(a,c)], pelo que f(oo) = ¢! Portanto ha nao é mais do que f4 na sua versao
P'(R) — P'(R

resumo,

). E uma verificagao analoga mostra que o mesmo acontece quando ¢ = 0. Em

Transformacgoes de Mobius sao essencialmente aplicagoes lineares invertiveis
de R? em R? apés passagem a um quociente.

O fenémeno da Proposicao 3.1.4 esta portanto explicado. Vamos agora provar um Lema que
nos diz essencialmente quantos “graus de liberdade” temos ao defnir uma homografia de P!(RR)
(ou uma transformacao de Mébius).

Lema 3.1.8. Sejam B,C, D € P1(R) pontos distintos e sejam E, F,G € PL(R) pontos distintos.
Entdo existe uma tinica homografia h de P*(R) tal que h(B) = E, h(C) = F e h(D) = G. Em
particular, uma homgrafia de P1(R) que fize trés pontos distintos é a identidade.

Para a prova, precisamos de um preparativo (que é na verdade um caso particular):

Proposicdo 3.1.9. Seja h uma homografia de P*(R) que fiza os pontos de coordenadas ho-
mogéneas (1,0), (0,1) e (1,1). Entao h € a identidade.

Demonstragdo. Seja A uma matriz 2 x 2 tal que h = hy. Entao, como h4 fixa [(1,0)], temos
[T4(1,0)] = [(1,0)], ou seja, T4(1,0) = (a,0) para algum a € R. Analogamente, como hy4 fixa
[(0,1)], temos T4(0,1) = (0,b) para algum b € R. Isto diz-nos que a matriz A é

=)
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Logo T'4(1,1) = (a,b). Mas, como [(1,1)] é fixo por h, T4(1,1) é da forma \(1,1) = (A, \) para
algum A € R. Portanto a = b. Mas entdo A = aldaxa, e portanto ha([v]) = [Ta(v)] = [av] = [v]
para todo o v € R?\ {(0,0)}. Logo h = ha é a identidade. O

Passemos a prova do Lema 3.1.8.

Demonstragao. Comecamos por provar um caso particular: dados quaisquer pontos distintos
B,C, D € P(R), existe uma homografia h de P!(R) tal que h([(1,0)]) = B, h([(0,1)]) = C e
h([(1,1)]) = D. Sejam B = [u], C = [v] e D = [w]. A condigao de B e C serem distintos diz-nos
que u e v sdo linearmente independentes, e portanto formam uma base de R?. Logo existem
reais a e b tais que au + bv = w. Consideramos a (tnica) matriz A tal que T4(1,0) = au e
T4(0,1) = bv. Entao ¢é imediato que h([(1,0)]) = [u] = B e ha([(0,1)]) = [v] = C. Além disso,

Ta(1,1) =T4(1,0) +T4(0,1) =au+bv=w

pelo que ha([(1,1)]) = D.
Passamos a prova do caso geral do Lema 3.1.8.

e Existéncia: Consideramos uma homografia i tal que z([(l,O)]) = B, i([(0
i([(1,1)]) = D, e uma homografia j tal que j([(1,0)]) = £, j([(0,1)]) = F e j(
Entao a homografia

h=joi!

envia Bem F, C em F' e D em GG, como pretendido.

e Unicidade: Suponha-se que h e b’ sao duas homografias que enviam B em E, C em F e
D em G. Consideremos ¢ e j definidas como atras, e sejam

l=jtohoiel =j 1ol oi.

Entao [ e I’ sao ambas homografias que fixam os pontos de coordenadas homogéneas (1,0),
(0,1) e (1,1), pelo que, pela Proposicao 3.1.9, se tem | = I’. Portanto joloi™! = jol'oi™!,

ou seja, h = h'.

O Lema esta provado. O

Razao dupla

Dados pontos P, @ e R na recta afim real A(R), com Q # R, o quociente P—S estd definido,
e, pelo Corolério 1.4.5, quando R varia em A!(R), esse quociente percorre todos os reais com
excepcao de —1. Quando R se afasta cada vez mais de P e (), esse quociente aproxima-se de
—1, e portanto faz sentido estendé-lo & recta afim real completada declarando que £ OQO =—1.
Acontece que estes quocientes, embora sejam preservados por transformacoes afins de A(R),
nao sao preservados em geral por homografias. Para remediar esta situagao, vamos introduzir
outra quantidade que é, num certo sentido, a quantidade mais préxima preservada por homo-

grafias. Essa quantidade é essencialmente o quociente entre dois destes quocientes: expressoes

(7)/(s2):

do tipo
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com P, @, R e S pontos distintos, a que vamos chamar a razao dupla de P, Q, R,S. Correspon-
dendo os pontos P, @, R e S a quatro reais p, q, r e s, poderiamos definir a sua razao dupla

=)/ (=)

mas agora estamos interessados em definir esta quantidade para quaisquer pontos em P!(R),

como sendo a expressao

e portanto temos de entrar em conta com a possibilidade de p, ¢, r ou s serem oco. Para

abranger este caso, utilizamos o seguinte truque: supomos que P, @, R e S admitem coordenadas

homogéneas (p1,p2), (¢1,42), (r1,72) € (s1, S2), respectivamente. Sabemos que, no caso em que
- ‘e PL @1 T S

D2, q2, T2, $9 sao diferentes de 0, estes pontos correspondem aos reais e st 10 550 © portanto

estamos interessados em que a sua razao dupla seja

o n p1 _ s1
p2 2 p2 S2
T4 s1 @ |-
T2 q2 52 q2

Mas, limpando denominadores, isto reescreve-se como

(p17‘2 - Pzﬁ)/(lvlsz —P281)
r1g2 —T2q1 51492 — S241

e, escrita desta forma, a expressao estd bem definida mesmo no caso em que algum dos pontos

P, Q, Re S éoponto do infinito (desde que os quatro pontos sejam distintos). Portanto usamos
esta expressao para a defnicao formal de razao dupla.

Definigao 3.1.10. Sejam P, ), R e S quatro pontos distintos na recta projectiva real
PY(R), que admitem coordenadas homogéneas (p1,p2), (q1,42), (r1,72) e (s1,s2), respec-
tivamente. A razao dupla ou razao cruzada de P, ), R e S é definida por

(p17“2 - Pzﬁ)(squ - 82Q1)
(7“1CI2 - 7“2611)(]9182 - stl)

[P,Q;R,S] =

Mas, para enfatizar:

A razao dupla [P, Q; R, S| deve ser pensada como a razao entre os quocientes

% e JSD—S, e é de facto igual a essa razao se P, (), R e S nao sao oc.

Vamos agora provar uma propriedade prometida da razao dupla que justifica grande parte

do seu interesse.

Proposicdo 3.1.11. Seja f: PY(R) — PY(R) uma funcdo. As sequintes condicdes sao equiva-
lentes:

(i) f € uma homografia;

(ii) f preserva a razio dupla, isto ¢, para quaisquer pontos distintos P,Q,R,S € PY(R), os
pontos f(P), f(Q), f(R), f(S) também sdo distintos e satisfazem

[f(P), f(Q); f(R), f(5)] = [P, Q; R, S].
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Demonstragao. Vamos provar as duas implicagoes em separado.

e (i)=(ii): Suponha-se que f = ha. Sejam (p1,p2), (q1,42), (r1,72) € (s1,S2) coordenadas
homogéneas para P, @, R e S, respectivamente, e sejam (p}, ph), (¢}, ), (r1,75) e (s, s5)
coordenadas homogéneas para f(P), f(Q), f(R) e f(S) de tal modo que

()= ) ()= () () - () () - ()

[f(P), f(Q); f(R), f(S)] = (P PoT1) (5195 — 85¢1)

1)
(7’1‘12 - 7“2(11) P18y — P251)
det pl det q}
B pg ds
/ /
7“2 89
det A < ) det A (31 Q1>
_ b2 T2 S2 Q2
det A (” ql) det A <p1 81)
T2 g2 P2 82
(det A)? det ( rl) det (Sl Q1>
T2 52 g2

Entao

(det A) d< (
R
ey ) (202)

—[P,Q;R,S].

det

e (ii)=(i): Suponha-se agora que f preserva a razao dupla. Afirmamos que esta condigao
determina unicamente f se conhecidas as imagens de trés pontos distintos P, @ e R. De
facto, suponha-se que P, @ e R sao distintos e admitem coordenadas homogéneas (p1, p2),
(q1,92) e (r1,72), respectivamente, e que f(P), f(Q) e f(R) sao distintos e admitem
coordenadas homogéneas (p),ph), (¢},d5) e (r},75), respectivamente. A igualdade de
razoes duplas [f(P), f(Q); f(R), f(X)] = [P, Q; R, X], para um ponto X de coordenadas
homogéneas (x1,x2) diferente de P, @ e R, da que

(p/ﬂ"é - p’zﬁ)@’ﬂé - $/2<]/1) _ (pir2 — par1)(x192 — 2q1)
(r1a5 — m2a1) (P14 — Po7y) (1162 — m2q1)(P172 — P2T1)

sendo (2}, z4) coordenadas homogéneas de f(X). Acontece que esta relagdo é suficiente
para determinar [(z],z%)] em fungdo das restantes varidveis (porqué?). Logo f(X) é
unicamente determinado e existe uma tnica transformacio de P!(R) que envia P, Q e R
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em f(P),f(Q) e f(R) e preserva a razao dupla. Mas tanto f como a unica homografia
que envia P em f(P), Q em f(Q) e R em f(R) tém essa propriedade, logo estas fungoes
tém de coincidir e f é uma homografia.

Estrutura de recta projectiva

Para finalizar a discussao sobre a recta projectiva real, vamos formalizar aqui uma ideia que
sera util mais tarde; infelizmente, vamos ter de apresentar essa ideia de forma muito abstracta,
pois ainda nao dispomos de exemplos concretos onde ela se aplique. A ideia ficard mais clara
quando esses exemplos aparecerem.

Né6s chamamos a P!(R) a recta projectiva real, mas mais & frente vamos encontrar conjuntos
que se comportam como “cépias” de P'(R); os exemplos mais tipicos sdo as rectas e os feixes
de rectas no plano projectivo real P2(R). Dado um tal conjunto ¢, temos uma bijeccio entre £ e
PY(R) que nos permite, por exemplo, definir a razao dupla de quatro pontos de £ como a razao
dupla dos quatro pontos correspondentes em P!(R).

Poderiamos, portanto, definir uma estrutura de recta projectiva num conjunto £ como sendo
uma bijeccao entre £ e IPl(R). Acontece que, nas situagoes que vamos encontrar mais a frente,
existem em geral varias bijeccoes que “fazem sentido”; e nds queremos que todas elas definam
a mesma estrutura de recta projectiva em £. A “informacdo” que uma estrutura de recta

projectiva nos deve dar é a seguinte:

Se temos uma estrutura de recta projectiva em ¢, entao dados quaisquer quatro

pontos distintos de / devemos ser capazes de calcular a sua razao dupla.

Mas quaisquer duas bijeccdes que diferem por uma homografia de P!(R) induzem a mesma
nocao de razao dupla em ¢. Por isso vamos convencionar que quaisquer duas tais bijecgoes
definem a mesma estrutura de recta projectiva.

Definigao 3.1.12. Uma estrutura de recta projectiva real em £ é um elemento do conjunto
{bijeccoes £ — P}(R)}/ ~

das classes de equivaléncia para a relagao de equivaléncia definida no conjunto das bijeccoes
¢ — PYR) por f ~gseesdsegof!
de equivaléncia de f.

é uma homografia de P!(R). Denotamos por [f] a classe

Proposicao/Definicao 3.1.13. Dada uma estrutura de recta projectiva [f] em ¢, definimos a

razao dupla ou razdo cruzada de quatro pontos distintos P, @, R, S € £ como sendo

[P, Q; R, S] = [f(P), f(Q); f(R), f(S)]-

Prova de que isto estd bem definido. Precisamos de verificar que se [f] = [¢] entao
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Mas temos

[F(P), F(Q); F(R), f(S)] = [(g o (P (g0 FF@Q)): (g0 fFTHf(R)), (g0 fFH(f(5))]

pela Proposicio 3.1.11, uma vez que g o f~! é uma homografia. O lado direito é igual a

[9(P),9(Q); g(R), g(S)], mostrando a igualdade pretendida. O

De facto, essencialmente do argumento da prova anterior decorre algo mais forte:

Proposicdo 3.1.14. Duas bijeccées f,g : £ — PY(R) induzem a mesma estrutura de recta
projectiva em £ (isto é, [f] = [g]) se e sd se f e g induzem a mesma nogao de razao dupla em ¢

(isto €, tem-se [f(P), f(Q); f(R), f(S)] = [9(P),9(Q); 9(R), 9(S)] para quaisquer quatro pontos
distintos P,Q,R,S € ().

Demonstracao. O “sé se” acabamos de provar; vamos provar o “se”’. Sabemos que para quais-
quer pontos A, B,C, D € £ se tem

[A, B,C, D] = [f(f 1 (A)), F(f~1(B)), f(FHO, fF(fH(D))]
= [g(f7H(A), 9(f 1 (B)), g(F TH(C)), g(fH(D))].

Logo, pela Proposicao 3.1.11, g o f~! é uma homografia de P*(R), e [f] = [g]. O

Se temos estruturas de recta projectiva [fi] e [f2] em conjuntos ¢; e f2, podemos definir
homografias entre ¢; e ¢ de maneira natural: dada uma funcao ¢; — {2, “transportamo-la’
para uma funcio P!(R) — P!(R) usando as bijeccoes fi e fo, e definimo-la como uma homografia
se a funcao transportada o for.

Definigao 3.1.15. Dados dois conjuntos ¢; e 5 com estruturas de recta projectiva [f1] e [fa],
dizemos que uma funcao f : ;1 — f» é uma homografia se a fungao

faofofit:PHR) = P(R)
é uma homografia de P*(R).

Fica como exercicio verificar que isto estd bem definido, no sentido de que nao depende das
escolhas dos representantes f1 e fo. Sendo as homografias de £1 em /5 simples transportadas de
homografias de P!(R) através de bijeccdes (as mesmas bijeccoes que induzem a nocio de razio
dupla em /¢ e f3), é intuitivo (e deixamos como exercicio escrever uma prova formal) que se

tem a seguinte adaptagao do Lema 3.1.8 e da Proposicao 3.1.11:

Proposicao 3.1.16. Dada uma funcgao f : €1 — la, onde €1 e Uy estao munidas de estruturas de
recta projectiva, e dados trés pontos distintos B,C, D € {1 e trés pontos distintos E, F,G € 0o,
tem-se:

o f € uma homografia se e so se f preserva a razao dupla;

e Existe uma dnica homografia h : {1 — Uy tal que h(B) = E, h(C) =F e h(D) =G.



3 Geometria Projectiva 85

3.2 O plano projectivo P*(R)

Estamos finalmente prontos para deixar o caso unidimensional e conhecer o plano projectivo.
A ideia para completar o plano afim A%(R) com pontos do infinito é em tudo andloga & ideia
para completar a recta afim A!(R) com (um tnico ponto) do infinito. Obtemos uma bijec¢io
natural entre A%(R) e algumas rectas que passam pela origem em R? associando ao ponto de
coordenadas (z,y) a recta que passa pela origem e pelo ponto (z,y, 1). Isto deixa de fora apenas
as rectas contidas no plano z = 0, e completamos a correspondéncia “inventando” pontos do

infinito para corresponder a essas rectas.

Definigao 3.2.1. O plano projectivo real P?(R) é o conjunto (R3\ {(0,0,0)})/ ~ das
classes de equivaléncia para a relagio ~ em R?\ {(0,0,0)} definida por

(z,y,2) ~ (2,3, 2') se e s6 se existe A € R tal que (2,1, 2') = Az, vy, 2).

(Esta condigao diz que (z,y, 2) e (z/,y, 2’) estdo na mesma recta que passa pela origem,
logo as classes de equivaléncia sdo as rectas que passam pela origem.)

Dado um vector v € R?\ {(0,0,0)}, denotamos a sua classe de equivaléncia médulo ~
por [v], e dizemos que v é um tripleto de coordenadas homogéneas para [v].

Os pontos de P?(R) que admitem coordenadas homogéneas (z,y,z) com z # 0 devem ser
pensados como os pontos do nosso ja conhecido A?(IR); esse ponto corresponde simplesmente ao
ponto em A?(R) de coordenadas (%, %

da forma (z,y,0) é que sdo novos. Identificamos daqui em diante o plano afim A%(R) com o

). S6 os pontos que admitem coordenadas homogéneas

conjunto dos pontos de P2(R) que nio sdo pontos do infinito (os pontos finitos), ndo distinguindo
de agora em diante o ponto [(z,y,1)] € P?(R) do ponto (z,y) € A%(R).
Rectas no plano projectivo

Agora que acrescentdmos alguns pontos ao plano afim A?(R), precisamos de decidir o que
entendemos por uma recta em P?(R). Uma recta em A%(R) admite equagio ax + by + ¢ = 0,
para alguns a,b, ¢ € R com a e b ndo ambos nulos. Um ponto em P?(R) que admite coordenadas
homogéneas (x,y, z) com z # 0 pertence a essa recta se e s6 se

T
af—i-bg—i-c:o, ou seja, ax + by + cz = 0.
z z
Portanto a seguinte definicdo de recta no plano projectivo parece razodavel.

Definicao 3.2.2. Uma recta no plano projectivo P?(R) é o conjunto dos pontos que admitem
coordenadas homogéneas (z,y, z) que satisfazem

ar+by+cz=0
para alguns reais a, b e ¢, nao todos nulos.

Fica como exercicio mostrar que duas rectas de equacoes ax +by+cz =0eadz+by+c2=0
sao iguais se e s6 se (a/,0'¢) = A(a, b, ¢) para algum )\ € R.

Vejamos “como sdo” as rectas de P2(R). Considere-se a recta r de equacdo ax + by + cz = 0,
onde (a, b, c) # (0,0,0). Temos dois casos possiveis:
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e Se a e b ndo sdo ambos nulos, os pontos do plano afim A%(R) que pertencem a r sio os
pontos (z,y) = [(z,y,1)] que satisfazem

axr +by+c-1=0, ouseja, axr + by + ¢ = 0.

Ou seja, os pontos finitos de r formam uma recta das classicas. Para obter os pontos do
infinito em 7, substituimos z = 0 na equacao, obtendo ax + by = 0. Como a e b nao sao
ambos nulos, isto acontece se e s6 se (z,y) = A(—b,a) para algum X\ € R, e obtemos que
o0 unico ponto do infinito de r é o ponto de coordenadas homogéneas (—b, a,0).

e Se a e b sdo ambos nulos, a recta r tem equacao cz = 0 para algum ¢ # 0, ou seja, tem
equacdo z = 0. Esta recta claramente ndo intersecta A%(R), e contém precisamente os

pontos do infinito.
Concluimos o seguinte:

Proposigao 3.2.3 (Descrigao das rectas em P?(R)). Cada recta em P2(R) é de um (e um s6)
dos sequintes tipos:

e Uma recta afim em A%(R) completada com um ponto do infinito;
e A recta de equacdo z =0, que contém precisamente os pontos do infinito.

Vamos ver quando é que duas rectas afins em A%(R) se completam com o mesmo ponto do
infinito. Consideremos duas rectas afins de equacoes ax +by +c=0e a'z + by + ¢ =0, onde
(a,b) # (0,0) # (a/,b). J& vimos que estas rectas em P?(R) sio completadas com os pontos
do infinito de coordenadas homogéneas (—b,a,0) e (=V',a’,0). Estes pontos sdo o mesmo se
e s6 se (—b,a,0) e (=b/,d,0) sao multiplos um do outro, o que acontece precisamente quando
(a,b) e (a/,b) sdo multiplos um do outro. Mas isto é precisamente uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que as duas rectas sejam paralelas em A?(R)! Conclui-se que rectas paralelas
em A?(R) sdo precisamente as rectas que sio completadas com o mesmo ponto do infinito. E
daqui decorre facilmente uma propriedade fundamental de P?(R), que corrige um “defeito” de
A%(R):

Lema 3.2.4. Quaisquer duas rectas distintas em P?(R) tém exactamente um ponto em comum.

Demonstragao. Suponha-se inicialmente que as duas rectas sdo rectas afins completadas. Se
as duas nao sio paralelas em A%(R), tém um tnico ponto em comum em A?(R), que também
é tinico em P?(R) porque, nao sendo paralelas em A?(R), as duas rectas niao sao completadas
com o mesmo ponto do infinito. Se as duas sdo paralelas em A%(R), entdo ndo tém pontos em
comum em A?(R) e tém um ponto do infinito em comum.

Se uma das rectas for a recta do infinito, a outra é uma recta afim completada com exacta-
mente um ponto do infinito, e o resultado esta demonstrado. O

Temos também o Lema dual:
Lema 3.2.5. Por quaisquer dois pontos distintos em P?(R) passa exactamente uma recta.

Demonstracao. Se ambos os pontos sdo finitos, entdo a recta afim que os contém completada é
a Unica recta que passa por eles. Se ambos os pontos sao pontos do infinito, a recta do infinito

¢é a Unica recta que os contém. Suponha-se agora que um dos pontos ¢é finito e o outro é um
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ponto do infinito, admitindo coordenadas homogéneas (—b,a,0). Entdo uma recta que passe
por ambos tem que ser uma recta afim completada, que para passar pelo ponto de coordenadas
homogéneas (—b, a,0) deve ser paralela a recta de equacao ax + by = 0, e existe exactamente
uma recta em A?(R) paralela a essa recta que passa pelo ponto finito considerado. ]

Observagao 3.2.6. Podemos arranjar “férmulas” para determinar quando é que trés pontos em
P2(R) estdo sobre uma mesma recta e quando é que trés rectas em P?(R) passam por um mesmo
ponto. Considerem-se trés pontos distintos de coordenadas homogéneas (x1,y1,21), (22, y2, 22)
e (x3,ys3, 2z3). Esses pontos estarem contidos numa recta equivale a que o sistema

axi + by +cz1 =0
axs +bys +czo =0
axs +bys +czz3 =0

em (a, b, c) tenha uma solucao em que a, b e ¢ ndo sao todos nulos. Isso equivale a ter-se

rr Y1 A
det | zo o 2o | =0.
r3 Y3 =3

Considerem-se agora quaisquer trés rectas de equacoes a1x + b1y +c1z2 =0, asx + boy +coz =0

e azx + bsy + c3z = 0. Estas rectas tém um ponto em comum se e s6 se o sistema

a1z +biy+cz=0
a2 + bay + coz =0
a3z + by +c3z=0

tem uma solugao com (z,y, z) nao todos nulos. Isso equivale a ter-se

ar b1
det | ap by co | =0.
a3 bs c3

Como aludimos na seccao anterior, qualquer recta no plano projectivo pode ser vista essen-
cialmente como uma cépia de P1(R) (o que nio é surpreendente; afinal, em geral, uma recta no
plano projectivo é uma recta afim completada com um ponto). Vamos agora definir formalmente
uma estrutura de recta projectiva numa recta r em P?(R).

Seja mz +ny+ pz = 0 uma equagao da recta r em coordenadas homogéneas. Os vectores v €
R3 que sdo coordenadas homogéneas de pontos de r estdo num subespaco de dimensao 2 de R3,
definido precisamente pela equacao mx+ny-+pz = 0. Assim, quaisquer dois vectores linearmente
independentes nesse espaco (ou seja, quaisquer dois tripletos de coordenadas homogéneas para
pontos distintos de r) formam uma base desse espago. Logo, se A e B sao dois pontos distintos
em r, e u e v sao tripletos de coordenadas homogéneas para A e B respectivamente, entao a
recta r é precisamente o conjunto dos pontos da forma

[au + bv] com (a,b) # (0,0).

Além disso, sendo u e v linearmente independentes, os vectores au + bv e a’u + b'v sdo multiplos
um do outro (isto é, representam o mesmo ponto em P?(R)) se e s6 se (a/,b) = A(a,b) para

algum )\ € R. Obtemos assim uma bijeccio bem definida de r em P*(R):

[au + bu] — [(a,b)].
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Claro que esta bijec¢ao depende dos pontos A e B (ou dos vectores u e v) escolhidos. Mas a

estrutura de recta projectiva que ela induz nao depende, e é isso que afirma o proximo lema.

Lema 3.2.7. A estrutura de recta projectiva induzida em r pela bijec¢io f : v — PY(R) definida
por
[au 4+ bv] — [(a, b)]

onde [u] e [v] sao pontos distintos de r nao depende da escolha de [u] e [v].

Demonstragao. Suponhamos que temos um segundo par de vectores linearmente independentes,
digamos u’ e v, tais que [u/] e [v] sdo pontos diferentes de 7, e seja g : r — PL(R) a bijeccao
definida por

[au’ + bv'] = [(a, b)].

Como [u] e [v] pertencem a r, podemos escrever u = au’ 4+ v’ e v = yu' + dv'. Como a matriz

M = é uma matriz de mudanca de base, é a matriz de uma aplicagao linear invertivel.

a v
g o
Vamos determinar a transformacio go f~!: PL(R) — PL(R). A funcio f~! envia [(a,b)] em
[au + bv] = [a(au’ + V") + b(yu' + 6v')] = [(aa + vb)u' + (Ba + db)v'].

A funcio g envia [(aa+vb)u' + (Ba+0b)v'] em [(aa+ b, Ba+6b)]. Portanto a composta go f~*
é a aplicacao P1(R) — P1(R) definida por

[(a,b)] = [(ca + b, Ba + 0b)].

Logo g o f~' = hys é uma homografia, e portanto f e ¢ induzem a mesma estrutura de recta
projectiva em r. ]

Exemplo 3.2.8. Vamos ver que (como seria de esperar, tendo em conta o espirito original da
definigao de razao cruzada), para quaisquer quatro pontos colineares distintos A, B,C, D em
A%(R) C P?(R), tem-se
(c5)
[4,B;C,D] = 255
(ﬁ)

(onde a razao cruzada é considerada em relagdo a estrutura de recta projectiva definida atras

na recta r que passa por A, B, C e D). Sejam (ai,a2) e (b1, b2) coordenadas de A e B em
A%(R), de modo que (ay,az,1) e (b1, ba, 1) sdo coordenadas homogéneas de A ¢ B. O ponto C
tem coordenadas em A%(R) da forma

(1 —X)(a1,a2) + A(b1,b2)
onde 75 = 175, € portanto admite coordenadas homogéneas
(1 = XN)(a1,a2,1) + A(by,bo,1).
Analogamente D admite coordenadas homogéneas da forma

(1 - ,U,)(G/l, GQ, 1) + M(b17 b27 1)

onde % = ﬁ Sendo u = (a1,a2,1) e v = (by,b2,1), a bijeccio » — P!(R) dada por
[au + bu] — [(a,b)] envia A em P = [(1,0)], Bem Q = [(0,1)], Cem R=[(1 — A\ A)] e D em
S = [(1 = p,p)]. Ora, temos

[A, B;C, D] = [P,@Q; R, S]
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e calculando a segunda razao cruzada usando directamente a Definicao 3.1.10, obtém-se

. CA1-p) (8B)
[A,B;C, D) = T = €

como pretendido.
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§3.3 Divisao harmoénica

O assunto que vamos expor agora ja podia ter sido exposto quando estudamos em detalhe a
recta projectiva real (é essencialmente unidimensional) mas ao expo-lo agora estamos mais em

condigoes de dar exemplos que o iluminem. Comecamos com um Lema simples.

Lema 3.3.1. Sejam P, QQ e R pontos distintos em £, onde £ estd munida de uma estrutura de

recta projectiva. Entao a correspondéncia ¢\ {P,Q, R} — R definida por
S [P,Q;R, 5]
é injectiva e a sua imagem é R\ {0, 1}.

Demonstragdo. Existe uma homografia que envia P, Q e R nos pontos de P!(R) de coordenadas
homogéneas (1,0), (0,1) e (1,1); como homografias preservam a razao dupla, podemos supor
sem perda de generalidade que £ = P'(R) e que P, Q e R sdo esses trés pontos. Para um ponto
S de coordenadas homogéneas (o, 3), podemos agora calcular

e

B
usando directamente a Definicao 3.1.10. O facto de S ser distinto de P, ) e R garante que

[P,Q; R, S|

a, B #0ea+# B, e sdo estas as Unicas restrigoes que temos sobre o e 5. Assim % pode tomar

todos os valores reais diferentes de 0 e 1; a injectividade é ébvia. O

Tendo isto provado, podemos introduzir o conceito central desta seccao, que aparece com

uma frequéncia curiosamente elevada em Geometria Projectiva.

Definicao 3.3.2. Um quarteto (P, Q, R, S) de pontos distintos num conjunto ¢ com uma estru-
tura de recta projectiva é um quarteto harmonico (diz-se também que os quatro pontos estao

em divisdo harmdnica) se

[P,Q,R,S] = -1

Observacao 3.3.3. Usando que [P,@Q;R,S] = m (o que decorre directamente da De-
finicao 3.1.10), vemos que o quarteto [P,Q;R,S] é harménico se e sé se [P,Q;S,R] o for.
Usando que [P, Q; R, S] = [R, S; P, Q] (o que também decorre directamente da Defini¢ao 3.1.10)

vemos que [P, Q; R, S] é harménico se e sé se [R, S; P, Q] o for.

Definicao 3.3.4. Sejam P, Q e R pontos distintos em ¢. Entao, pelo Lema 3.3.1, existe um
unico ponto S € ¢ tal que (P,Q,R,S) é harménico. Chamamos a esse ponto o conjugado
harménico de R em relagao ao par (P, Q).

Brevemente vamos ver uma maneira de construir geometricamente o conjugado harmonico
quando ¢ é uma recta em P?(R); na verdade, j& estamos esencialmente em condicoes de provar
que esse método funciona, mas hd um pequeno detalhe técnico que torna preferivel adid-lo para
a préxima seccao. Para ja vamos contentar-nos com alguns exemplos de quartetos harménicos,
em particular alguns que aparecem de forma bastante natural.

Exemplo 3.3.5 (Exemplos de quartetos harménicos).

(i) Em P}(R), o conjugado harménico do ponto de coordenadas homogéneas (1,1) em relacio
ao par de pontos de coordenadas homogéneas (1,0) e (0,1) é o ponto de coordenadas
homogéneas (1, —1); isto é directo a partir da prova do Lema 3.3.1.
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(i)

(iii)

Considerem-se trés pontos distintos A, B e M sobre uma recta r no plano afim A2(R)
tais que M é o ponto médio do segmento AB. Em P?(R), r é completada com um ponto
do infinito. O conjugado harménico de M em relagao ao par (A, B) é o ponto do infinito
de r. Para justificar isto, basta provar que para nenhum ponto finito N de r se tem
[A, B; M, N] = —1. Ora, se N fosse um tal ponto, teriamos, pelo Exemplo 3.2.8,

(AM)
MB) _ 4
(¥5)
NB
AM . . AN . /s . ..
o que, como fim = 1, implica 575 = —1. Mas isto ¢ impossivel pelo Coroldrio 1.4.5. Logo

o conjugado harménico de M é de facto o ponto do infinito com que completamos 7.

Considere-se, no plano Euclidiano (visto também como subconjunto do plano projectivo,
tendo em conta que R? e A?(R) sdo iguais como conjuntos), uma circunferéncia C e dois
pontos diametralmente opostos A, B € C. Seja P um ponto de AB, diferente do centro
de C, e seja P’ o inverso de P em relacao a C. Entao P’ é o conjugado harménico de P
em relagao ao par (4, B).

De facto, considere-se, para cada ponto, a sua distancia orientada ao centro O de C; se r
é o raio de C, podemos escolher a orientagdo de forma que a distancia de A a O seja —r

. A . . . A . . A . 7’ 2
e a distancia de B a O seja r. Se x for a distancia de P a O, a distancia de P’ a O é .

[A, B; P,P'] = (}32)/(?];)
- (2)/ ()

r+r x—r

Resulta que

r—x r+wx
= —1.
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§3.4 Homografias e os Teoremas de Desargues e Pappus

Estamos quase prontos para ver finalmente alguma Geometria a acontecer. Para isso precisa-
mos de introduzir as homografias do plano projectivo, que generalizam as transformacoes afins
de A%(R). De facto, vamos ver que as transformacoes afins de A%(R) sdo essencialmente as
homografias de P?(R) que enviam pontos do infinito em pontos do infinito e pontos finitos em
pontos finitos; o que faz sentido pois, enquanto sé tinhamos a parte afim, ndo tinhamos pontos
do infinito em que pudéssemos enviar os pontos finitos.

A ideia para definir estas transformacoes de P?(R) é andloga & construcao das homografias de
PY(R); P?(R) apareceu como quociente do espaco vectorial R?, e nesse espaco temos uma classe
de transformacoes ja conhecidas, que sao as aplicagoes lineares, que se passarem ao quociente
nos dao transformacdes de P?(R).

Proposicao/Definicao 3.4.1. Seja M uma matriz invertivel 3 x 3, e seja Ty a aplicagao
linear de R? em R? cuja matriz em relacdo & base canénica é M. Entdo a aplicacio
ha : P2(R) — P2(R) dada por

har([v]) = [Tar(v)] para todo o v € R3\ {(0,0,0)}

estd bem definida. Uma aplicagao P?(R) — P?(R) da forma hy; diz-se uma transformagdo
projectiva ou uma homografia de P?(R).

Observagao 3.4.2. Resulta da definicdo que a composta de duas homografias é uma homo-
grafia, e que a inversa de uma homografia é também uma homografia, sendo a inversa de hy; a
homografia hj;-1.

Demonstragao. Para provar que hjs estd bem definida, precisamos de nos assegurar de que:

e Sev e R?\{(0,0,0)}, entdo Ths(v) € R3\ {(0,0,0)}: é imediato pois, sendo T injectiva,
tem-se ker Ty = {(0,0,0)}, e portanto Ths(v) # (0,0,0) para v # (0,0,0).

e Se [v] = [w], entdo [Tas(v)] = [Tam(w)]: a condigao [v] = [w] diz-nos que w = Av para
) = AT (v), pelo que [Tar(v)] = [Tar(w)].

E estd provado. O

algum escalar A, e portanto Tps(w

Precisamos, antes de passar as aplicacoes, de ver algumas propriedades das homografias de
P2(R), muitas das quais sdo andlogas as propriedades que vimos das homografias de P!(R). A
propriedade que nos vai ser mais importante é a proxima, que afirma essencialmente que uma

homografia de P?(R) é determinada pelas imagens de quatro pontos em posicio geral.

Lema 3.4.3. Sejam A, B,C, D € P2(R) quatro pontos tais que entre eles ndo hd trés colineares,
e sejam E, F,G, H € P2(R) outros quatro pontos tais que entre eles ndo hd trés colineares. Entdo
existe uma vnica homografia h de P?(R) tal que

h(A)=E, h(B)=F, h(C)=Geh(D)=H.
Em particular, uma homgrafia de P2(R) que fize quatro pontos distintos € a identidade.

Para a prova, precisamos de um preparativo (que é na verdade um caso particular):
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Proposicdo 3.4.4. Seja h uma homografia de P*(R) que fiza os pontos de coordenadas ho-
mogéneas (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (1,1,1). Entdo h € a identidade.

Demonstragao. Seja M uma matriz 3 X 3 tal que h = hjps. Entao, como hyy fixa [(1,0,0)], temos
[Ta(1,0,0)] = [(1,0,0)], ou seja, Tas(1,0,0) = (a,0,0) para algum a € R. Analogamente, como
har fixa [(0,1,0)], temos Tps(0,1,0) = (0,b,0) para algum b € R, e como hys fixa [(0,0,1)],
temos Th7(0,0,1) = (0,0, ¢) para algum ¢ € R. Isto diz-nos que a matriz M é

M =

o O 2
o o O

0
0
&

Logo Tys(1,1,1) = (a,b,c). Mas como [(1,1,1)] é fixo por h, Tps(1,1,1) é da forma A\(1,1,1) =
(A, A\, A\) para algum A € R. Portanto a = b = ¢. Mas entdo M = aldsxs, e portanto hs([v]) =
[Ty (v)] = [av] = [v] para todo o v € R3\ {(0,0,0)}. Logo h = hys é a identidade. O

Passemos a prova do Lema 3.4.3.

Demonstracao. Comegamos por provar um caso particular: dados quaisquer pontos 4, B,C, D €
P2(R), trés a trés nao colineares, existe uma homografia h de P?(R) tal que h([(1,0,0)]) = A,
h([(0,1,0)]) = B, h([(0,0,1)]) = C e h([(1,1,1)]) = D. Sejam A = [u], B=[v], C = [w] e D =
[z]. A condigdo de A, B e C nao serem colineares diz-nos que u, v e w sao linearmente indepen-
dentes, e portanto formam uma base de R3. Logo existem reais a, b e ¢ tais que au+bv+cw = z.
Nenhum dos escalares a,b,c é 0; se, por exemplo, se tivesse a = 0, obteriamos bv + cw = z,
0 que é impossivel porque, como B, C' e D nao sao colineares, v, w e z sao linearmente in-
dependentes. Consideramos a (Unica) matriz M tal que Th/(1,0,0) = au, Tps(0,1,0) = bv e
Ty (0,0,1) = cw. Entao é imediato que hp([(1,0,0)]) = [u] = A, hp([(0,1,0)]) = [v] = B e
har([(0,0,1)]) = [w] = C. Além disso,

Ta(1,1,1) = Tar(1,0,0) + Tar(0,1,0) + Ths(0,0,1) = au + bv + cw = =

pelo que Ay([(1,1,1)]) = D,
Passamos & prova do caso geral do Lema 3.4.3.

e Existéncia: Consideramos uma homografia i tal que i([(1,0,0)]) = A, i([(0,1,0)]) = B,
i([(0,0,1)]) = C e i([(1,1,1)]) = D, e uma homografia j tal que j([(1,0,0)]) = E,
J([(0,1,0)]) = F, j([(0,0,1)]) = G e 5([(1,1,1)]) = H. Entao a homografia

h=joi!

envia Aem E, Bem F,C em G e D em H, como pretendido.

e Unicidade: Suponha-se que h e h’' sao duas homografias que enviam A em E, B em F, C
em G e D em H. Consideremos ¢ e j definidas como atras, e sejam

l=jtohoiel =j 1ol oi.

Entao [ e I’ sao ambas homografias que fixam os pontos de coordenadas homogéneas
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (1,1, 1), pelo que, pela Proposigao 3.4.4, se tem [ = I’. Portanto

1

joloi~t=jol'0oi™! ouseja, h =H.

O Lema esta provado. O
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Considere-se agora uma recta r em P2(R), cuja equacido em coordenadas homogéneas pode

(a b e

com a,b,c nao todos nulos. Qual é a imagem de r pela homografia de P?(R) induzida pela

ser escrita na forma

=0

IS IS

matriz invertivel M7 A equacg&o anterior reescreve-se como

x
(a b c)MflM y| =0
z
x’ T
e, sendo |y | = M |y], temos que (2/,9/,2') sdo coordenadas homogéneas da imagem
2 z

por hys do ponto de coordenadas homogéneas (z,y,z). Vemos, portanto, que hys(r) é uma
recta (sendo os coeficientes de uma sua equacao homogénea os a',, ¢ tais que (a’ Vo ) =
(a b c) M.

Tanto na recta r como na sua imagem 7’ por h temos uma estrutura de recta projectiva, e
portanto uma nocao de razao dupla. Sejam A = [u] e B = [v] pontos distintos em 7, de tal
maneira que a estrutura de recta projectiva em r é induzida pela bijeccio f : » — P*(R) dada por
[au+bv] — [(a,b)]. A estrutura de recta projectiva em 7’ é induzida pela bijeccio g : v’ — P}(R)
dada por [aTa(u)+bTh (v)] — [(a,b)]. Mas hys envia [au+bv] em [aTh(u)+bTas(v)], e portanto
a composta

gohylro f1: PHR) — PY(R)

¢é a identidade. Pela Defini¢ao 3.1.15, obtemos que
hatly ir — 1!
é uma homografia. Conclui-se o seguinte:
Lema 3.4.5. As homografias de P*(R) enviam rectas em rectas, preservando a razdo dupla.

Considere-se agora uma transformacao afim bijectiva de A%(R), dada por
(x,y) = (ax + by + ¢, dx + ey + f).

Uma tal transformagao é essencialmente uma homografia (o “essencialmente” é necessario por-
que formalmente f ainda nao estd definida nos pontos do infinito). Um ponto de coordenadas
z Y

homogéneas (z,y,2), com z # 0, é o ponto finito (;, ;), e portanto é enviado no ponto de

coordenadas homogéneas
(af +b 4 e dt el +f,1)
z z z z

que também admite coordenadas homogéneas (ax + by + cz,dx + ey + fz, z). Portanto f nao é
mais do que hys (restrita a A%(R)), onde

O

M =

o a o
o o o
—
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Mas isto nao é mais do que a matriz M definida na Proposicao 1.7.2! Est4 assim explicado por-
que é que as matrizes dessa forma representam tao bem transformacoes afins; sao simplesmente
matrizes das transformagoes afins vistas como homografias!

De facto, podemos dar uma caracterizagao das transformacoes afins enquanto homografias da
seguinte forma:

Proposicao 3.4.6. As homografias de P*(R) que estendem transformacoes afins de A%(R) (ou
seja, as homografias induzidas por matrizes da forma

o a o

o o o

—
N—

sao precisamente as homografias que enviam a recta do infinito na recta do infinito.

Demonstracao. Se h é a homografia induzida pela matriz

a b c
d e f
0 0 1

entao h envia o ponto de coordenadas homogéneas (z, y, 0) no ponto de coordenadas homogéneas
(ax + by, dx + ey, 0), que também esta na recta do infinito. Reciprocamente, considere-se uma
homografia induzida pela matriz

a b c
d e f
g h 1

que supomos deixar a recta do infinito invariante. Esta homografia envia o ponto de coordenadas
homogéneas (z,y, 0) no ponto de coordenadas homogéneas (ax+by, dz+ey, gr+hy), e queremos
portanto que gx + hy seja sempre igual a 0 desde que z e y nao sejam ambos nulos. Isto implica

g = h = 0; para que a matriz que induz a homografia seja invertivel, devemos entao ter ¢ # 0.

A matriz
a b ¢
7 7 7
d e [
K3 K3 K3
0 0 1
induz a mesma homografia, e o resultado estd provado. O

Vamos finalmente utilizar as ferramentas que introduzimos para obter resultados geométricos.
Os enunciados desses resultados sao formulados sobre o plano projectivo. No entando, eles nao
devem ser vistos como resultados altamente abstractos por esse motivo; excepto nos casos em
que algum dos pontos envolvidos é um ponto do infinito (o que nao acontece “quase nunca”),
os resultados fazem todo o sentido no plano afim.
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Os Teoremas de Desargues e Pappus

Comegamos pelo Teorema de Desargues. Ja vimos uma versao afim embrionaria deste Teorema
(Teorema 1.8.6) e agora vamos provar uma versao mais forte e interessante.

Teorema 3.4.7 (Teorema de Desargues). Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano projectivo
real. Sejam D o ponto de interseccao de BC e B'C’, E o ponto de interseccao de AC e A/C" e
F o ponto de intersec¢io de AB e A'B’ (supomos que estas rectas sao todas diferentes). Se D,
E e F estao sobre uma mesma recta, entio as rectas AA’, BB' e CC' sdo concorrentes num

ponto.

Demonstragao. Considerem-se dois pontos distintos D* e E* na recta do infinito, e seja h uma
homografia que envia D em D* e F em E*. Uma tal homografia existe pelo Lema 3.4.3, que nos
garante que podemos escolher as imagens de até 4 pontos em posicao geral. Para cada ponto
X denotamos por X* a sua imagem por h.

O ponto F' é colinear com D e E e como tal F** pertence a recta do infinito. Os pontos A, B,
C, A, B’ e C’' nao estao na recta que passa por D, E e I e portanto sao enviados em pontos em
A%(R). As rectas B*C* e B™*C" intersectam-se no ponto D*, que pertence & recta do infinito,
e como tal essas duas rectas sdo paralelas no plano afim. Analogamente, A*C* é paralela a
A™*C"™ e A*B* é paralela a A B'*. Portanto, pelo Teorema de Desargues afim (Teorema 1.8.6),
as rectas A*A’™*, B*B"™* e C*C"* sao concorrentes num ponto ou paralelas, o que significa que,
no plano projectivo, sdo concorrentes num ponto. A pré-imagem desse ponto por h pertence as
rectas AA", BB' e CC". O]

Passemos a outro dos Teoremas classicos da Geometria Projectiva, o Teorema de Pappus. A
ideia da prova serd exactamente a mesma; usamos uma homografia para reduzir o resultado a

um resultado afim cuja prova ja conhecemos.
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Teorema 3.4.8 (Teorema de Pappus). No plano projectivo real, sejam € e ¢ duas rectas e
A,B,C el e A, B ,C" €/l seis pontos distintos. Sejam X o ponto de intersec¢ao das rectas
BC' e B'C, Y o ponto de interseccio das rectas AC" e A'C' e Z o ponto de interseccao de AB’
e A'B. Entio X,Y e Z estdao sobre wma mesma recta.

Cl

Demonstragao. Consideramos uma homografia h que envia Y e Z em pontos do infinito Y* e
Z*. Novamente designando a imagem de qualquer ponto P por P*, os pontos A*, B*, C*, A™,
B e C"* sdo pontos em A%(R), nas rectas h(f) e h(¢'), tais que as rectas A*B"™* e A”*B* sdo
paralelas (pois intersectam-se no ponto Z* na recta do infinito) e as rectas A*C* e A*C"* sdo
paralelas (pois intersectam-se no ponto Y* na recta do infinito). Logo, pelo Teorema de Pappus
afim (Teorema 1.8.7), as rectas B*C™* e B"*C* sao paralelas, e o seu ponto de intersecgdo Z*
estd na recta do infinito. Portanto X*, Y* e Z* estdo sobre uma mesma recta (a recta do
infinito), pelo que também as suas imagens por h~! estdo, e isto demonstra o resultado. O

A estrutura de recta projectiva num feixe de rectas

Como proxima aplicacdo das ferramentas que possuimos, vamos mostrar que, dado qualquer
ponto P no plano projectivo, o conjunto das rectas que passam por P é ele préprio, essencial-
mente, uma cépia de P(R), no sentido de que admite uma estrutura natural de recta projectiva.
O passo fundamental na construcao dessa estrutura de recta projectiva é o Lema que se segue,
e é na prova dele que usaremos os nossos conhecimentos sobre homografias de P?(R).

Lema 3.4.9 (Projeccoes preservam razao dupla). Sejam £ e ¢ rectas no plano projectivo e seja
P um ponto exterior a ambas. Sejam A, B, C e D quatro pontos distintos em £, e sejam A’,
B', C" e D' as interseccoes de PA, PB, PC e PD, respectivamente, com {'. Entdo

[A,B;C,D] =[A",B’;C'",D'].

Observagao 3.4.10. O que este Lema nos diz é que a projecgao de £ em ¢ com centro em P

preserva a razao dupla, e é portanto uma homografia entre £ e /. A maneira como motivdmos
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as Transformacoes de Mdobius ja é essencialmente uma prova disto, mas vamos dar agora uma
prova cuidada.

Demonstragao. Usando uma homografia que envia P e outro ponto exterior as rectas AA’,
BB’, CC" e DD’ em pontos do infinito, reduzimos ao caso em que P é um ponto do infinito
e A,A',B,B'",C,C'",D,D" estao em A%(R). Nesse caso as rectas AA’, BB', CC' e DD’ sao
paralelas (uma vez que no plano projectivo se intersectam no infinito), e queremos provar que

el / / . el / /
é—g é—g = % %. Vamos provar algo mais forte: temos é—g = % e é—g = %.

Basta provar a primeira igualdade; a segunda é andloga. Considere-se a recta paralela a ¢/
que passa por C, e sejam A* e B* as interseccoes dessa recta com AA’ e BB’, respectivamente.

Pelo Teorema de Tales (Teorema 1.4.6) tem-se % = é;(j:.

Por outro lado, A’C" é paralela a A*C' e A’ A* é paralela a C'C, logo pela Proposi¢ao/Defin¢ao

1.9.2 tem-se A*(z = A'C’. Analogamente, B*(% = B'C’. Portanto é;c* = %. Juntando tudo,
AC _ AT

obtemos &5 = &g, € 0 Lema estd provado. O

Observagao 3.4.11 (Estrutura de recta projectiva num feixe de rectas). Uma consequéncia
deste Lema é que, dado um ponto P em P?(R), podemos definir uma estrutura natural de
recta projectiva no conjunto das rectas que passam por P, do seguinte modo: comecamos por
escolher uma recta £ que nao passe por P. De modo a obter uma correspondéncia entre o
conjunto das rectas que passam por P e P!(R), fazemos corresponder a cada recta r por P o
ponto X de interseccdo de r com £, e depois associamos a X um ponto em P!(R) através de
uma das bijeccoes £ — P'(R) que induzem em £ a sua estrutura natural de recta projectiva.
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Para termos uma estrutura realmente natural, devemos verificar que esta estrutura de recta
projectiva nao depende da recta ¢ considerada. Pela Proposicao 3.1.14, basta verificar que, se
utilizarmos outra recta ¢, obtemos a mesma razao dupla de quaisquer quatro rectas distintas
passando por P. Mas acabamos de mostrar que a razao dupla das intersecgoes de quatro rectas
por P com / é igual & razao dupla das interseccoes das mesmas quatro rectas com ¢, o que
implica que a nocao de razao dupla obtida, e portanto a estrutura de recta projectiva, nao
depende da recta ¢ considerada.

Obtemos assim uma nocao de razao dupla [a,b;c,d] de quaisquer quatro rectas distintas
concorrentes em P, como sendo igual a razao dupla das suas interseccbes com uma recta ¢
qualquer que nao passe por P.

Construcao do conjugado harménico

A préxima aplicacao que vamos ver é um resultado que nos permite determinar geometricamente
o conjugado harménico de um ponto em relagao a um par de pontos.

Lema 3.4.12 (Quartetos harménicos num quadrangulo completo). Sejam A, B, C' e D quatro
pontos no plano projectivo tais que nao ha trés colineares. Sejam I = ABNCD, J=ACNBD
e K =ADnN BC. Entao

[AB,CD;IK,1J] = —1.

Demonstragdo. Sejam R = IK NAC e S = IK N BD. A razao dupla que pretendemos cal-
cular é igual a [A,C; R, J]. Uma projeccao por K da recta AC para a recta BD envia o
quarteto (A,C, R, J) no quarteto (D, B, S, J), logo [A,C; R, J] = [D, B; S, J]. Por outro lado,
uma projecgao por I da recta BD para a recta AC envia o quarteto [D, B, S, .J] no quarteto
[C, A; R, J], portanto [D, B; S, J| = [C, A; R, J]. Por transitividade [4,C; R, J] = [C, A; R; J].
Mas como em geral se tem [P, Q; R, S| = m (é imediato a partir da Defini¢ao 3.1.10) temos
[A,C; R, J] = [14%071;37«]]’ pelo que [A, C; R, J| = 1. Como a razao cruzada de quatro pontos dis-
tintos nunca é igual a 1 (Lema 3.3.1) conclui-se que [A,C; R, J]| = —1e [AB,CD;IK,1J] = —1.
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Falta apenas um pormenor: nao é inteiramente ébvio que as rectas IJ e I K sao realmente
distintas (e portanto que os pontos R e J sao distintos). Para o justificar, note-se que podemos
enviar os pontos A, B, C e D nos pontos de coordenadas homogéneas (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e
(1,1,1) através de uma homografia, pelo que basta verificar o caso em que A, B, C' e D sao esses
quatro pontos. Nesse caso é um exercicio simples verificar que I, J e K admitem coordenadas
homogéneas (1,1,0), (1,0,1) e (0,1, 1), respectivamente. Como

0 1 1
det |1 0 1| =2#0
1 10

conclui-se que I, J e K nao sio colineareq!} O

Observagao 3.4.13. Isto dda-nos um método para construir o conjugado harménico de R em
relagdo ao par (A4, C) para quaisquer pontos distintos colineares A, C' e R. Marca-se um ponto
I fora da recta que passa por A, C' e R, e um ponto K # I, R na recta I R. Intersecta-se AK
com IC em D e CK com [A em B. A interseccao de BD com AC é o conjugado harménico
de R.

Para concluir esta seccao, vamos ver um exemplo de um resultado geométrico elementar que
pode ser provado de (pelo menos) duas maneiras diferentes usando as técnicas que desenvolve-
mos P

Exemplo 3.4.14. Sejam A, B, C e D quatro pontos no plano projectivo tais que nao hé trés
colineares. Sejam £ = ACNBD, F=ABNCD e G=ADNBC. Seja L = AC N FG e seja
I =ADNEF. Entao as rectas AB, LD e C1I sao concorrentes.

H
- A B

Prova usando quartetos harmonicos. Seja H = CINAB. Pelo Lema 3.4.12 aplicado aos quatro
pontos F, C, A e I, temos
[FC,AI; DH,DE] = —1.

Intersectando estas quatro rectas com AB, vem que [F, A; H, B] = —1. Logo H é o conjugado
harménico de B em relagao ao par (A, F).

Tsto depende fundamentalmente de estarmos a trabalhar sobre o corpo R, que tem caracteristica diferente de
2.
2Este exemplo foi sugerido pelo Kevin Pucci.
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Seja agora H' = DL N AB. Pelo Lema 3.4.12 aplicado aos quatro pontos F, L, A e D, temos
[FL,AD;GH' ,GC] = —1.

Intersectando estas quatro rectas com AB, vem que [F, A; H', B = —1. Logo H' é o conjugado
harménico de B em relagao ao par (4, F).
Logo H = H' e as rectas AB, CI e LD concorrem em H. O

Prova usando uma homografia. Utilizando uma homografia que envia A, B, C' e D nos vértices
de um quadrado em R? C P?(R), vemos que basta provar o resultado no caso em que A, B, C

e D sao os vértices de um tal quadrado.
H A B

Temos entao:
e F é o ponto de interseccao das diagonais AC e BD;
e F'¢é o ponto do infinito nas rectas paralelas AB e CD;
e (G é o ponto do infinito nas rectas paralelas AD e BC,

e [ é o ponto de interseccao da recta AC com a recta F'G, mas esta tltima é a recta do
infinito, logo L é o ponto do infinito na recta AC

I é o ponto de interseccdo das rectas AD e EF'; esta 1iltima é a recta que passa por E e
tem o mesmo ponto do infinito que AB e C'D, ou seja, é a recta por F paralela a AB e
CD, e portanto I é o ponto médio do segmento AD.

Seja H = CINAB. Como I é o ponto médio do segmento AD e CD é paralela a HA, pelo
Teorema de Tales vem que I é o ponto médio do segmento C'H. Logo uma simetria central de
centro [ envia D em A e C em H. Portanto fﬁl = D?, e DH é paralela a AC.

Mas a recta LD é precisamente a recta que passa por D e é paralela a AC, que, pelo que
vimos, contém H. Assim, AB, CI e LD concorrem em H. O
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§3.5 Homografias entre rectas em P*(R)

J4 vimos (Lema 3.4.9 e Observacao 3.4.10) que, dadas duas rectas £ e £/ em P?(R), a projeccao
de ¢ em ¢ por um ponto exterior é uma homografia entre £ e ¢. No entanto, nem todas as
homografias entre £ e ¢ sdo projeccoes. Mais precisamente, temos o seguinte:

Proposigao 3.5.1. Sejam ¢ e ' duas rectas distintas em P?(R), e seja h : £ — {' wma homo-
grafia. Entao h é uma projecgdo se e sé se o ponto de intersecgio £ N {' € fixo por h.

Demonstracdao. Seja O = N1, E evidente que uma projeccao de £ em ¢’ por um ponto exterior
¢ envia O em O. Basta assim provar que, se a homografia h : £ — ¢ fixa O, entao é uma
projeccao.

Suponha-se que h fixa O. Sejam A e B dois pontos distintos de ¢, diferentes de O, e sejam
A" =h(A) e B'=h(B). Seja P=AA' N BB'.
P

B/

Seja 7 a projeccao de £ em ¢ de centro em P. Entao 7 envia O em O, Aem A’ e Bem B’. Ou
seja, m coincide com h nos pontos O, A e B. Como uma homografia entre £ e ¢/ é determinada
pelas imagens de trés pontos distintos, conclui-se que w = h, e portanto h é uma projeccao. [

As homografias entre £ e £/ que nao sao projeccoes sao mais estranhas de descrever geometri-
camente. No entanto, também posuem propriedades geométricas interessantes, como é o caso

da seguinte:

Proposicao/Definicao 3.5.2 (Eixo de uma homografia). Sejam ¢ e ¢’ duas rectas distintas
em P?(R), e seja h : £ — ¢ uma homografia. Para cada ponto X indicamos a sua imagem por
h por X’. Entao existe uma recta r tal que, para quaisquer dois pontos distintos A, B € £, o
ponto de interseccao AB’ N A’B pertence a r. Essa recta diz-se o eizo da homografia h.

l
A B

r
AI/\BI 6’

Demonstracio. Seja O = £N ¢, e sejam S = h™1(0) e T = h(O). Considerem-se quaisquer
pontos distintos P,Q,R € ¢\ {O,S}, e as respectivas imagens P',Q', R’ € ¢'. Sejam X =
PQ'NP'QeY =PR NP'R, esejar arecta XY.

Considerem-se as projeccoes wpr : £ — r a partir de P’ e mp : r — £ a partir de P. Considere-
se a composta

f=mpomp:.



3 Geometria Projectiva 103

Uma verificagao directa mostra que f envia P, Q e Rem P’, Q' e R', respectivamente. Portanto
f =h (uma vez que f é uma homografia que coincide com h em trés pontos distintos).

Observe-se agora que a interseccao ¢ N r é fixa pela projeccao wp: e é enviada em O pela
projeccao mp. Logo a composta mp o wps envia £ N7 em O, ou seja h envia £Nr em O. Conclui-
se que £Nr = 5. Por outro lado, a projec¢ao mps envia O em £/ Nr e a projecgao mp fixa £/ Nr,
logo a composta h envia O em ¢ Nr. Conclui-se que ¢ N7 = T. Em particular, os pontos S e
T pertencem a r.

Agora temos dois casos:

e Se h nao fixa O, entao os pontos O, S e T sao distintos e o argumento anterior mostra
que S e T pertencem a r, logo r é a recta ST. Conclui-se que r nao depende dos pontos
P, Q e R escolhidos, e que para quaisquer pontos P,Q € ¢\ {O, S} as rectas PQ’ e P'Q
intersectam-se sobre a recta ST. Além disso, se um dos pontos P e @) for O, entao esse
ponto de intersecgao é T', e se um dos pontos P e @) for S, entao essa intersecgao é S, logo
nesses casos as rectas PQ’ e P'QQ também se intersectam sobre ST. Conclui-se que ST é
o eixo de h.

e Se h fixa O, entdo O = S = T. Vamos ver que a recta que passa por O e pelo ponto
AB' N A’B nao depende da escolha de A, B € £. O argumento anterior mostra que O, X
e Y sao colineares, o que nos diz que a recta que passa por O e pelo ponto PQ' N P'Q
¢ a mesma recta que passa por O e PR' N P'R. Analogamente, escolhido um quarto
ponto W € /£, a recta que passa por O e PR' N P'R é a mesma recta que passa por O
e RW’' N R'W. Portanto a recta que passa por O e PQ' N P'Q é, por transitividade, a
mesma recta que passa por O e RW'NR'W. Como os pontos P, Q, R e W sao arbitrarios,
conclui-se que a recta que passa por O e pelo ponto AB’ N A’B nao depende da escolha

de A, B € £, pelo que essa recta comum ¢ o eixo de h.

O]

Observagao 3.5.3. Este resultado fornece-nos uma prova alternativa do Teorema de Pappus.
De facto, se A, B,C € L e A, B',C" € ¢’ sao seis pontos distintos, existe uma (tinica) homografia
entre £ e ¢’ que envia Aem A’, Bem B’ e C em C’, e os pontos BC'NB'C, AC'NA'C e AB'NA'B
pertencem ao eixo dessa homografia, sendo portanto colineares.
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63.6 Polaridade em relacao a uma circunferéncia

Nas seccoes anteriores vimos como as técnicas da Geometria Projectiva podem ser utilizadas
para provar resultados geométricos. No entanto, todos os resultados geométricos que provamos
usando essas técnicas envolviam apenas rectas. Poder-se-ia pensar que, preservando as homo-
grafias pouco mais do que rectas, esse seria o limite da sua aplicabilidade. Mas nesta secgao

truir, dad ircunferéncia C R? familia de h fias d
vamos ver como construir, dada uma circunferéncia C em R*, uma familia de homografias de
P2(R) que deixam C invariante, estendendo assim o poder das homografias para provar alguns
resultados envolvendo circunferéncias. Pelo caminho, vamos ver ligacoes interessantes entre o

material deste capitulo e o material do capitulo anterior.

O conceito chave é o seguinte:

Definigao 3.6.1. Seja C uma circunferéncia de centro O no plano Euclidiano (visto como
subconjunto do plano projectivo) e seja P # O um ponto em R2. A polar de P em relacio
a C é a recta que passa pelo inverso P’ de P e é perpendicular a OP.

Observagao 3.6.2. Se P é um ponto interior do circulo delimitado por C, a polar de P em
relacao a C é disjunta de C; se P esta no exterior desse circulo, a polar de P é secante a C; e se
P € C, entao a polar de P é a recta tangente a C em P.

A ligagao entre o conceito de polar e a Geometria Projectiva faz-se essencialmente através do
seguinte Lema.

Lema 3.6.3. Sejam C uma circunferéncia em R? e A e B pontos ndo pertencentes a C e
diferentes do centro de C. Suponha-se que a recta AB intersecta C nos pontos P e Q. Entao as
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) B pertence a polar de A em relagao a C;

(ii) [P,Q;A,B] = —1. (Ou seja, A e B sao conjugados harmdnicos em relagao ao par (P, Q),

ou equivalentemente P e @QQ sdo conjugados harmdnicos em rela¢ao ao par (A, B).)
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Demonstragao. Vamos provar as duas implicagoes em separado.

e (i)=(ii): Seja O o centro de C, e seja A’ o inverso de A em relagao a C.
Se B ¢ o ponto do infinito na polar de A, entao PQ é paralela a essa polar (pois nesse caso
PQ@ intersecta a polar de A num ponto do infinito). Assim, PQ é perpendicular a OA.
Isso implica que A é o ponto médio do segmento PQ), pois, pelo Teorema de Pitagoras nos
triangulos rectangulos OAP e OAQ, tem-se

AP2 = |OPP — |0A]? = |0Q[* — [OA = |AQ[™.

Portanto, pelo Exemplo 3.3.5(ii), o conjugado harménico de A em relagao ao par (P, Q) é
o ponto do infinito na recta P(Q), que é B, e obtém-se o pretendido.

Suponha-se agora que B pertence a R?. Seja D a circunferéncia de didametro AB. Como
as rectas AA’ e A'B sao perpendiculares, A’ € D. Mas entao A e A’ sao pontos em D
inversos um do outro em relacao a C, o que implica pela Proposicao 2.4.16 que C 1L D.
A mesma Proposigao 2.4.16 implica entao que C é invariante por inversao em D. Assim,
como a recta que une os pontos P, € C passa pelo centro de D (uma vez que este é
o ponto médio do segmento AB), os pontos P e () s@o inversos em relacao a D. Pelo
Exemplo 3.3.5(iii) P e @ sao conjugados harmonicos em rela¢ao ao par (A, B), provando
o pretendido.

e (ii)=-(i): Suponha-se que [P,Q; A, B] = —1, e seja B* a intersecgao da recta PQ com a
polar de A. Pela implicacao ja demonstrada B* é o conjugado harménico de A em relacao
ao segmento (P, Q). Pela unicidade do conjugado harménico tem-se B* = B, e portanto
B pertence a polar de A.

O]

Observagao 3.6.4. Este resultado déd-nos um método para construir a polar de um ponto em
relacdo a uma circunferéncia utilizando apenas uma régua nao graduada. Seja I um ponto do

qual queremos determinar a polar em relagao a circunferéncia C. Tomam-se duas rectas por I,
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uma intersectando C em A e B e outra intersectando C em C e D. Intersectam-se as rectas AC
e BD em J e as rectas AD e BC em K. Entao a recta JK é a polar de 1.
Para justificar isto, observe-se que, pelo Lema 3.4.12, temos

[AD,BC; KI,KJ] = —1.

SeT=JKNABeS=JKNCD, entao estas quatro rectas cortam AB nos pontos A, B,I,T
e cortam CD nos pontos D,C,I,S. Portanto os quartetos (A,B,I,T) e (C,D,I,S) sao
harménicos. Como T é o conjugado harménico de I em relagdo ao par (A, B), conclui-se
do Lema 3.6.3 que T pertence & polar de I. Analogamente, S pertence & polar de I. Logo a
polar de I é a recta ST, ou seja, a recta JK.

K

Utilizando este método, se adicionalmente conhecermos o centro O de C, podemos determinar
usando apenas régua nao graduada o inverso de [; basta intersectar OI com a polar de I, que
acabamos de ver que conseguimos construir.

No entanto, nao é possivel determinar usando apenas régua nao graduada o centro O de C.
Essa impossibilidade baseia-se no seguinte:

Dado qualquer ponto @ no interior do circulo delimitado por C, existe uma homografia de
P2(R) que deixa C invariante e envia O em Q.

A nossa proxima tarefa serd construir homografias com essa propriedade.

Perspectivas

Definigdo 3.6.5. Sejam C' um ponto e 7 uma recta em P?(R) que ndo passa por C. Uma
homografia h de P?(R) diz-se uma perspectiva de centro C e eivo r se h ndo é a identidade mas
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fixa C' e todos os pontos da recta r.

Curiosamente, podemos descrever de maneira elegante todas as perspectivas de centro C' e
eixo r. O préximo Lema dé-nos essencialmente uma das direcgoes dessa descrigao.

Lema 3.6.6. Seja h uma perspectiva de centro C' e eizo r. Dado um ponto P € P?(R) diferente
de C e exterior a r, a sua imagem P’ pertence a recta CP, e além disso, sendo Q = CPNr, a

razao dupla
[C,Q; P, P']

nao depende de P.

Demonstragcao. Como @ € r, @ é fixo por h. Considere-se a recta que contém C e @); a sua
imagem por h contém as imagens de C' e @, que sao C' e @), logo a imagem de CQ é a prépria
CQ. Como P € CQ, a imagem P’ também estd em CQ, ou seja, estd em CP.

Vamos agora provar que a razao dupla [C,Q; P, P'] ndao depende de P. Consideramos um
segundo ponto R, diferente de C' e exterior a r, e seja S a interseccdo de CR com r. Ja sabemos
que a imagem R’ pertence & recta C'S, e queremos provar que

[C,Q; P,P'| =[C,S;R,R.

Pl

R/

Seja O = PRNr. Como O € r, O é fixo por h. Portanto a imagem da recta PR por h tem que
conter O. Ou seja, P/, R’ e O sao colineares. Portanto uma projec¢ao por O envia o quarteto

(C,Q,P,P") em (C,S, R, R'), implicando a igualdade de razoes duplas pretendidaﬂ O

O Lema anterior diz-nos que qualquer perspectiva de centro C' e eixo r é obtida do seguinte
modo: envia-se C' e todos os pontos de r em si proprios; fixa-se um numero real @ # 0,1 e,
para cada ponto P # C' exterior a r, envia-se P no tnico ponto P’ na recta C'P tal que, sendo
Q=CPnNr, se tem

[C,Q; P, P'| = a.

3Para sermos precisos, este argumento ndo funciona se P e R forem escolhidos na mesma recta por C, caso
em que a projec¢ao que finalizou a prova nao estd bem definida pois o centro da projecgao, O, pertence as
rectas entre as quais se estd a projectar. Mas nesse caso podemos tomar ainda um terceiro ponto 7', nao
colinear com P e C nem com R e C, e definir U = CT N R; sendo T’ a imagem de T, o argumento anterior
mostra que [C,Q; P, P'] = [C,U;T,T'] e [C,S; R, R'] = [C,U; T, T'], de onde a igualdade pretendida decorre
por transitividade
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No entanto, ainda nada nos garante que a aplicacao resultante deste processo é sempre uma
homografia (e portanto uma perspectiva). E isso que o préximo Lema afirma.

Lema 3.6.7. Seja a # 0,1 um real, e sejam C € P?(R) um ponto e r C P?(R) uma recta tais
que C ndo pertence a r. Seja h : P2(R) — P?(R) a aplica¢io que fira C e todos os pontos de v

e envia um ponto P # C exterior a r no ponto P’ tal que, sendo Q = CP Nr, se tem
[C,Q; P, P'| = a.
Entao h € uma homografia (e portanto uma perspectiva de centro C e eizo r).

Demonstracdo. Sejam A e B quaisquer dois pontos distintos em r. Seja X # C' um ponto
exterior a r e as rectas CA e CB, e seja X’ o ponto em CX tal que, sendo Y = CX Nr, se tem
[C,Y; X, X'] = a. Seja f a tnica homografia de P?(R) tal que

f(A) =4, f(B)=B, [f(C)=C, f(X):X/'

Como f fixa A e B, tem-se f(r) = r. Isso implica f(Y') € r. Por outro lado, a imagem da recta
CX por r é arecta CX’, que é também a recta CX. Como Y € CX, a imagem f(Y) pertence
aCX;logo f(Y)=CXnNr,ouseja f(Y)=Y.

Mas entdao f|, é uma homgrafia da recta r que fixa os trés pontos distintos A, B e Y, e
portanto é a identidade em r. Conclui-se que f fixa todos os pontos de r. Como f fixa C por
construcao, conclui-se que f é uma perspectiva de centro C' e eixo r.

Portanto, pelo Lema 3.6.6, para qualquer ponto P diferente de C' e exterior a r tem-se
f(P)eCPe,sendo Q@ =CPNr,

[C,Q; P, f(P)]=[C,Y; X, X'| = a = [C,Q; P,h(P)].

Segue que f = h, e resulta que h é uma homografia (e uma perspectiva de centro C' e eixo
T). O

Com isto, estamos prontos para apresentar um resultado que nos permite utilizar homografias
de P?(R) para provar resutlados geométricos envolvendo circunferéncias.

Lema 3.6.8. Seja C uma circunferéncia em R? de centro O, e seja Q um ponto no interior do
circulo delimitado por C. Entdo existe uma homografia de h de P?(R) tal que h(C) = C e além
disso h(O) = Q e h(Q) = O.
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Demonstragdo. A ideia é escolher um ponto C' na recta OQ), com polar ¢, no interior do circulo
delimitado por C e considerar a perspectiva h de centro C e eixo ¢ que envia cada ponto
A eP?(R)\ (cU{C}) no ponto A’ € CA tal que, sendo B = CANc, se tem

[C,B; A, Al = -1

ou seja, no conjugado harménico de A em relagao ao par (B, C).

De facto, sabemos pelo Lema 3.6.7 que, para qualquer escolha de C fora de C, existe uma
perspectiva com essa propriedade. Além disso, para qualquer ponto A € C, sendo B = CAnNcg,
sabemos pelo Lema 3.6.3 que, sendo A* a segunda interseccdo de C A com C, se tem

[C,B; A, A*] = —1

e portanto a imagem de A, A’, é igual a A* (ver figura anterior). Conclui-se que h envia pontos
de C em pontos de C, i.e., deixa C invariante.

Além disso, h envia @ no seu conjugado harménico em relagdo ao par (C,C"), sendo C' o
inverso de C, e envia O no seu conjugado harmdnico em relagao ao par (C,C’). Basta assim
provar que podemos escolher C' de modo que

[Oa Qa C’ Cl] = _17

o que implicard que h troque O e C.

Para isso, consideramos distancias orientadas a O na recta OQ); seja d a distancia orientada de
@ a O, que podemos supor que ¢é positiva. Sendo x a distancia orientada de C' a O, a distancia
orientada de C" a O serd %, sendo r o raio de C, e a razao dupla [O, Q; C, C'] escreve-se como

oc C'Q oz d-ZT
CQ OC'  d-z 12

xz

portanto queremos provar que existe x tal que a expressao anterior € igual a —1. A expressao
anterior ser igual a —1 equivale a ter-se

2

dx + dr— = 2r2 ou, multiplicando por z, a dz? — 2r?z + drr? = 0.
x

Obtivemos uma equacao quadratica cujo discriminante é
Art —4d?*r? = 4r?(r? —d*) > 0

uma vez que d < 7, jd que @ pertence ao interior do circulo delimitado por C. Portanto a
equagao anterior tem duas solugoes distintas. Além disso, pelas férmulas de Viete, o produto
dessas solugoes ¢ igual a % = 72, e portanto uma das solucdes, em valor absoluto, tem que ser
inferior a . Podemos assim escolher C na recta OQ e no interior do circulo delimitado por C
de tal maneira que [0, Q; C,C'] = —1, e o resultado estd demonstrado. O

Aplicacdo: o Lema da Borboleta

Vamos ver agora um exemplo de aplicacao destas perspectivas. Trata-se de um resultado

geométrico elementar, conhecido vulgarmente como o Lema da Borboleta.

Lema 3.6.9 (Lema da Borboleta). Sejam X e Y pontos numa circunferéncia C no plano
Euclidiano, e seja M o ponto médio do segmento XY . Sejam A, B, C e D pontos em C tais
que as rectas AC e BD se intersectam em M. Seja S o ponto de interseccdo de AB e XY e
seja T o ponto de interseccao de CD e XY . Entao M € o ponto médio do segmento ST .
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Demonstragao. Consideramos uma homografia h que deixa C invariante e envia M no centro
O da circunferéncia. Para cada ponto P denotamos a sua imagem por P’. Entao A'C' e B'D’
contém O, logo sao diametros de C e o quadrildtero A’B’C’D’ é um rectangulo.

A condicao de M ser o ponto médio de XY, bem como o facto de querermos provar que
M é o ponto médio de um segmento, pode parecer um obsticulo, uma vez que homografias
em geral nao preservam pontos médios. Mas neste caso isso nao vai ser um problema; sendo
N o ponto do infinito na recta XY, a condicao de M ser o ponto médio de XY diz-nos que
[X,Y; M,N] = —1, e portanto [X',Y’; M', N'] = —1, ou seja, [X',Y';0,N’] = —1. Mas O é o
ponto médio do segmento X'Y”, portanto N’ é o ponto do infinito na recta X'Y’. Queremos
provar que [S,T; M, N] = —1, que equivale a ter-se [S",7’; 0, N'] = —1, e como N’ é um ponto
do infinito, queremos provar que O é o ponto médio do segmento S'T".

Mas isto é simples; uma simetria central de centro O envia A’ em C’ e B’ em D', logo envia a
recta A’B’ na recta C'D’. A imagem de S’ por essa simetria central estd na recta S’O e também
estd em C'D’, uma vez que S’ estd em A'B’, logo essa imagem é T'. Portanto, O é o ponto
médio do segmento S’T’, e o resultado estd provado. O
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§3.7 O Teorema Fundamental da Geometria Projectiva

Na seccdo 1.9 vimos que todas as bijeccoes de A2(R) que preservam colinearidade de pontos
sao transformacoes afins, e em particular preservam razoes da forma é—g com A, B e C pontos
colineares. Neste capitulo vamos provar o resultado projectivo andlogo, cujo enunciado deve ser
facil de adivinhar neste momento: todas as bijeccoes de P2(R) que preservam colinearidade de
pontos sdo homografias. Em particular, se “permutarmos” os pontos de P?(R) enviando rectas
em rectas, temos que manter as razoes duplas de quartetos de pontos numa recta.

Um resultado mais geral do que este, que essencialmente responde & mesma questao (de quais
s@o as bijecgOes que preservam rectas) para os espagos projectivos mais gerais da forma P"(K),
com n > 2 um inteiro e K um corpo arbitrario, é conhecido como o Teorema Fundamental da
Geometria Projectiva. Como neste texto apenas definimos esses espacos para n = 2 e K = R,
aqui sé vamos provar o Teorema nesse caso particular; mas, em todo o caso, a abordagem ao
caso geral é semelhante. Por conveniéncia, chamamos também a este caso particular o Teorema

Fundamental da Geometria Projectiva.

Teorema 3.7.1 (Teorema Fundamental da Geometria Projectiva). Seja f : P?(R) —
IP‘Q(]R) uma aplicacao bijectiva que envia quaisquer trés pontos colineares em trés pontos
também colineares. Entdo f é uma homografia de P%(R).

Tendo em conta a prova longa e complicada do Teorema 1.9.1, a versdo afim deste resultado,
poder-se-ia pensar que nos aguarda um trabalho igualmente duro para demonstrar este. Mas, na
verdade, ao provar o Teorema 1.9.1 ja fizemos essencialmente o trabalho todo. A ideia da prova
do Teorema 3.7.1 é muito simples: consideramos a recta r que é a imagem da recta do infinito
por f, e escolhemos uma homografia h que envia a recta r na recta do infinito. A composta ho f
¢é entao uma aplicacao bijectiva que envia pontos colineares em pontos colineares e envia pontos
do infinito em pontos do infinito. Os pontos finitos sdo, entao, enviados em pontos finitos e
a restricdo de h o f a A%(R) é uma bijeccao de A%(R) que envia pontos colineares em pontos
colineares, logo é uma transformacio afim, e em particular induz uma homografia de P?(R). A
composta f = h™! o (ho f) é entdo também uma homografia, provando o resultado.

H&a alguns pormenores desta ideia que precisam de algum cuidado para funcionar, e vamos
tratar desses detalhes de seguida. Comecamos com uma definicao ttil e alguns lemas prelimi-

nares.

Definigdo 3.7.2. Uma colineacdo de P?(R) é uma bijeccio f : P?(R) — P?(R) que envia

quaisquer trés pontos colineares em trés pontos também colineares.

Proposicao 3.7.3. Seja f uma colineagio de P?(R), e sejam A, B e C trés pontos ndo coli-
neares em P2(R). Entdo as imagens f(A), f(B) e f(C) também nao sio colineares.

Demonstragao. Suponha-se, por redugao ao absurdo, que as imagens f(A), f(B) e f(C) estao
sobre uma mesma recta r. Vamos provar que para qualquer ponto P se tem f(P) € r, o que
claramente resulta numa contradicao com a sobrejectividade de f.

Seja P um ponto qualquer diferente de A, B e C. Seja Q = AP N BC. Como B, C e @ sao
colineares, f(B), f(Q) e f(C) também sao, logo f(Q) é um ponto de r (diferente de f(A), visto
que Q # A). Como A, Q e P sao colineares, f(A), f(Q) e f(P) também sao, logo, como f(A) e
f(Q) s@o dois pontos diferentes de r, conclui-se que f(P) € r. Como P é arbitrario, conclui-se
que f(P?(R)) C r, o que contradiz a sobrejectividade de f. O
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Corolério 3.7.4. Seja f uma colineacdo de P?(R). Entdo, para toda a recta v C P?(R), a
imagem f(r) também é uma recta.

Demonstragao. Sejam A e B dois pontos distintos em r, e seja s a recta que passa por f(A) e
f(B). Para qualquer ponto X € r, os pontos A, B e X sao colineares e poranto f(A), f(B) e
f(X) também sao, pelo que f(X) € s. Conclui-se que f(r) C s.

Seja agora Y um ponto arbitrario em s; queremos mostrar que existe um ponto X € r tal que
f(X) =Y. Supondo por absurdo que nao existe um tal X, pela sobrejectividade de f existe
X fora da recta r tal que f(X) =Y. Mas entdo A, B e X nao sao colineares e f(A), f(B) e
f(X) s@o, o que contradiz a Proposigao 3.7.3. Portanto f(r) = s, e em particular f(r) é uma
recta. O

Com estes preparativos, estamos prontos para passar a prova do Teorema 3.7.1.

Demonstragdo. Seja f uma colineagao de P?(R). Seja 7o, C P?(R) a recta do infinito, e seja
s = f(reo). Pelo Corolario 3.7.4, s é uma recta. Seja h uma homografia que envia s na recta
do infinitd’} Seja ainda

F=hof.

Entdo F é uma colineagio que satisfaz F(rs) = 7. Logo F deixa A%(R) invariante. De facto,
se P é um ponto de A?(R) tal que F(P) € ro, entio existe X € ro tal que F(X) = F(P) (pois
F(P) € F(r~)) e portanto X = P pela injectividade de F. Mas isto é absurdo porque X é um
ponto do infinito e P nao é.
Logo, a restricao
Fla2(r)

é uma bijeccio de A%(R) que envia quaisquer trés pontos colineares em trés pontos também
colineares. Portanto, pelo Teorema Fundamental da Geometria Afim (Teorema 1.9.1), F|2(g)
é uma transformacdo afim. Seja F* a homografia de P?(R) que estende F. Afirmamos que
F*=F.

De facto, é imediato que F* e F coincidem em todos os pontos de A%(R). Resta entdo
provar que coincidem nos pontos do infinito. Ora qualquer ponto do infinito P se pode escrever
como P = ABNCD onde A, B, C e D sao pontos distintos em R? e as rectas AB e CD
sao distintas. Nessas condigbes, F'(P) pertence as rectas F(A)F(B) e F(C)F(D) e F*(P)
pertence as rectas F*(A)F*(B) e F*(C)F*(D). Como F e F* coincidem em A, B, C e D,
tem-se que F(A)F(B) = F*(A)F*(B) e F(C)F(D) = F*(C)F*(D). Logo, as interseccoes
F(A)F(B) N F(C)F(D) e F*(A)F*(B) N F*(C)F*(D) coincidem, ou seja, F(P) = F*(P).
Conclui-se que F' = F* e portanto F' é uma homografia.

Como por construcao f = h~'oF, resulta que f é a composta de duas homografias, e portanto
também é uma homografia, como pretendido. ]

4Para justificar que existe uma homografia com essa propriedade, considerem-se dois pontos distintos A, B € r
e dois pontos distintos C, D € 7, e considere-se uma homografia h tal que h(A) = C e h(B) = D, que existe
uma vez que temos liberdade para escolher as imagens de até quatro pontos em posigao geral.
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§3.8 Exercicios e Problemas

3.1. Sejam r e s rectas distintas em P?(R). Mostre que toda a homografia r — s é a composta
de nao mais do que duas projecgoes, e que toda a homografia r — r é a composta de nao mais
do que trés projeccoes.

3.2. (a) Mostre que qualquer homografia f : P2(R) — P?(R) tem pelo menos um ponto fixo
e uma recta invariante.
(b) Identifique tais elementos no caso em que a restricio de f a R? é:
(i) uma translacgao;
(ii) uma rotagao de angulo 6 # k;
(iii) uma homotetia.
3.3. Seja r uma recta em P?(R) e seja C' um ponto em 7. Uma homografia de P?(R), diferente

da identidade, que fixe cada ponto de r e deixe invariante cada recta que passe por C' diz-se
uma perspectiva de centro C' e eizo r.

(a) Mostre que uma tal aplicagdo nao fixa nenhum ponto exterior ao eixo 7.

(b) Sejam P e P’ dois pontos distintos, exteriores a r e colineares com C. Mostre que existe
uma e uma s6 perspectiva f de centro C' e eixo r que envia P em P’. (Sugestio: Fixe
dois pontos A, B € r\ {C} e defina Q = BPNAP', Q' = BP' NnCQ e P"=CPnNAQ.
Mostre que f é a tnica homografia que envia P, P', A, B em P, P" A, B).

3.4. Suponha que f : P2(R) — P%(R) é uma homografia diferente da identidade, mas fixa todos
os pontos da recta r e nao fixa nenhum ponto exterior a r. Mostre que f é uma perspectiva

com centro num ponto C' de r.

3.5. Seja f uma homografia de P?(R), e sejam A, B, C, X, Y e Z seis pontos distintos em A%(R)
tais que X pertence a recta BC', Y pertence a recta AC' e Z pertence a recta AB. Suponha
que as imagens A, B, C', X', Y’ e Z' por f destes seis pontos estdo em A?(R). Mostre que
BX CY Az B'X' CY' AZ
XC YA ZB X'C' Y'A Z'B’

3.6. Sejam ¢ e /5 rectas distintas em R? que se intersectam num ponto P. Seja m; a bissectriz
de um dos angulos formados por ¢1 e fo, e seja () # P um ponto em mi. Seja f : €1 — {y a
projeccao de centro em (). Mostre que o eixo da homografia f é a bissectriz do outro angulo
formado por ¢1 e /5.

3.7. Seja ABC D um quadrilatero no plano Euclidiano, tal que as diagonais AC e BD concorrem
num ponto F. Uma recta que passa por E intersecta AB, BC, CD e DAem P, Q, Re S,
respectivamente. Mostre que E é o ponto médio de PR se e s6 se E é o ponto médio de @.S.

3.8. Seja ABC um triangulo e sejam X € BC,Y € AC e Z € AB trés pontos distintos e
colineares. Sejam X’ e Y’ os conjugados harménicos de X e Y em relagdo aos pares (B,C) e
(A, C), respectivamente. Mostre que X', Y’ e Z sdo colineares.

3.9. Sejam 71 e ro duas rectas distintas no plano projectivo, e seja P um ponto no mesmo plano
que nao pertence a nenhuma dessas rectas. Uma recta varidvel £ que passa por P intersecta rq
em A erg em B. Seja @ o conjugado harmoénico de P em relacdo ao par (A, B).
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(a) Mostre que o lugar geométrico dos pontos ) assim obtidos é uma recta.

(b) Seja m a recta da alinea anterior. Sejam ¢; e {2 duas rectas por P, e sejam A = {1 Nry,
B =1/lsNry, A =41 Nrye B = lNy. Mostre que as rectas AB’ e A’ B concorrem sobre
m.

3.10. Dado um pentdgono no plano Euclidiano com uma circunferéncia inscrita (i.e., tan-
gente aos lados), uma Georgoniana é uma recta que une um vértice do pentagono ao ponto de
tangeéncia da circunferéncia inscrita no lado oposto.

(a) Mostre que, se quatro Georgonianas sao concorrentes, entao as cinco Georgonianas sao
concorrentes.

(b) Mostre que, se ha trés Georgonianas concorrentes, entao hé outas trés Georgonianas con-
correntes.



4 Codnicas no plano Euclidiano

Em termos informais, cénicas sao “as curvas mais simples a seguir as rectas”; assim como uma
recta no plano pode ser pensada como o conjunto dos zeros de um polinémio de grau 1, uma
cénica é o conjunto dos zeros de um polinémio de grau 2. Por exemplo, o conjunto

{(z,y) €R?: 2? +3xy —Ty? — 2y — 1 =0}

é uma conica.

No que resta deste texto vamos debrucar-nos sobre as conicas. Vamos fazé-lo segundo duas
abordagens: neste capitulo, vamos estudar as cénicas no plano Euclidiano, utilizando em parti-
cular alguma Geometria Sintética elementar, de modo a possibilitar o uso de métodos sintéticos
para provar alguns resultados geométricos sobre cénicas. Sendo o énfase dado a parte sintética,
nao vamos adoptar ja a definicdo de cénica como o conjunto dos zeros de um polinémio de
segundo grau; em vez disso, vamos explorar algumas defini¢cGes alternativas de cardcter mais
geométrico. No capitulo 5, vamos estudar as cénicas com métodos da Geometria Projectiva,

introduzidos no Capitulo 3.
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Na proxima seccao vamos dar uma primeira definicao de cénica. Tem apenas um defeito:
nao inclui de maneira natural as circunferéncias, que, sendo obviamente conjuntos dos zeros de

polinémios de segundo grau em R? merecem certamente ser consideradas cénicas.
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64.1 Foco, recta directriz e excentricidade

Comegamos com a seguinte definigao:

Definigao 4.1.1. No plano Euclidiano, considerem-se uma recta ¢ e um ponto F exte-
rior a £, e seja ainda e > 0 um ndmero real. A conica de foco F, recta directriz £ e

excentricidade e é o lugar geométrico dos pontos P do plano para os quais
|PF|=e-d(P,Y)

(onde d(P, ¢) designa a distancia do ponto P a recta /).

Na notagao da definigdo anterior, considere-se um sistema de eixos cartesianos com origem
em F', de tal modo que o eixo das abcissas ¢ a recta perpendicular a ¢ que passa por F. Seja K
a projecgao ortogonal de F sobre ¢, que podemos supor que tem coordenadas (d,0) para algum
d > 0. A cénica de foco F, recta directriz £ e excentricidade e é, assim, definida (neste sistema
de eixos) pela equagao

Va4 y? =eld — z
que equivale, elevando ao quadrado ambos os membros, a

22 % = (2% — 2dz + d?). (4.1)

Agora temos dois casos, consoante e = 1 ou e # 1, que vao corresponder a diferentes tipos de
cénicas.
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Caso ¢ = 1 (parabola)

Se e =1, a conica diz-se uma pardbola. Neste caso, a equacao da cénica fica

d
2= 2d(z—=).
y T3

Fazendo a mudanca de coordenadas dada por ' = z — %, obtemos a equacao

y? = —2da’.

Nestas novas coordenadas, o ponto de coordenadas (0,0) pertence & parabola (é o vértice da

v, O

parabola), o foco F' tem coordenadas (—%, O) e a recta directriz tem equacao z’

Caso ¢ # 1 (elipse e hipérbole)

Se e # 1, a equacao ([4.1)) equivale, apés divisdo por 1 — €2, a

9 262dx+ 2 A
1—e2 1—e2 1—¢2

X

que, por sua vez, equivale a

e2d \? y? e2d?
(x+1—e2) +1—€2:(1—€2)2
ou ainda a
<a: + e’d )2 2
1—e? Y
e2d? + e2d? - (42)
<(1762)2) (1762)
Sejam agora
2
a ed ed e“d (4.3)

:77 bzi’ C= ——
11— e?| V1 —e?| 1—e?|

2 .
e note-se que, sabendo a, b e ¢, podemos recuperar e = £ e d = %. Temos agora dois subcasos.

<
a
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Subcaso e < 1 (elipse)

Se e < 1, a cénica diz-se uma elipse. Neste caso, (4.2 reescreve-se como

(r +c)? yj 1
a? + 2o
Além disso, tem-se
2d2 4d2 2d2
Pid= 4 S =a’.

1—e2 (1—-€2)2 (1—e2)?
Deslocando os eixos, podemos fazer a mudanca de coordenadas dada por 2’ = x+c, e a equacao
da elipse fica

2?2
PR TEE
a b
e, nas novas coordenadas, o foco tem coordenadas (¢, 0) e a recta directriz (que nas coordenadas

b +e? _ o
C

antigas tinha equagdo x = d) passa a ter equacao z’ = d + ¢ = =<

Observagao 4.1.2. Sejam a e b reais com a > b > 0. Sendo ¢ = Va? — 0%, d = % ee=2%,
calculos simples mostram que as igualdades em (4.3)) se verificam. Ou seja, sob estas condicoes,
a equagao i—; + Zé—j = 1 define uma elipse de excentricidade e. Por simetria, se b > a > 0
esta equacao também define uma elipse. Se a = b, contudo, obtemos ¢ = 0, o que causa
problemas com a definicao de d = %. Neste caso, a equagao 2—2 + %—z =1 é a equacao de uma
circunferéncia. Para remediar a situacao pouco natural de a equacgao i—z + Z—j = 1 definir uma
elipse apenas quando a # b, convencionamos que as circunferéncias também sao elipses (em

particular, cénicas), de excentricidade 0.

Considere-se uma elipse £, sem perda de generalidade de equagao "Z—; =+ z—j =1,ondea >b> 0.
Pelo que vimos, sendo ¢ = Va2 — b2, o ponto F = (c,0) e a recta de equacdo x = % sao foco
e recta directriz de &, respectivamente. Mas da equagao de £ é evidente que £ é simétrica em
relagdo & origem. Portanto, por simetria, o ponto F’ = (—¢,0) e a recta de equagio = = —%

também sao foco e recta directriz de £.

(0,0)

(4a,0) F’ 0 F (g,0)

(07 _b)

O ponto médio do segmento com extremidades nos focos F' e F’ diz-se o centro da elipse (que
no nosso caso é a origem do referencial). A distancia entre os focos F e F’, 2¢, diz-se a distancia
focal da elipse. O segmento com extremidades (—a,0) e (a,0) (que sdo os pontos de interseccao
de £ coma recta que contém os focos) diz-se o eizo focal da elipse, e tem comprimento 2a.
Note-se que, em qualquer elipse, a distancia focal é menor do que o comprimento do eixo focal.
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2 = 4242, 0 Teorema de Pitdgoras fornece-nos uma forma elegante

Observagao 4.1.3. Como ¢
de determinar geometricamente os focos de &; basta intersectar a circunferéncia de centro (0, b)

e raio a com o eixo focal.

Observagao 4.1.4. Seja C a circunferéncia com o mesmo centro que £ e raio a. A recta directriz
~ 2, ~
de equagao x = - ¢é a polar de F' em relagao a C.

Subcaso e > 1 (hipérbole)
Se e > 1, a cénica diz-se uma hipérbole. Neste caso, a equagao (4.2]) toma a forma

(z—c)? y* _
T2 et
Além disso, tem-se
2 72 2 72 472
Q2= e“d +ed _ e*d 2

(e2—1)2  e2—1 (e2-1)2
Fazendo a mudanca de coordenadas dada por 2’ = x — ¢, a equacao da hipérbole fica

m/2 y2
@ e

Reciprocamente, dados quaisquer reais positivos a, b e ¢ satisfazendo a? + b = ¢2, célculos
. b2 ¢ . . .
simples mostram que d = % e e = ¢ cumprem (4.3). Conclui-se que, para quaisquer reais
.. L g2 - . . .,
positivos a e b, a equagao L7 — 3;—2 = 1 define uma hipérbole, obtida a partir da hipérbole de

equacgao @;720)2 - ‘Z—j = 1 por uma translac¢ao pelo vector (—¢,0) (onde ¢ = Va2 + b?).
Considere-se uma hipérbole qualquer H, sem perda de generalidade de equacao i—z — z—z = 1.
Sendo ¢ = va? + b?, esta hipérbole tem foco (—¢,0) e recta directriz de equagdo © = d — ¢ =

2— 2 2 7’ . . ~ Ve . 7 . ~ N .
ch = —%. Mas ¢é evidente a partir da equagao que H ¢é simétrica em relagao a origem.

Portanto, por simetria, o ponto F’ = (¢,0) e a recta de equagio x = % sao também foco e recta
directriz de H.

F (}a]0) O

—

,0)F’
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A distancia entre os focos F e F' (que é igual a 2c) diz-se a distdncia focal, e o segmento
com extremidades nos pontos (—a,0) e (a,0) (que sdo as intersec¢oes de H com a recta que
contém os focos) diz-se o eizo focal. Note-se que, ao contrario do que acontece com a elipse,
numa hipérbole a distancia focal é maior do que o comprimento do eixo focal. De facto, da
igualdade a® 4 b? = ¢? decorre que 2¢ > 2a.

Outra caracterizacao das elipses e hipérboles

Considere-se a cénica C (especificamente, a elipse ou hipérbole) de focos F' = (¢,0) e F' = (—¢,0)
e eixo focal de comprimento 2a, onde ¢,a > 0 e a # c¢. Note-se que C é uma elipse se a > c e é
uma hipérbole se a < c¢. Esta cénica tem como directrizes as rectas £ e ¢/ de equacao x = % e
T = —%, respectivamente, e a sua excentricidade é e = £. Para qualquer ponto P € C, tem-se
(sendo H e H' as projeccoes ortogonais de P sobre £ e ¢/, respectivamente):

e Se P pertence a faixa entre as rectas paralelas £ e £/, entao

2a2

c
PF| + |PF'| = e(|PH| + |PH'|) = o| HH'| = . Z = 24,
a c
e Se P nao pertence a essa faixa, entao
2 2
|PF| — |PF'|| = ¢||PH| — |PH'|| = e| HH'| = £ . 22 = 2a.
a c
H P H
= O
F P

Se C é uma elipse (e portanto ¢ < a), a segunda igualdade nao pode ocorrer. De facto, tem-se
pela Desigualdade Triangular

IPF| - |PF'|| < |FF = 2¢

o que, como ¢ < a, nao permite que ||PF| — |PF'|| = 2a. E se C é uma hipérbole (e portanto
¢ > a), a primeira igualdade nao pode ocorrer. De facto, tem-se pela Desigualdade Triangular

|PF|+|PF'| > |FF'| = 2¢
0 que, como ¢ > a, nao permite que |PF|+ |PF’'| = 2a. Conclui-se entao o seguinte:
e Os pontos P da elipse de focos F' e F' e eixo focal de comprimento 2a > |FF’| verificam

|PF| + |PF’'| = 2a;

e Os pontos P da hipérbole de focos F e F' e eixo focal de comprimento 2a < |FF’| verificam

|PF| - |PF'|| = 2a.
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Reciprocamente, pode-se provar que os pontos P que verificam estas igualdades pertencem a
elipse/hipérbole correspondente. E isso que faremos de seguida, mas desta vez precisamos de
sujar um pouco mais as maos.

Seja S o conjunto dos pontos P que verificam
|PF| + |PF'| = 2a ou ||PF| — |PF'|| = 2a.

Observe-se que, se a > ¢, pela Desigualdade Triangular a segunda igualdade nao se pode
verificar, como ja vimos; analogamente, se a < ¢ a primeira igualdade nao se pode verificar.
Portanto, se a > ¢, S é o conjunto dos pontos P que verificam |PF|+ |PF’'| = 2a, e, se a < ¢,
S é o conjunto dos pontos P que verificam ||[PF| — |PF’|| = 2a. Queremos assim provar que,
se a > ¢, entao S é a elipse de focos F' e F' com eixo focal de comprimento 2a, e que, se a < c,

entao S ¢é a hipérbole de focos F e F’ e eixo focal de comprimento 2a.
Um ponto P, de coordenadas (z,y) (recorde-se que F' e F’ tém coordenadas (c,0) e (—c¢,0))
pertence a S precisamente quando

((|[PF|+|PF'|)? - 4a®) ((|[PF| — |PF'|)* — 4a®) = 0. (4.4)
Temos

(([PF|+|PF')? — 4a®) ((|PF| - |[PF'|)* - 4a®)

= ((|PF|* + |PF'|* - 4a®) + 2|PF| - |PF'|) ((|[PF|> + |PF'|* - 4a®) — 2|PF| - |PF|)
— (|PF? +|PF'|> — 4a®) — 4|PF|? - |PF'|?

— (|PF]? = |PF']?)? — 842 (|PF|? + |PF'|) + 16a".

Ora, temos |PF|? = (z —¢)? + 4% e |PF'|? = (v + ¢)? + 4%, pelo que |PF|?> — |PF'|> = 4cx e
|PF|?2+|PF'|? = 2(2? +y?+¢c?). Portanto o lado esquerdo de (4.4)) é igual a 16c?2? — 164> (2% +
y? +c2) + 16a%, e ([4.4) equivale a

16¢?2? — 16a*(2* + y* + ¢?) + 16a* = 0

que, por sua vez, equivale a

ou ainda a

Se a > ¢, isto é a equacao da elipse de focos F' e F” eixo focal de comprimento 2a, ja que sendo

- 2 2 . . ~
b tal que b? = a? — ¢ a equacio se reescreve como o+ %—2 = 1. E, se a < ¢, isto é a equacgao da

hipérbole de focos F e F' e eixo focal de comprimento 2a, ja que sendo b tal que b? = ¢ —a? a

- 2 2 . .
equagao se reescreve como %3 — ¥ = 1. Em suma, obtivemos o seguinte:
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Proposigao 4.1.5. Sejam F e F' dois pontos distintos no plano Euclidiano, e seja a > 0
tal que 2a # |FF'|. Entao:

e Se 2a > |FF'|, o lugar geométrico dos pontos P que verificam
|PF| + |PF'| = 2a

¢ uma elipse; especificamente, € a elipse de focos F' e F' cujo eizo focal tem com-
primento 2a.

e Se 2a < |FF'|, o lugar geométrico dos pontos P que verificam
||PF|— |PF'|| = 2a

é uma hipérbole; especificamente, € a hipérbole de focos F' e F' cujo eixo focal tem
comprimento 2a.

Em particular, a hipérbole H de focos F' e F’ e eixo focal de comprimento 2a < |FF’| admite
a decomposicao
H=H1UHy

onde
Hi={P:|PF|— ]PF'| = 2a}

My = {P:|PF'| - |PF| = 2a).

Os conjuntos H; e Ha dizem-se os ramos da hipérbole.

Hq Ho
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64.2 O Teorema de Dandelin

Uma questao que, a este ponto, parece natural colocar é: porque é que as coénicas se chamam
cénicas? Afinal, o nome sugere alguma relacao entre estas curvas e cones, mas nao vimos
nenhuma relacao desse tipo na seccao anterior. O objectivo desta secgao é explicar o que é que
as cénicas tém a ver com cones.

Convém explicar, antes de mais, o que entendemos por um cone; os nossos cones sao “infini-
tos”, nao tém base. No contexto deste texto, dados em R? uma recta £ e um ponto V € ¢, um
cone de eixo £ e vértice V é a unido das rectas em R? que passam por V e fazem um angulo
fixo # (0 < 0 < §) com a recta /.

Cada uma das rectas por V que fazem um angulo # com o eixo £, que constituem o cone,
diz-se uma geratriz do cone.

Acontece que as conicas sdo precisamente as curvas que se obtém intersectando um plano com
um cone. Este resultado ja era conhecido na Grécia Antiga, mas é por vezes conhecido como
o Teorema de Dandelin devido a uma prova particularmente elegante descoberta por Germinal
Pierre Dandelin no século XIX.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Dandelin). Seja A um cone e seja II um plano que nao
passa pelo vértice de A. Entao todos os pontos na interseccao de IT com A estdo contidos

numa conica.

Demonstragao. Se 11 é perpendicular ao eixo de A, a interseccao II N A é uma circunferéncia, e
em particular é uma cénica. Suponha-se agora que tal nao acontece. Seja 6 o angulo entre as
geratrizes de A e o eixo. Considere-se uma esfera £ inscrita em A e tangente ao plano IT num
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ponto F. Os pontos de tangéncia de £ com A formam uma circunferéncia que estd sobre um
plano ITy. Como II néo é perpendicular ao eixo de A, IT e Il nao sdo paralelos e intersectam-se
numa recta r. Afirmamos que os pontos de II N A pertencem a uma cénica de foco F' e recta
directriz r.

Seja £ o eixo de A, e seja IT* o plano perpendicular a IT que contém o eixo £. A figura seguinte
mostra os objectos com que estamos a trabalhar apés projecgdo no plano IT*.

\%

)

Seja agora P um ponto de A NII. A recta VP, como qualquer geratriz do cone, é tangente
a &: seja N o ponto de tangéncia. Como P € 1I, a recta PF' ¢é tangente a &, tal como a recta
PN; como os segmentos tangentes a uma esfera tragados por um ponto exterior tém todos o
mesmo comprimento, resulta que |PF| = |PN]|.

Seja H a projeccao ortogonal de P sobre Ilg. O triangulo PHN é rectangulo em H, uma vez
que H é a projeccao ortogonal de P sobre um plano que contém N. Além disso, o angulo entre
as rectas PH e PN ¢ igual ao angulo entre as rectas £ e PN, ja que PH e ¢ sao paralelas uma
vez que sao ambas perpendiculares ao plano Ilg. Assim o angulo entre as rectas PH e PN é
igual a 0. Resulta que |PH| = |PN|cos#; como |PF| = |PN|, segue que

|PH| = |PF|cosé.

Seja agora « o angulo entre os planos II e Ilj, e seja K a projeccao ortogonal de P sobre 7.
O triangulo PHK é rectangulo em H (mais uma vez, porque K € Il por construgdo e H é a
projeccao ortogonal de P sobre Ilj). Além disso, as rectas PH e PK sao ambas perpendiculares
ar (a primeira porque é perpendicular a um plano que contém ¢, e a segunda por construgao) e
portanto a recta HK também é perpendicular a . O angulo entre as rectas PK e HK é assim
igual ao angulo entre II e Ilj, ou seja, a a. Resulta que

|PH| = |PK]|sina.
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Portanto tem-se

sin o
|PF|cosf = |PK|sina, ou seja, |PF| = |PK|.
cos
Como por construcao se tem |PK| = d(P,r), segue que P pertence & cénica de foco F' e
excentricidade 2)“8‘5, provando o pretendido. O

Seccoes planas do cilindro

Vamos ver agora o que acontece quando intersectamos um plano com um cilindro. Um cilindro
pode ser pensado como um cone degenerado em que o vértice estda no infinito; formalmente,
definimos um cilindro como o conjunto das rectas em R? que sdo paralelas a uma dada recta ¢
e que estao a uma distancia fixa de £. Chamamos geratriz do cilindro a cada uma dessas rectas
paralelas. Isto corresponde a ideia habitual de um cilindro, excepto que os nossos cilindros nao
tém bases e prolongam-se indefinidamente “para cima e para baixo”.

Acontece que a interseccao de um plano com um cilindro é sempre uma elipse, e isto pode

ser visto de maneira particularmente elegante utilizando a ideia das Esferas de Dandelin.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Dandelin para cilindros). Seja A um cilindro em R? e seja
IT um plano. Entao a interseccio A N 11 estd contida numa elipse.

Demonstragdo. Desta vez, consideramos duas esferas £ e £, ambas inscritas em A e tangentes
ao plano II. Sejam F e F’ os pontos de tangéncia de £ e £, respectivamente, com II. Vamos
provar que, para um ponto P € ANTI, a soma |PF|+ |PF’| ndo depende de P, mostrando
assim que A N1II estd contida numa elipse de focos F' e F’.
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Os pontos de intersecgdo de £ com A formam uma circunferéncia contida num plano 3;
analogamente, os pontos de intersec¢ao de £ com A formam uma circunferéncia contida num
plano Y. Considere-se um ponto P € ANII e seja r a geratriz de A que passa por P; sejam Q
e R os pontos de interseccao de r com X e Y/, respectivamente.

Como F' e ) pertencem ambos a £ e FP e QP sao tangentes a &, tem-se |PF| = |PQ)|.
Por outro lado, como F’ e R pertencem ambos a £ e F'P e RP sao tangentes a &', tem-se
|PF'| = |PR|. Portanto,

PF| + |PF| = |PQ| + |PR| = |QR|

(note-se que P, @ e R estao todos sobre r) e |QR| ndo é mais do que a distancia entre os planos
paralelos ¥ e ¥, que nao depende de P, provando o resultado. O
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§4.3 Interseccoes de rectas e cénicas

Nesta seccao vamos estudar propriedades geométricas das cénicas no plano Euclidiano utilizando
exclusivamente Geometria Sintética. Para o fazer, comegamos com uma defini¢do e algumas

observacoes relacionadas.

Definigao 4.3.1. Seja £ uma elipse/hipérbole de focos F e F’ e eixo focal de comprimento 2a.

A circunferéncia directriz de € (em relac@o a F') é a circunferéncia de centro F' e raio 2a.

Observagao 4.3.2. O foco F”’ esté no interior do circulo delimitado pela circunferéncia directriz

se &£ for uma elipse, e esta no seu exterior se £ for uma hipérbole.

Observagao 4.3.3. Considere-se uma elipse £ de focos F' e F’, eixo focal de comprimento 2a
e circunferéncia directriz C em relagao a F'. Entao F’ estd no interior do circulo delimitado por
C e, sendo P um ponto de &, a condi¢ao |PF| + |PF’| = 2a, que caracteriza os pontos de &,
implica que P também estd no interior do circulo delimitado por C; além disso, designando por

@ a interseccao da semi-recta de origem em F' que passa por P com C, temos

|PQ| = |QF| — |[FP|=2a—|FP| = |F'P|

e conclui-se que P é a interseccao de F'Q com a mediatriz de F'Q.
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Reciprocamente, se @ é um ponto de C, entdo a mediatriz de F'Q intersecta F'(Q num tnico

ponto P interior a C, e tem-se
|[FP|+|F'P| = |FP|+|QP| = |[FQ| = 2a
e portanto P € £.

Esta observacao permite uma construcao geométrica de £ “ponto a ponto”: dado um ponto
Q em C, intersectando a mediatriz do segmento QF’ com QF obtemos um ponto P de &, e
todos os pontos de £ podem ser obtidos por este processo.

Observagao 4.3.4. A condicao |QP| = |F'P|, onde @ é a intersecgao da semi-recta de origem
em F' que passa por P com C, equivale ainda a que P seja o centro de uma circunferéncia
que passa por F’ e é tangente a C. Conclui-se que, dados os focos F e F’ e a circunferéncia
directriz C em relacao a F', a elipse de focos F' e F’' de circunferéncia directriz C é o lugar
geométrico dos pontos que sao o centro de uma circunferéncia tangente a C e que passa por F”.
O mesmo argumento mostra que a mesma caracterizacao vale para a hipérbole de focos F e F’
e circunferéncia directriz C em relacao a F'; o argumento é em tudo anélogo ao utilizado para a

elipse, pelo que deixamos os detalhes como exercicio para o leitor.
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Como aplicacao desta observagao, vamos estudar o problema de determinar geometricamente
a interseccao de uma elipse/hipérbole € (de focos F e F’ e circunferéncia directriz C em relagao
a F') com uma recta r. Pelo que vimos, queremos determinar os pontos de r que sao centro de
uma circunferéncia passando por F’ e tangente a C. Ora, para uma circunferéncia D passando
por F’, a condicao de D ter centro em r é equivalente a que D passe pelo simétrico F” de F’

em relagao a r.

Interessa-nos, portanto, encontrar as circunferéncias que passam por F’ e F” e sao tangentes a
C. Mas ja sabemos como o fazer: estudamos precisamente este problema no final da secgao 2.2!

Observagao 4.3.5. Temos o seguinte:

e Se I’ ¢ F” estao um dentro e outro fora do circulo delimitado por C, entdo nao existem
circunferéncias que passam por F’ e F” e sao tangentes a C, e portanto r nao intersecta
&;

e Se I € C, existe em geral exactamente uma tal circunferéncia, e portanto r intersecta £

num tnico ponto;

e Se F' ¢ F” estao do mesmo lado de C, entao existem em geral duas tais circunferéncias, e

portanto 7 intersecta £ em dois pontos distintos.

Na Observagao anterior notdmos que (mantendo a mesma notagao), se F” € C, entdo, em
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geral, r intersecta £ num tnico ponto; portanto, se F” € C, dizemos que r é tangente a &, e se
P é o (nico) ponto de intersec¢ao de r com & dizemos que r é tangente a £ em P.

Observagao 4.3.6. Esta abordagem a nocao de tangéncia é, em geral, perigosa: em curvas que
nao coénicas, podemos ter rectas tangentes que intersectam a curva em mais do que um ponto e
rectas que intersectam a curva em exactamente um ponto mas nao lhe sao tangentes. Contudo,
esta abordagem funciona bem para cénicas, pelo que a adoptaremos aqui por simplicidade; no
capitulo 5 vamos abordar a tangéncia as cénicas de maneira mais algébrica.

Suponha-se agora que £ é uma elipse; sabemos que as rectas tangentes a £ sao as rectas r
tais que o simétrico @ do foco F’ em relacao a r pertence & circunferéncia directriz em relagao
ao foco F' ou seja, sao as mediatrizes dos segmentos da forma F’'Q, com (Q na circunferéncia
directriz em relagao a F'. Mas também ja tinhamos visto, apés a Observagao 4.3.3, que todos os
pontos de &£ estao contidos em rectas deste tipo, concluindo-se que por cada ponto de £ passa
uma recta tangente a £. Uma das propriedades mais conhecidas das tangentes as elipses é o
seguinte resultado:

Lema 4.3.7. Seja £ uma elipse de focos F e F', e seja P um ponto em £. Entdo a recta
tangente a £ em P € a bissectriz de um dos dngulos formados pelas rectas PF e PF’.

Demonstragao. Seja () o ponto na circunferéncia directriz C em relacao a F' tal que P ¢é a

interseccao de F'Q com a mediatriz de F'Q.
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Entao a recta tangente a & em P é a mediatriz do segmento F'Q. Além disso, como |PF'| =
|PQ)|, a recta tangente a & em P, sendo mediatriz do segmento F'Q, é a bissectriz de um dos
angulos formados pelas rectas PQ e PF’. Mas a recta P(Q é precisamente a recta PF, e o
resultado esta provado. ]

Este Lema tem uma curiosa consequéncia fisica: se tivermos um bilhar com formato eliptico,
e langarmos uma bola de bilhar a partir de um dos focos em qualquer direcgdo, entao, apds
reflexao na parede do bilhar, a bola é enviada para o outro foco. Temos ainda a seguinte
propriedade das tangentes as elipses:

Proposigao 4.3.8. Seja £ a elipse de focos F e F' e eizo focal de comprimento 2a, e seja O o
centro de £. Entdo o lugar geométrico das projeccoes ortogonais de F' sobre as rectas tangentes

a & é uma circunferéncia (especificamente, a circunferéncia de centro O e raio a).

Demonstragdo. As rectas tangentes a £ sao as mediatrizes dos segmentos F'Q) com @ na cir-
cunferéncia directriz (de centro F' e raio 2a). As projecgoes ortogonais de F” sobre as tangentes
sao, portanto, os pontos médios dos segmentos F’Q. O seu lugar geométrico é, assim, a imagem
da circunferéncia directriz por uma homotetia de centro F’ e razao %; tem portanto metade do

raio da circunferéncia directriz (ou seja, raio a) e o seu centro é o ponto médio do segmento

FF’ (ou seja, O). O

Observagao 4.3.9. O Lema 4.3.7 e a Proposicao 4.3.8 também sao vélidos para hipérboles,

sendo a prova inteiramente anédloga.

Por fim, vamos estudar as mesmas questoes no ambito das parabolas. Seja P a parabola
de foco F' e recta directriz . Dado um ponto P € P, sendo ) a projeccao ortogonal de P
sobre ¢ tem-se |PF| = |PQ)|, e portanto P é a intersec¢ao da mediatriz do segmento F') com
a perpendicular a ¢ por (). Reciprocamente, se () é um ponto de ¢, entao a interseccao da
mediatriz do segmento F'Q) com a perpendicular a ¢ por ) é um ponto P tal que |PF| = |PQ)|;
como PQ L /¢, a distancia |PQ)| é igual & distancia de P a recta ¢, e portanto P € P.

Temos assim um método para construir “ponto a ponto” a pardbola P; para cada ponto () na
recta directriz ¢, intersectamos a recta perpendicular a £ por () com a mediatriz do segmento F'Q).
Além disso, vemos facilmente que os pontos de P sdo precisamente os centros das circunferéncias

que passam por F' e sao tangentes a /.
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Suponha-se agora que queremos determinar a interseccao de uma recta r com P. Pretendemos
determinar os pontos de r que sao centro de uma circunferéncia que passa por F' e é tangente a
Z; ora, para uma circunferéncia passando por F', a condicao de a circunferéncia ter centro em r
é equivalente a que a circunferéncia passe pelo simétrico F’ de F' em relagao a r. O problema
reduz-se, assim, a determinar as circunferéncias que passam por F' e F’ e sdo tangentes a /.

Se F e F’ estao do mesmo lado de /, existem em geral duas tais circunferéncias, e se F' e F’
sao separados por £ nao existe nenhuma tal circunferéncia. Se I’ € /, existe exactamente uma
circunferéncia passando por F' e I’ e tangente a £, pelo que r intersecta P num unico ponto.
No caso em que F’ € £, dizemos portanto que a recta r é tangente a P, e sendo P o tinico ponto
de r NP dizemos que r é tangente a P em P.

As rectas tangentes a P sao, portanto, as mediatrizes dos segmentos F'@) com @ € ¢. Mas
observamos anteriormente que qualquer ponto da parabola esta contido numa dessas mediatri-
zes. Conclui-se que por qualquer ponto de P passa uma recta tangente a P. As tangentes a P
tém a seguinte propriedade conhecida:

Lema 4.3.10. Seja P um ponto na pardbola P de foco F' e recta directriz ¢, e seja Q) a projec¢do
ortogonal de P sobre £. Entdo a recta tangente a P em P bissecta o angulo ZF PQ).

Demonstragdao. A recta tangente a P em P é a mediatriz do segmento F'@Q). Como |PF| = |PQ)],
esta recta bissecta o angulo Z/F P(Q, como pretendido. O

Temos ainda, tal como no caso das elipses e hipérboles, uma caracterizacao do lugar geométrico
das projeccoes ortogonais do foco de uma parabola sobre as rectas tangentes a parabola.

Proposicao 4.3.11. Seja P uma pardbola de foco F'. Entdo o lugar geométrico das projeccoes
ortogonais de F sobre as rectas tangentes a P é uma recta; especificamente, é a recta tangente
a pardbola no seu vértice.

Demonstracdo. As rectas tangentes a P sao as mediatrizes dos segmentos F'() com () na recta
directriz; as projecgoes ortogonais de F sobre as tangentes sdo, portanto, os pontos médios
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desses segmentos F'Q). O lugar geométrico pretendido é, portanto, a imagem da recta directriz
por uma homotetia de razao %, e, logo, também é uma recta, que designamos por 7.

Seja agora Qg a projeccao ortogonal de F' sobre a recta directriz. Entao o ponto médio do
segmento F'Qp (que é o vértice da parabola) pertence ao lugar geométrico procurado. Como r
é paralela a recta directriz, resulta que r é a mediatriz de F'QQy, e portanto r é a recta tangente
a P no seu vértice, como pretendido. ]

\%/
N\ <

/

Assimptotas

Considere-se a hipérbole H de focos F e F’ e circunferéncia directriz C em relacao a F'. Recorde-
se que chamamos “rectas tangentes a H” as mediatrizes dos segmentos F'Q, com Q € C.

Em geral, essas rectas intersectam #H num tnico ponto (a intersec¢ao da mediatriz de F'Q
com F'Q). Acontece que, se tivermos F'Q | FQ, essas duas rectas sdo paralelas e portanto nao
se intersectam. Obtemos, assim, tangentes degeneradas que ndo intersectam a hipérbole (na
realidade, trabalhando no plano projectivo, essas rectas sao tangentes a H num ponto do infinito;
vamos ver como formalizar esta ideia mais adiante). Essas tangentes dizem-se as assimptotas

de H.
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Note-se que existem exactamente dois pontos ) em C tais que FQ L F'Q (séo os pontos @ de
C tais que F'Q é tangente a C), e portanto uma hipérbole tem exactamente duas assimptotas.
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64.4 Exercicios e Problemas

4.1. Sejam A e B dois pontos numa elipse £. Um ponto varidvel X desloca-se sobre a elipse, e a
tangente a £ em X intersecta a tangente em A e a tangente em B em M e N, respectivamente.
Seja F' um foco da elipse. Mostre que, & medida que X varia em &, as rectas FM e FN fazem
entre si um angulo constante.

4.2. Seja ABC um triangulo e seja P uma parabola tangente as rectas AB, BC' e C'A.
(a) Prove que o foco de P pertence a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.
(b) Prove que o ortocentro de ABC pertence a recta directriz de P.

4.3. Seja H uma hipérbole com assimptotas m e m’, e seja r uma recta que passa pelo centro
de H (i.e., o ponto médio do eixo focal). Prove que os pontos médios das cordas de H paralelas
a r pertencem a recta r’ que passa pelo centro de H tal que

[m,m’;r, 7] = —1.

4.4. De uma coénica conhecem-se trés tangentes distintas [,m,n e um foco F'. Construa com
régua e compasso o outro foco da cénica, caso exista.

4.5. Seja ABC um tridngulo e seja M o ponto médio de BC. Uma pardbola P é tangente a
AB e a AC em B e C, respectivamente. Mostre que a mediana AM é perpendicular a recta
directriz de P, e que o ponto médio da mediana AM pertence a P.

4.6. Uma recta que passa pelo foco de uma pardbola intersecta-a nos pontos M e M’. Mostre
que as tangentes & parabola em M e M’ sao perependiculares e intersectam-se num ponto N
da recta directriz, tal que a circunferéncia de didmetro MM’ é tangente em N & recta directriz.

4.7. Seja P uma parabola de foco F e recta directriz r, e seja d uma recta que intersecta r
num ponto ). Seja C uma circunferéncia centrada num ponto R de d e tangente a r. Mostre
que d intersecta P se e sé se a recta QF intersecta C. Se for esse o caso, designando por A, A’
as intersecgoes de QF com C e por M, M’ as de d com P, mostre que as rectas AR, A’R sao
paralelas as rectas M F, M'F.

4.8. Seja P uma parabola de foco F' e vértice A, e seja M um ponto de P. Seja @) a projeccao
ortogonal de M sobre AF. Sejam T e N as intersecgbes de AF com a tangente a P em M e
com a perpendicular a essa tangente por M, respectivamente.

(a) Mostre que |[QN| = 2|AF|.
(b) Mostre que A é o ponto médio do segmento T'Q).

4.9. Seja P uma pardbola de foco F, vértice A e recta directriz r, e sejam P um ponto do
plano que nao pertence a P, Py a projeccao ortogonal de P sobre r e @ um dos angulos entre
as tangentes a P que passam por P. Mostre que |PFPy| = |PF| - |cosal.

4.10. Seja ABCDEF um hexagono no plano Euclidiano com vértices numa elipse £. Suponha-
se que os lados opostos de ABCDFEF sao paralelos, e que as rectas AD, BE e C'F sao concor-
rentes num ponto. Mostre que esse ponto é o centro de £.
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Neste ultimo capitulo, vamos abordar e redefinir as conicas de uma perspectiva nao Euclidiana,
utilizando Geometria Projectiva. Os métodos utilizados serao essencialmente aqueles que foram
introduzidos no Capitulo 3. H& apenas uma (pequena) novidade a acrescentar: em vez de
trabalharmos no plano projectivo real, vamos trabalhar no plano projectivo complexo.

O plano projectivo complexo P?(C) é definido de maneira andloga ao plano projectivo real
P2(R); de facto, a teoria desenvolvida no Capitulo 3 podia, em gera]ﬂ ter sido construida sobre
um corpo arbitrario, e portanto ndo vamos fazer uma introdugiao minuciosa de P?(C), ja que
trabalhar com ele é essencialmente o mesmo que trabalhar com P?(R), excepto que agora os
tripletos de coordenadas homogéneas podem incluir niimeros complexos nao reais, tais como as
matrizes das homografias, etc.

Mas porque fazemos esta mudanca subita de R para C? A resposta vem de uma propri-
edade fundamental em que C se distingue de R: C é algebricamente fechado, o que significa
que qualquer polinémio nao constante com coeficientes em C tem uma raiz em C. Quando
trabalhdvamos (quase) s6 com rectas, trabalhar sobre um corpo algebricamente fechado nao
fazia particularmente diferenca, essencialmente porque polinémios de grau 1 tém sempre uma
raiz, qualquer que seja o corpo em que trabalhemos. Mas, quando comecamos a trabalhar com
curvas algébricas de grau maior ou igual a 2 (isto é, curvas que sdo o conjunto dos zeros de
polinémios de grau maior ou igual a 2), ha vantagens em trabalhar sobre um corpo algebrica-
mente fechado: a teoria da interseccao dessas curvas fica muito mais simples. De facto, no plano
projectivo sobre um corpo algebricamente fechado, quaisquer duas curvas algébricas de grau m
e n definidas por polinémios que nao tém nenhum factor comum nao constante intersectam-se
em exactamente mn pontos “contando com multiplicidades”; o significado preciso de multipli-
cidade neste contexto, tal como uma prova deste resultado notavel, esta para além do ambito
destas notas, mas ajuda a explicar a preferéncia por C quando trabalhamos com cénicas.

LCom excepcao do Teorema Fundamental da Geometria Projectiva, por motivos andlogos aos discutidos quando
apresentamos o seu analogo afim.

137
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§5.1 Cdnicas como curvas algébricas de grau 2

Tal como explicamos na introducao deste capitulo, ndao vamos fazer uma introducao cuidada
ao plano projectivo complexo, ja que toda a teoria que nos interessa sobre ele pode ser obtida
a partir do Capitulo 3 substituindo todas as ocorréncias de R por C. Fica aqui, contudo, uma
definicao formal:

Definigao 5.1.1. O plano projectivo complezo P?(C) é o conjunto (C3\ {(0,0,0)})/ ~
das classes de equivaléncia para a relagdo ~ em C?\ {(0,0,0)} definida por

(x,y,2) ~ (2,4, 2') se e s6 se existe A € C tal que (2,1, 2") = A=, v, 2).

Dado um vector v € C3\ {(0,0,0)}, denotamos a sua classe de equivaléncia médulo ~
por [v], e dizemos que v é um tripleto de coordenadas homogéneas para [v].

Os pontos que admitem coordenadas homogéneas (x,y,0) para alguns complexos z,y nao
ambos nulos sdo também aqui chamados pontos do infinito. Em analogia com o caso real,
definimos uma recta em P?(C) como o conjunto dos pontos em P?(C) que admitem coordenadas
homogéneas (z,y, z) que verificam

ar +by+cz=0 (5.1)

fixados alguns complexos a, b, ¢, nao todos nulos. Fixada uma recta r, os valores de a, b, c para
0s quais a define estao determniados a menos de um factor constante.

Um ponto em P?(C) diz-se um ponto real se admite um tripleto de coordenadas homogéneas
(x,9,2) com z,vy,z reais. Uma recta em P?(C) diz-se uma recta real se admite uma equacio
do tipo com a,b,c reais. Tal como em P%(R), quaisquer duas rectas distintas em P?(C)
intersectam-se num tnico ponto; portanto, a interseccao de duas rectas reais é sempre um ponto
real.

Note-se que podemos ver P?(R) como um subconjunto de P?(C); especificamente, podemos
ver P2(R) como o conjunto dos pontos reais de P?(C). Temos assim a cadeia de inclusdes

A%(R) C P*(R) C P*(C).

Neste sentido, dada uma recta real em P?(C), definimos a sua parte real como a sua intersecgao
com P2(R), e definimos a sua parte afim real como a sua interseccdo com A%(R).

Exemplo 5.1.2. A recta em P?(C) de equacio = + 2y + 3z = 0 tem um ponto do infinito real,
o ponto de coordenadas homogéneas (—2,1,0). A sua parte afim real obtém-se substituindo z
por 1; é a recta em A%(R) de equacio = + 2y + 3 = 0.

Observacao 5.1.3. Tal como fizemos com R, consideramos que A?(C) est4 contido em P?(C),
identificando-se o ponto (z,y) € A%(C) com o ponto de coordenadas homogéneas (z,y,1) em
P2(C); reciprocamente, quando z # 0, (z,y, z) é um tripleto de coordenadas homogéneas para
o ponto (£,%) € A%(C).

z

Estamos agora prontos para dar a nossa nova definicdo de cénica: assim como as rectas sao
conjuntos dos zeros em P?(C) de polinémios homogéneosE] de grau 1, as cénicas sao conjuntos

dos zeros em P?(C) de polinémios homogéneos de grau 2.

2Um polinémio diz-se homogéneo se se escreve como soma de monémios todos do mesmo grau.
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Definicao 5.1.4. Uma conica em P?(C) é o conjunto dos pontos em P?(C) que admitem
coordenadas homogéneas (z,y, z) que verificam

az? + by? + c2? + 2dzy + 2exz + 2fyz =0 (5.2)

para alguns a, b,c,d,e, f € C, ndo todos nulos. Se uma conica admite uma equagao da

forma (5.2)) com a,b,c,d, e, f € R, dizemos que é uma cénica real.

Dada uma cénica C em P?(C), chamamos parte real de C a CNIP?(R), e parte afim real de C a
C N A2%(R). Para obter a parte afim real de uma cénica, basta substituir z por 1 numa equagio

do tipo (5.2) que a defina.

Exemplo 5.1.5.

(i) A cénica definida pela equacido 22 + y? + 22 = 0 é uma cénica real com parte real
vazia. Mas tem pontos nao reais, por exemplo os de coordenadas homogéneas (1,1,0)
e (0,1,4).

2 = 0 tem como parte real (que, neste

(ii) A conica definida pela equacio z2 + y?> — 2
caso, é também a parte afim real) a circunferéncia em R? definida por 2% + 32 =1; a
cénica contém também dois pontos do infinito, os de coordenadas homogéneas (1,1, 0)
e (1,—14,0). Note-se que os dois tripletos de coordenadas homogéneas sdo complexos
conjugados. De facto, qualquer cénica real (ou recta real) é invariante por conjugacao

complexa.

(iii) A pardbola P em R? de equacido 22 —y+1 = 0 é a parte afim real da cénica em P?(C)
definida pela equacao
z? — Yz + 22 =0.
Para obter a interseccao de P com a recta do infinito, colocamos z = 0, obtendo-se
x? = 0, pelo que o tnico ponto do infinito em P é o ponto (real) de coordenadas
homogéneas (0,1,0). Note-se que este é precisamente o ponto do infinito no eixo de

simetria da parabola.

Proposigao 5.1.6. Sejam C uma conica e v uma recta em P2(C). A intersec¢do C N1 € ndo
vazia, e, se essa interseccao tem pelo menos trés pontos, entdo r C C.

Demonstragdo. Considere-se uma equacio da forma ([5.2)) para C, e sejam u,v € C3\ {(0,0,0)}
tripletos de coordenadas homogéneas para dois pontos de . Os tripletos de coordenadas ho-

mogéneas de pontos de r sao, assim, os tripletos da forma
au + Bu

com (a, ) # (0,0), onde dois pares (o, ) ddo o mesmo ponto de r se e sé se representam o
mesmo ponto em P}(C). Escrevendo u = (71,y1,21) € v = (¥2,Ya, 22) e substituindo em (5.2))
(z,y,2) = (ax1 + Px2, ayr + Py2, az1 + f2z2), obtemos uma equagao da forma

apa? + boaB + cof2 =0 (5.3)
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para algumas constantes ag, bg, co.

Suponha-se inicialmente que ag # 0. Entao («,5) = (1,0) nao é solucao desta equacao, e
podemos portanto supor que 5 # 0; como « e § s6 estao determinados a menos de um factor
constante, podemos supor que 8 = 1, e obtemos a equagao

a0a2 + by + ¢ = 0.

Esta é uma equacao quadratica em «, que tem pelo menos uma e no maximo duas solugoes, e
obtemos que neste caso C N7 é nao vazia e tem no maximo dois pontos.
O caso em que ¢g # 0 é andlogo por simetria. Suponha-se agora que ag = ¢g = 0. Se by # 0,
a equacao fica
af =0

que equivale a ter-se @ = 0 ou 8 = 0, e portanto os pontos de interseccao de r com C sao os de
coordenadas homogéneas u e v. Por fim, se by = 0, qualquer par («, 3) satisfaz (5.3)), e portanto
r CC. L]

Corolario 5.1.7. Qualquer cénica em P*(C) tem infinitos pontos.
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§5.2 Matriz de uma cénica

A equagao
az? + by? + ¢z + 2day + 2exz + 2fyz =0

pode reescrever-se na forma

d
(myz)Zb; 520.
e f ¢ z

Assim, a cada cénica C em P?(C) pode associar-se uma matriz simétrica 3 x 3 (que é determinada
a menos de um factor constante). Chamando A a essa matriz, podemos definir

Q(X,Y)=XAYT para quaisquer X,Y € C?
que é a forma bilinear cuja matriz em relacio & base canénica de C? é Q; definindo ainda
F(X)=Q(X,X)=XxAx"T

temos que F' ¢ a forma quadrética associada a forma bilinear @), e a equacao de C é F(X) = 0.
Vamos mais adiante ver que estas construcoes nao sao apenas “abstract nonsense”: a igualdade
Q(X,Y) = 0 traduz-se numa propriedade geométrica interessante dos pontos de coordenadas
homogéneas X e Y. Aproveitamos para introduzir a seguinte definicao:

Definicao 5.2.1. Uma cénica diz-se regular ou nao degenerada se a matriz simétrica associada
A é tal que det A # 0. Caso contrério, diz-se singular.

Vamos ver em breve que a propriedade de uma conica ser regular tem um significado geométrico
profundo sobre a cénica. Para provar esse resultado, precisamos inicialmente de investigar o

efeito sobre uma cénica de uma homografia de P?(C).

Efeito de uma homografia sobre uma cénica

Seja f : P?(C) — P?(C) a transformacdo projectiva definida por
F(v]) = [T (v)]  para qualquer v € C*\ {(0,0,0)}

onde M é uma matriz invertivel 3 x 3 com entradas complexas e Ty é a aplicacdo linear de C3
em C3 cuja matriz em relacdo & base canénica é M. Se a cénica C admite equacio X AXT = 0,
f(C) é a cénica de equagao

X'AXT =0 (5.4)

onde A’ = (MT)"LAM~!. De facto, temos
XAXT =0 XMT (MDY ' AM—YYMXT =0
s (XMHAMXTY=0
s (XMHAXMTT =0

o que mostra que o ponto de coordenadas homogéneas X estd em C se e s6 se o ponto de
coordenadas homogéneas Thr(X) (que é o ponto X’ = X M) estd na cénica definida por (5.4)).
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Observagao 5.2.2. Daqui resulta que f(C) é regular se e s6 se C o for. De facto, temos

det A
det A' = ————
¢ (det M)?

e portanto det A’ = 0 se e s6 se det A = 0.

Com isto, estamos prontos para enunciar (e provar) o significado geométrico de uma cénica
ser regular/singular.

Proposigao 5.2.3. Uma cénica C em P%(C) € singular se e s6 se contém uma recta, e nesse
caso C é a reunido de duas rectas ou € uma sé recta (com “multiplicidade 27).

Demonstragdo. Suponha-se inicialmente que C contém uma recta. Usando uma homografia
que envia dois pontos dessa recta nos pontos de coordenadas homogéneas (0,1,0) e (0,0,1),
que estao sobre a recta de equagao x = 0, podemos supor que C contém a recta de equacao
x = 0. (Note-se que pela Observacao 5.2.2 a propriedade de C ser singular nao se altera quando
aplicamos uma homografia.) Sendo

az? + by? + ¢z + 2day + 2exz 4+ 2fyz =0

uma equagao de C, a condigao de C conter os pontos de coordenadas homogéneas (0, 1,0), (0,0, 1)
e (0,1,1) implica b= c= f = 0, e portanto C tem equagao

az’® 4 2dxy + 2exz =0, isto é, x(ax + 2dy + 2ez) = 0.

Resulta que C é a reuniao das rectas se equagao z = 0 e ax + 2dy + 2ez = 0. Além disso, como

a d e
det|d 0 0| =0
e 0 O

conclui-se que C é singular.

Suponha-se agora que C é singular. Se C for uma recta, nao ha nada a provar. Caso contrario,
existem trés pontos nao colineares em C, e utilizando uma homografia que os envia nos pontos
de coordenadas homogéneas (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) podemos supor que estes trés pontos
pertencem a C. Isto déd-nos que, numa equacao de C da forma , setema=b=c=0,e
portanto C tem equagao

2dxy + 2exz + 2fyz =0

que corresponde a matriz

0 d e
d 0 f
e f O

Esta matriz tem determinante 2def, e, portanto, como por hipdtese C ¢é singular, um dos
complexos d, e e f é igual a 0. Supondo, sem perda de generalidade, que d = 0, a equacao fica

z(ex + fy) =0
e portanto C é a reuniao das rectas de equagdo z =0 e ex + fy = 0. O

Proposigao 5.2.4 (Cénica definida por 5 pontos). Dados quaisquer 5 pontos em P?(C), sem

trés colineares, existe uma e uma so conica reqular que os contém.
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Demonstragao. Utilizando uma homografia apropriada, podemos supor que 4 desses pontos sao
os de coordenadas homogéneas (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (1,1,1). A equagdo de uma cénica
que passa por estes 4 pontos é da forma

axy + Brz +yyz =0 (5.5)

onde v+ 3+~ = 0. Suponha-se que (xg, yo, z0) sdo coordenadas homogéneas do ponto restante.

A condigao de este quinto ponto nao ser colinear com os pontos de coordenadas homogéneas
(0,1,0) e (0,0,1) implica xy # 0. Analogamente, também se tem yy # 0 e 29 # 0. Por fim,
como este quinto ponto nao é o de coordenadas homogéneas (1,1,1), ndo se tem xy = yo = 2o,
e portanto também nao se tem xgyo = Tozo = Yozo. A cbnica de equacio passa por este
ponto e pelos quatro anteriores se e s se os coeficientes «, 8 e 7y sdo solugao do sistema

xoYoox + o203 + Yozoy = 0
a+B+v=0 '

Uma vez que a matriz deste sistema tem caracteristica 2, o espago das solugoes tem dimensao
1, e portanto as solugdes (a, 3,7) existem e s@o todas proporcionais entre si, o que implica a
existéncia e a unicidade da cénica pelos pontos dados. ]

Observacao 5.2.5. Dados 5 pontos reais sobre P?(C) sem trés colineares, a tinica cénica em
P2(C) que pasa por eles é uma conica real. Portanto, qualquer cénica que contenha pelo menos
5 pontos reais é real.

Posicao relativa de rectas e cdénicas

J& vimos na Proposicdo 5.1.6 que, em P?(C), qualquer recta e qualquer cénica intersectam-se.
Vamos agora investigar com um pouco mais de detalhe a intersec¢ao de rectas e cénicas no
plano projectivo complexo.

Seja C uma cénica regular de equacio X AX? = 0 (onde A é uma matriz simétrica) e sejam
Q(X,Y) = XAYT (a forma bilinear em C? cuja matriz em relagdo a base canénica é A) e
F(X) = Q(X,X) (a forma quadratica associada a (). Note-se que @) é uma forma bilinear
simétrica:

QUY,X)=YAXT = (vAXT)T = xATYT = xAYT = Q(X,Y).
Considere-se a interseccao de uma recta r com C. Essa interseccao contém pelo menos um

ponto: seja Xg um tripleto de coordenadas homogéneas para esse ponto, e considere-se ainda
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um tripleto X; de coordenadas homogéneas para outro ponto de r. Os pontos de r admitem
entao tripletos de coordenadas homogéneas da forma sXo + tX;, com (s,t) # (0,0) (e onde,
para cada ponto de r, os valores de s e t s6 estao determinados a menos de multiplicacao por
um escalar nao nulo). A equagao F(sXy+ tX;) = 0 fica entao

Q(sXo+tX1,sXo+tX1)=0
s2Q(Xo, Xo) + 25tQ(Xo, X1) + t2Q(X1, X1) =0
25tQ(Xo, X1) + t*F(X1) = 0.

(No tltimo passo utilizdimos que F'(Xy) = 0, uma vez que Xy € C por hipétese.)
Esta equagao tem a solugao ébvia t = 0, correspondente ao ponto de coordenadas homogéneas
Xo; se t # 0, podemos supor que t = 1 e a equagao tem uma segunda solucao, dada por
F(Xy)
Q(Xo, X1)

a nao ser que Q(Xp, X1) = 0, caso em que nao existe segunda solugao.

Se a recta r intersecta C num udnico ponto, dizemos que r é tangente a C nesse ponto. Pelo
que vimos, se esse ponto sobre C tem coordenadas homogéneas Xy, um ponto X pertence a
recta tangente a C em Xj se e sé se

Q(Xo, X) =0,
o que nos da uma equacao homogénea da recta tangente.

Observagao 5.2.6. Designe-se por VF(X) o vector gradiente da forma quadratica F, cujas
coordenadas sao as derivadas parciais de F'(X) em ordem as coordenadas z, y e z. Assim, por
exemplo, se F' é definida por

F(z,y,2) =2 - 2yz

temos VF(X) = (2x, -2z, —2y). E um exercicio simples verificar que se tem
1

onde ((z1, 2, 3), (Y1,Y2,¥3)) = X1y1 + T2y2 + x3y3. Portanto a equagao da recta tangente a C
em Xg também se pode escrever como

(VF(Xp), X) = 0.

Exemplo 5.2.7. Considere-se a elipse em R? de equacio 2—2 + z—j — 1 = 0. Esta elipse ¢ a
interseccio com R? da cénica em P?(C) de equacdo

2 2
x Yy 2 _
¥+b—2—z =0.

A forma quadratica associada é, portanto, dada por
2 2
T Yy 2
Flz,y,2) ==+ —*
( y ) CL2 b2

e tem-se

VF(z,y,z) =2 (%, b%’ —z) i
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Dado um ponto (xg,%o) da elipse em R? ele admite coordenadas homogéneas (g, y0,1) em
P2(C), e portanto a tangente & elipse nesse ponto admite equacio homogénea

Yo
b2

Para obter uma equacdo cartesiana da tangente em R?, basta por z = 1, e obtém-se a equacao

<VF(33072U071)7($7%Z)>:07 ou seja, %x—i_ -y—z:O.

xo Yo
@2 TR

Observagao 5.2.8. A recta tangente a uma cénica real num ponto real é uma recta real.

-y = 1.

Observagao 5.2.9. Se r nao for tangente a cénica C, entao r intersecta C em dois pontos.

Se C e r forem reais, os pontos de interseccao sao ambos reais ou sao complexos conjugados

(porqué?).

Parte afim real de uma cénica regular

Vamos parar um pouco para verificar, como convém, que as conicas com que estamos a trabalhar
neste capitulo sdao, a menos de alguns detalhes, essencialmente as mesmas com que trabalhdmos
no Capitulo 4. As cénicas singulares, que sdo reunioes de duas rectas, sdo “novas”. Mas vamos
ver que as cénicas (reais) regulares, quando intersectadas com R?, sio sempre elipses, parabolas
ou hipérboles (quando essa intersec¢ao nao é vazia).

Seja C uma cénica regular em P?(C) de equacio X AXT =0, onde A é uma matriz simétrica
com entradas reais. Seja A’ a submatriz formada pelas duas primeiras linhas e pelas duas
primeiras colunas de A. Entao A’ é uma matriz 2 x 2 simétrica, e portanto, pelo Teorema
Espectral, A’ pode ser diagonalizada através de uma matriz ortogonal, i.e., existe uma matriz
ortogonal real 2 x 2 P tal que

P'AP=P'AP=D

A0
0 X/’

onde D é da forma

Suponha-se que P = <p11 p12> , € seja

P21 D22
p11 p21 O
M= 1pi2 p2 O
0 0 1

Note-se que a submatriz de M formada pelas duas primeiras linhas e pelas duas primeiras
colunas é precisamente PT = P~!. Seja f = hj; a homografia de P?(C) associada a M. Entdo
a restricio de f a R? é uma isometria com matriz P7. Além disso, f(C) tem equacdo

XA*XT =0

onde A* = (M~Y)TAM~' = MAMT. A submatriz formada pelas duas primeiras linhas e pelas
duas primeiras colunas deste produto é precisamente PTA’P = D, e portanto A* tem a forma

A0 %
0)\2*

* % %
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Como f(C)NR? é a imagem de CNR? por uma isometria, basta verificar que f(C) é uma elipse,
uma parabola ou uma hipérbole. A equacio de C em R? tem o seguinte aspecto:

Mz + Xoy? + 2dx + 2ey + ¢ = 0.
Agora temos dois casos:

(i) Se A1 e Ay sdo ambos diferentes de 0, entdo, aplicando a f(C) uma translacgao de R

podemos eliminar os termos lineares e obtemos uma cénica de equacao
Mz + Xyl + =0.

Se A1 e A tiverem o mesmo sinal, isto é a equagdo de uma elipse (caso ¢ nao tenha o
mesmo sinal de A; e A2) ou nao tem solugbes (caso contrario). Se A1 e Ay tém sinais
diferentes, isto é a equacao de uma hipérbole.

(ii) Se um dos nimeros A1 e A9 é igual a 0, podemos supor sem perda de generalidade que
apenas A1 é igual a 0 (porque nao podem ser ambos nulos?). Aplicando uma translacgao
de R? a f(C), podemos eliminar o termo linear 2ey, e obtemos uma cénica de equacio

Xoy? +2dz +¢ =0

que é claramente uma parabola.

Tangentes nos pontos do infinito

Algumas cénicas C no plano Euclidiano, quando “projectivizadas” (isto é, quando se considera
a cénica no plano projectivo cuja restricio a R? é C) passam a ter pontos do infinito. As
tangentes a cénica nesses pontos sao precisamente as rectas a que chamévamos assimptotas

quando estudamos as cénicas no plano Euclidiano.

e Considere-se a pardbola em R? de equacio y* + 2pz = 0, onde p € R\ {0}. A equacio
homogénea correspondente é
v + 2pxz = 0.

O 1tinico ponto do infinito nesta cénica (obtido substituindo z = 0) é o ponto de coordena-
das homogéneas (1,0, 0). Pondo F(z,y, 2) = y>*+2pxz, obtemos VF (z,vy, 2) = 2(pz,y, pr),
de modo que %VF(L0,0) = (0,0,p). Assim, pela Observagao 5.2.6, a recta tangente &
parabola no seu ponto do infinito tem equacao pz = 0, ou seja, z = 0; é a recta do infinito,
e por isso nio a viamos como assimptota em R2.

e A hipérbole de equagao 2—; — z—; = 1 tem equagdo homogénea F(z,y,z) = 0, onde

F(z,y,z) = 2—2 — z—; — 22, Substituindo z = 0 na igualdade F(x,y,z) = 0, vemos que
os pontos do infinito na hipérbole admitem coordenadas homogéneas (a,b,0) e (a, —b,0).
Como %VF(:L’, Y, z) = (a%, b%, —z), as rectas tangentes & hipérbole no infinito, e portanto
as suas assimptotas em R?, admitem equacoes

xz )
——=>=0 —+Z=0.
a b ¢ a+b

Estas sao tanto as equagoes homogéneas como as equacoes cartesianas das rectas.

e Uma elipse nao contém pontos do infinito apds ser “projectivizada’.
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Equacao tangencial de uma coénica

Vamos comecar por estabelecer uma convencgao util:

Defini¢do 5.2.10. Seja 7 uma recta em P?(C). Dizemos que (a,b,c) é um tripleto de
coordenadas homogéneas para r se r admite a equagao homogénea ax + by + cz = 0.

Considere-se uma cénica regular C com matriz A. Sabemos que, se Xy é um tripleto de
coordenadas homogéneas para um ponto de C, entao a recta tangente a C nesse ponto admite
equacao homogénea

XoAXT = 0.

Assim, a recta tangente a C nesse ponto tem XgA como tripleto de coordenadas homogéneas.
Mas, se D = XA, entao tem-se

DATIDT = (XgA)A (X0 A)T = XoATX] = XoAXT = 0.

Reciprocamente, suponha-se que uma recta r tem D como tripleto de coordenadas homogéneas,
com D tal que DA~'DT = 0. Seja Xy = DA~!. Entdo tem-se

XoAXI = (DA™HYA(DA™HT = DA™ DT = 0.

Ou seja, Xg é um tripleto de coordenadas homogéneas para um ponto de C, e, como D = XA,
a recta r é tangente a C. Conclui-se o seguinte:

Proposicao 5.2.11 (Equacao tangencial de uma cénica regular). Seja C uma cénica reqular
com matriz A. Entao uma recta r de coordenadas homogéneas D € tangente a C se e so se

DAI'DT = 0.
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Exemplo 5.2.12. Considere-se a elipse de equagao homogénea

2 2
€ ) 2 _
ﬁ + be —2z2=0
& 0 0
a que correspnode a matriz simétrica A = | 0 b% 0 |. Entao

0 0 -1

a2 0 0

A7 =10 v o0
0 0 -1

de modo que, pondo D = (u,v,w), a equacio tangencial da elipse é a?u? + b?v? — w? = 0.
Se s6 nos interessarem rectas reais, podemos tomar w = —1; assim, as tangentes a elipse tém
equacoes cartesianas da forma

ur+vy=1 onde a®u®+b*0?=1.
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65.3 Polaridade em relacao a uma cénica

Chegamos a uma defini¢ao central no estudo das cénicas no plano projectivo.

Definigao 5.3.1. Seja C uma cénica regular em P?(C) com matriz simétrica associada A;
seja Q(X,Y) = XAYT. Dizemos que dois pontos P e P’ com coordenadas homogéneas
X e X' sao conjugados em relacao a C se

Q(X,X')=0.

Observagao 5.3.2. A relacdo de conjugacao é simétrica, devido & simetria da forma bilinear
Q. Além disso, um ponto P é conjugado de si préprio se e sé se P € C.

Nao ¢ dificil ver que o conjunto dos pontos conjugados de um dado ponto é uma recta. Isso
leva a seguinte definicao:

Proposicao/Definicao 5.3.3 (Pdlo e polar).

e Fixado um ponto P de coordenadas homogéneas X, o conjunto dos pontos que sao
conjugados de P em relagao a C constitui uma recta, de coordenadas homogéneas
D = X A. Essa recta diz-se a polar de P (em relacao a C).

e Dada uma recta em P?(C), ela é a polar de exactamente um ponto (com coordenadas
homogéneas DA™1). Esse ponto diz-se o pdlo da recta (em relacio a C).

Observagao 5.3.4. Se P € C, a polar de P é a recta tangente a C em P. (Logo, se r for uma
recta tangente a C, entdo o seu pélo é o ponto de tangéncia.) Além disso, a polar de P passa
por P seesése PeC.

Quando se trabalha com pélos e polares, a seguinte convengao tem a sua utilidade:

Dado um ponto representado por uma letra maiiscula, representamos a sua
polar (em relagao a uma determinada cénica) pela letra miniscula

correspondente. Assim, por exemplo p é a polar de P, e P é o pdlo de p.

A simetria da relagdo de conjugacao traduz-se, em termos de polares, no seguinte corolério
6bvio:
Corolério 5.3.5 (Teorema de La Hire’s). Para quaisquer dois pontos A e B em P%(C), tem-se
A€bseesdseBEeEa.

Demonstragcdo. Ambas as condigoes equivalem a A e B serem conjugados em relacdo a conica
considerada. 0

Resulta facilmente que a transformagao que envia cada ponto na sua polar em relagdo a uma
cOnica fixa envia pontos colineares em rectas concorrentes. Podemos também utilizar o Teorema,

de La Hire’s para dar uma descricao mais geométrica da polar de um ponto.
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Proposicao 5.3.6. Seja P um ponto exterior a conica regular C, e sejam S e T pontos em C

tais que as rectas PS e PT sao tangentes a C. Entao a polar p de P é a recta ST.

P

Demonstracao. Como s é a recta tangente a C em S, P pertence a s, e portanto S pertence a
p pelo Teorema de La Hire’s (Corolério 5.3.5). Analogamente, T pertence a p. Portanto p é a
recta ST, como pretendido. ]

Por esta altura, os leitores mais atentos deverao estar a pensar “Mas nés ja nao tinhamos
chamado polar a outra coisa, no final do Capitulo 37”. Sim, tinhamos definido a polar de um
ponto em relacdo a uma circunferéncia. E, portanto, ndo deve ser surpreendente saber que,
quando a cénica regular com que estamos a trabalhar é (restrita a R?) uma circunferéncia, a
polar conforme definida aqui é a mesma polar que definimos no Capitulo 3. A prova é imediata
combinando o seguinte resultado com o Lema 3.6.3:

Lema 5.3.7. Sejam C uma cénica regular em P?(C) e A e B pontos distintos ndo pertencentes
a C. Suponha-se que a recta AB intersecta C nos pontos P e Q. Entdo B pertence a polar de

A em relagio a C (ou seja, A e B sdo conjugados) se e sé se [P,Q; A, B] = —1.

Demonstragdo. Sejam Xy e X1 coordenadas homogéneas de A e B, respectivamente. Sabemos
do Capitulo 3 que os pontos da recta r que passa por A e B sdo os pontos que admitem
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coordenadas homogéneas da forma sXo + tX;, com (s,t) # (0,0), e além disso a estrutura de
recta projectiva em r é definida pela bijeccio r — P*(C) dada por

[sXo + tX1] — [(s,1)]. (5.6)

Suponha-se que C é dada pela equacao F(X) = 0, onde F(X) = Q(X,X) e Q é uma forma
bilinear simétrica. A intersecgao de r e C é dada pela equacao Q(sXo + tX1,sXo +tX1) = 0,
que, usando a bilinearidade de @), equivale a

F(X0)s?® +2Q(Xo, X1)st + F(X)t? = 0.

Como A e B nao pertencem a C, s = 0 e t = 0 nao sao solucbes da equacao. Podemos assim
supor que t = 1, e obtemos a equacgao

F(X0)s? +2Q(Xo, X1)s + F(X1) = 0.

Designem-se por s; e sy as solugdes desta equagao, de modo que P = [s1Xp + Xi] e Q =
[s2 X0+ X1]. Pelas Férmulas de Viete temos s1+s2 = —2Q(Xo, X1). Logo A e B sdo conjugados
em relagao a C se e s6 se s1 + s9 = 0.

Por outro lado, a bijeccao dada por envia P, @, A e B nos pontos de P!(C) de coorde-
nadas homogéneas (s1,1), (s2,1), (1,0) e (0, 1), respectivamente. Calculando a razao cruzada
destes quatro pontos utilizando directamente a Definicao 3.1.10, obtemos

52
[P,Q;A,B] = —.
S1
Portanto a condigao [P, @Q; A, B] = —1 equivale a s + s2 = 0, que, como vimos, equivale a A e
B serem conjugados, e isto conclui a prova. O

Observagao 5.3.8. De maneira semelhante ao Lema 3.6.3, este resultado dd-nos um método
para construir a polar de um ponto em relagdo a uma cénica regular utilizando apenas uma

régua nao graduada.

K

Seja I um ponto do qual queremos determinar a polar em relagao a conica regular C. Tomam-
se duas rectas por I, uma intersectando C em A e B e outra intersectando C em C e D.
Intersectam-se as rectas AC' e BD em K e as rectas AD e BC' em J. Entéo a recta JK é a
polar de I.
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Para justificar isto, observe-se que, pelo Lema 3.4.12, temos
[AD,BC; KI,KJ| = —1.

SeT=JKNABeS=JKNCD, entao estas quatro rectas cortam AB nos pontos A, B,I,T
e cortam CD nos pontos D,C,I,S. Portanto os quartetos (A,B,I,T) e (C,D,1,S) sao
harménicos. Como T é o conjugado harménico de I em relagdo ao par (A, B), conclui-se
do Lema 5.3.7 que T pertence a polar de I. Analogamente, S pertence a polar de I. Logo a
polar de I é a recta ST, ou seja, a recta JK.

Adicionalmente, note-se que, se a polar de I (portanto, a recta JK) intersectar C nos pontos F
e G, entao, como F esta na polar de I, também I estd na polar de F, e portanto I F' é tangente
a C; analogamente, IG ¢é tangente a C. Obtivemos portanto um método para construir as
tangentes a uma cénica (em particular, a uma circunferéncia) por um ponto exterior utilizando

apenas régua nao graduada.
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§5.4 Homografias de conicas e os Teoremas de Pascal e Brianchon

Para concluir a nossa viagem pelas cénicas no plano projectivo complexo, vamos mostrar que,
talvez surpreendentemente, as conicas regulares admitem uma estrutura natural de recta pro-
jectiva. De facto, fixando um ponto P numa coénica regular C, podemos considerar a bijeccao
que associa a cada ponto @) € C a recta PQ (se @ = P, interpretamos esta recta como a recta
tangente a C em P) e obtemos assim uma bijecgao de C no feixe das rectas que passam por P;
como ja temos uma estrutura de recta projectiva nesse feixe, obtemos uma estrutura de recta
projectiva em C. Mas nao é nada 6bvio que essa estrutura de recta projectiva nao depende da
escolha de P.

Antes de avangarmos, precisamos de rever brevemente a estrutura de recta projectiva num
feixe de rectas. Recorde-se que, fixado um ponto P no plano projectivo, definimos na Observagao
3.4.11 uma estrutura de recta projectiva no conjunto das rectas que passam por P enviando
primeiro cada recta que passa por P na sua interseccao com uma recta fixa ¢, e aproveitando
depois a estrutura de recta projectiva em ¢; mostramos que isto nao dependia da escolha de £.

Acontece que existe uma outra maneira natural de definir uma estrutura de recta projectiva
no conjunto das rectas que passam por P. Suponha-se que P admite um tripleto de coordena-
das homogéneas (x,y, z). As rectas que passam por P sao aquelas que admitem um tripleto de
coordenadas homogéneas (a, b, ¢) que satisfaz ax + by + cz = 0. Ora, o conjunto desses tripletos
(a,b,c) é um espago vectorial de dimensao 2, e portanto, se fixarmos dois tripletos (a,b,c) e
(a', b, ) correspondentes a rectas distintas (o que equivale a (a,b,c) e (a/,, ) serem linear-
mente independentes) todos os tripletos de coordenadas homogéneas de rectas passando por P
sao da forma s(a,b,c) +t(a’,b', ), com s e t ndo ambos nulos.

Podemos, entdo, definir uma estrutura de recta projectiva no conjunto das rectas que passam
por P do seguinte modo: comecamos por fixar duas rectas distintas que passam por P, com
tripletos de coordenadas homogéneas u e v, e enviamos a recta de coordenadas homogéneas
su + tv no ponto [(s,t)] € P(C). Esta estrutura de recta projectiva nao depende da escolha
de u e v (a prova é inteiramente andloga & do Lema 3.2.7). Mas o mais importante é que esta
estrutura é exactamente a mesma estrutura que tinhamos definido anteriormente no conjunto

das rectas que passam por P, e é isso que a préxima proposicao afirma.

Proposicao 5.4.1. A estrutura de recta projectiva definida acima no conjunto das rectas que
passam por P coincide com a estrutura de recta projectiva definida na Observacdo 3.4.11.

Demonstracao. Utilizando uma homografia apropriada, podemos supor que P admite coorde-
nadas homogéneas (1,0,0). A estrutura de recta projectiva que acabamos de definir resulta da
bijeccdo que associa & recta de equagao sy +tz = 0 o ponto [(s,t)] € P1(C), j4 que as rectas de
equacao y = 0 e z = 0 sdo duas rectas distintas que passam por P.

Observe-se agora que a estrutura de recta projectiva na recta de equagao x = 0 resulta da
bijec¢ao que associa ao ponto de coordenadas homogéneas t(0,1,0) + s(0,0,—1) = (0,¢,—s) o
ponto [(s,t)] € P}(C). Vejamos agora qual é uma bijeccio que induz no conjunto das rectas que
passam por P a estrutura antiga de recta projectiva. Uma recta que nao passa por P é a recta
de equagao x = 0. Intersectando esta recta com a recta de equagao sy +tz = 0 obtemos o ponto
de coordenadas homogéneas (0, t, —s), que posteriormente é enviado em [(s,t)] por uma bijecgao
que induz a estrutura de recta projectiva na recta de equacao x = 0. Esta é precisamente a
bijeccao que tinhamos obtido no paragrafo anterior, o que conclui a prova. O
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Estrutura de recta projectiva numa cénica regular

Precisamos, antes de mais, da seguinte definigao:

Definigao 5.4.2 (Pontos duplos de uma homografia). Sejam A e A’ pontos distintos em P?(C),
e sejam F(A) e F(A’) os feixes constituidos pelas rectas que passam por A e por A’, respecti-
vamente. Seja 7 : F(A) — F(A’) uma homografia que ndo fixa a recta AA’. Um ponto diz-se
um ponto duplo de 7 se for da forma ¢ N w(¢) para alguma recta £ € F(A).

O resultado central no que toca aos pontos duplos de homografias entre feixes de rectas é o
seguinte:

Lema 5.4.3. Seja m : F(A) — F(A") uma homografia que nao fixa AA'. FEntio o
conjunto dos pontos duplos de m € uma cdnica reqular que passa por A e A’.

Demonstragao. Utilizando uma homografia apropriada, podemos supor que A ¢ A’ admitem
coordenadas homogéneas (1,0,0) e (0, 1,0), respectivamente.

A estrutura de recta projectiva em F(A) é induzida pela bijecgao que envia a recta de equagao
sy +tz = 0 no ponto [(s,t)] € P}(C); a estrutura de recta projectiva em F(A’) é induzida pela
bijeccio que envia a recta de equacio s'x + t'z = 0 no ponto [(s’,¢')] € P}(C). Se a homografia
7 envia a recta de equagao sy + tz = 0 na recta de equagio s’z +t'z =0, o ponto [(s',t')] deve
exprimir-se em func¢ao do ponto [(s, )] através de uma homografia de P(R), isto ¢, temos uma
relagao da forma

(s, )] = [(as + bt, cs + dt)]

onde a, b, ¢, d sdo tais que ad — be # 0. Além disso, a condi¢ao de 7 nao fixar a recta AA" (que é
a recta de equacao z = 0) garante que b # 0. A igualdade [(¢,t')] = [(as + bt, cs 4 dt)] equivale
a ter-se
t'(as + bt) = §'(cs + dt),

isto é,

btt' + ast’ — ds't — css’ = 0. (5.7)
Suponha-se agora que (x,y, z) s@o coordenadas homogéneas de um ponto duplo de 7, isto é, de
um ponto que pertence a rectas de equacoes sy+tz = 0e s’z +t'z = 0 com s,t, s, t' relacionados

por . Multiplicando por 22, vem
b(t2)(t'2) +a(t'z)sz — d(tz)s'z — css’2> =0
que, usando tz = —sy e t'z = —s'x, simplifica para
ss'(bry — axz + dyz — c2?) = 0.

Portanto, pelo menos quando ss’ # 0, o ponto duplo em causa pertence & cénica de equagao
bry — axz + dyz — cz®> = 0. Note-se que esta conica passa por A e A’. Além disso, o caso s = 0
corresponde ao caso em que a recta escolhida a passar por A é a recta AA’ (que dd o ponto
duplo A) e o caso s’ = 0 corresponde ao caso em que a imagem da recta escolhida a passar
por A é a recta AA’ (que da o ponto duplo A’). Conclui-se que todos os pontos duplos de 7
pertencem a cénica C de equacio bry — axz + dyz — ¢z = 0. Como
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conclui-se que a cénica é regular.

Reciprocamente, suponha-se que (z,y,z) é um tripleto de coordenadas homogéneas de um
ponto V de C, de modo que bxy — axz + dyz — cz> = 0; queremos provar que V é um ponto
duplo de 7. Suponha-se que as rectas AV e A’V admitem equacoes sy +tz =0e s’z +t'z2 =
0; queremos provar que s,t,s’,t estdo relacionados por . Para isso basta multiplicar a
igualdade bxy — axz + dyz — cz? = 0 por ss’; substituindo na igualdade obtida sy por —tz e s'x
por —tz, obtemos a igualdade multiplicada por 22, o que prova que temos desde que
2 #0. Se z = 0, da equacao de C resulta que z = 0 ou y = 0, pelo que V = A ou V = A’; mas
estes sao evidentemente pontos duplos de m (porqué?), provando o resultado. ]

Podemos dizer algo ainda mais forte. Todas as conicas regulares que passam pelos pontos de
coordenadas homogéneas (1,0,0) e (0,1,0) tém equacio da forma bry — axz + dyz — cz? = 0,

M # 0. Mas entdo, da prova anterior, decorre que, dada qualquer cénica regular C

com
passando por A e A, existe uma homografia 7w : F(A) — F(A’) (que nao fixa AA’) tal que C
é o conjunto dos pontos duplos de w. Ou seja, a correspondéncia que, dado um ponto P € C,
associa a recta AP a recta A’P é uma homografia.

Mas, fixado um ponto A € C, sendo C uma coénica regular, podemos definir uma estrutura de
recta projectiva em C enviando inicialmente cada ponto V' € C narecta AV (se V = A, enviamos
na recta tangente a C em A) e, posteriormente, aproveitando a estrutura de recta projectiva ja
existente no feixe de rectas que passam por A. Isto induz uma nocao de razao dupla de quaisquer
quatro pontos distintos P, @), R e S em C, como sendo dada pela razao dupla [AP, AQ; AR, AS].
Suponha-se agora que escolhemos um ponto diferente A’. Entao as rectas A'P, A'Q,A'R, A’S
sao obtidas a partir de AP, AQ, AR, AS por uma homografia = : F(A) — F(A’), e portanto
[A'P,A'Q; AR, A'S] = [AP, AQ; AR, AS]. Ou seja, a nocao de razao dupla obtida ndo depende
da escolha de A, e portanto (pela Proposicao 3.1.14) a estrutura de recta projectiva obtida nao
depende de A! Temos assim uma estrutura natural de recta projectiva numa cénica regular.

Podemos assim falar em homografias entre cénicas regulares, e em particular de uma cénica
regular em si mesma. Vamos provar um resultado simples sobre estas homografias a partir do

qual obteremos os classicos Teoremas de Pascal e Brianchon.

Proposi¢cao/Defini¢ao 5.4.4. Seja C uma coénica regular em P?(C), e seja h : C — C uma
homografia diferente da identidade. Dado um ponto P, indicamos a sua imagem por h por P’.
Entao todos os pontos da forma AB’ N A’B estao sobre uma mesma recta. Essa recta diz-se o
etzo da homografia h.

Para provar este resultado, precisamos de uma observacao simples sobre homografias de P*(C).

Proposicao 5.4.5. Seja ¢ um conjunto com uma estrutura de recta projectiva complexa, e seja

h : € — { uma homografia. Entao h tem (pelo menos) um ponto fixo.

Demonstracdo. Podemos naturalmente supor que £ é P!(C); suponha-se que h = hys, onde M
é uma matriz invertivel 2 x 2 com entradas complexas. A aplicacdo linear Ty, : C2 — C? que
tem M como matriz em relagao a base candnica, como qualquer endomorfismo de um espaco
vectorial complexo de dimensao finita, tem um valor préprio: seja ele A, e seja v um vector

préprio associado. Tem-se entao
h([v]) = har([v]) = [T (v)] = [Mo] = [v]

e portanto [v] é um ponto fixo. O
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Com isto, estamos prontos para provar a Proposicao 5.4.4.

Demonstragao. Vamos ver dois casos.
Caso 1: h tem mais do que um ponto fixo.

Sejam U e V pontos fixos distintos de h. Sabemos entao que nao hd mais pontos fixos (pois
uma homografia de C que fixe trés pontos distintos é a identidade). Vamos provar que qualquer

ponto da forma AB’ N A’B pertence & recta r = UV.

Se um dos pontos A e B é U ou V nao ha nada a provar. Suponha-se agora que nao é o
caso. Seja ¢ : C — r a projeccao de C em r de centro A’, isto é, a aplicacao que a cada ponto
X em C faz corresponder a interseccao da recta A’X com r (onde, como habitual, se A" = X
interpretamos a recta A’X como a recta tangente a C em A’). Seja ¢ : r — C a projecgao de
r em C de centro A, isto é, a aplicacao que a cada ponto X em r faz corresponder a segunda
intersecgao da recta AX com C (tomamos a intersec¢ao diferente de A, excepto se AX for
tangente a C).

As aplicagoes ¢ e 1 sdo ambas homografias, portanto a composta 1 o ¢ também é uma
homografia. Mas 1) o ¢ envia A em A’ e fixa U e V, portanto coincide com h em trés pontos
distintos. Logo 1oy = h. Seja agora I = A’BNr. A projecgao ¢ envia B em I, e a projeccao v
envia I na segunda interseccao de AI com C. Portanto h = @ oy envia B na segunda intersecgao
de AI com C, pelo que A, I e B’ sao colineares, e portanto AB’ e A’ B intersectam-se em I, que

pertence a r por construgao.

Caso 2: h tem um tnico ponto fixo.

Seja U o tnico ponto fixo de h. Sejam A e B pontos distintos de U, e considere-se o ponto
I =AB'NnA'B.

Afirmamos que U é tangente a C. Se nao for o caso, UI intersecta C num segundo ponto V.
Considere-se a projecgao ¢ : C — UV com centro A’ e a projec¢ao ¢ : UV — C com centro A.
A homografia composta 1) o ¢ envia A em A’, B em B’ e U em U. Portanto coincide com h em
trés pontos distintos, logo h = 1 o . Mas 1 o ¢ fixa 0 ponto V', 0o que contradiz a suposicao de
que U é o unico ponto fixo de h. Logo Ul é tangente a C.

Mas, como A e B sao arbitrarios, conclui-se que todas as interseccoes da forma AB' N A'B
estao sobre a tangente a C em U, e em particular estao sobre uma mesma recta, estando a prova
terminada. O
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Desta nocao resulta de graca uma das joias da Geometria Projectiva: o Teorema de Pascal.

Teorema 5.4.6 (Teorema de Pascal). Sejam A, B, C, D, E e F seis pontos distintos sobre
uma conica reqular C. Sejam X = ABNDE,Y =BCNEF eZ=CDNFA. Entio X,Y e
Z sao colineares.

Demonstragao. Seja h a (tinica) homografia de C que envia A em D, B em FE e C em F. Entéao
X, Y e Z estao sobre o eixo de h, sendo portanto colineares. ]

Utilizando a teoria que desenvolvemos antes sobre polaridade, obtemos o seguinte resultado
irmao:

Teorema 5.4.7 (Teorema de Brianchon). As diagonais principais de um hexdgono circunscrito
a uma conica reqular sao concorrentes. Isto €, se a, b, ¢, d, e e f sao seis rectas tangentes a
uma conica reqular C e P =anNb, @ =bNc, R=cNd, S=dnNe, T=enf elU = fNa, entdao
as rectas PS, QT e RU sdo concorrentes.

P

Demonstragdo. Sejam A, B, C, D, E e F os pontos de tangéncia de a, b, ¢, d, e e f, respec-
tivamente, com C. Pelo Teorema de Pascal os pontos ABN DE, BCNEF e CDN FA estao
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sobre uma mesma recta k. Seja K o polo de k em relagdo a C. Vamos mostrar que K pertence
as rectas PS, QT e RU.

Basta provar que K pertence a recta PS; as outras sao andlogas. Pela Proposicao 5.3.6, a
polar p de P é a recta AB e a polar s de S é a recta DE. As rectas AB, DE e k (isto é, as
rectas p, s e k) s@o concorrentes por construcao; seja J o seu ponto de interseccdo. Como J
estd nas polares de P, S e K, pelo Teorema de La Hire’s (Corolério 5.3.5) P, S e K estao sobre
a polar de J. Em particular, K é colinear com P e S, e a prova estd acabada. O
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65.5 Exercicios e Problemas

5.1. Dada uma cénica C em R?, chamamos didmetro de C a uma recta cujo pélo em relacio a
C seja um ponto do infinito. Dois didmetros de C dizem-se conjugados se cada um deles passar
pelo pélo do outro (isto é, se os pélos desses didmetros forem pontos conjugados).

(a) Como sao os diametros de uma parabola? E de uma elipse ou hipérbole?

(b) Suponha que C é uma elipse/hipérbole de entro O, e que [ e m sdo didmetros conjugados
de C. Suponha ainda que [ intersecta C nos pontos P e (). Mostre que as rectas tangentes
a C em P e em (Q sao paralelas a m, e que os pontos médios das cordas de C paralelas a [
pertencem todos a m.

5.2. Sejam A, B,C, A’, B', C’ seis pontos no plano projectivo sem trés deles colineares. Prove o
reciproco do Teorema de Pascal: se os pontos X = BC'NB'C,Y = AC'NA'CeZ=AB'NA'B
forem colineares, entao A, B,C, A’, B’, C' estao sobre uma mesma cénica.

5.3. Seja C uma cénica regular no plano projectivo P?(C) e seja P um ponto exterior a C.
Considere a aplicacao h : C — C definida do seguinte modo: para cada A € C, h(A) é o segundo
ponto de intersec¢ao da recta PA com C; se PA for tangente a C, tomamos h(A) = A. Mostre
que h é uma homografia de C.

5.4. Sejam C e D circunferéncias ortogonais no plano Euclidiano, e seja h a restricao a C da
inversao em D. Mostre que h é uma homografia de C.

5.5. (a) Seja C uma cénica regular. Sejam 7' um ponto de C, P # T um ponto na tangente ¢
aCem T, e A+# B dois pontos de C tais que P € AB. Sejam ainda a e b as tangentes a
Cem Ae B,esejam R=aNb, D=tNae E=tNb. Mostre que:

(i) RT é a polar de P em relacao a C;

(ii) T é o conjugado harménico de P em relagao ao par (D, E).

(b) Conclua que, para qualquer recta ¢ tangente a uma hipérbole, o ponto médio do segmento
cortado em t pelas duas assimptotas é o ponto de tangéncia.

5.6. Dados quatro pontos A, B, C, D numa cénica regular C, mostre que as seguintes condigoes

sao equivalentes:
(i) As tangentes a C por A e C intersectam-se sobre BD;
(ii) As tangentes a C por B e D intersectam-se sobre AC}

(iii) [A,C;B,D] = —1.
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