Numeros p-adicos e aplicacoes

Nuno Arala






Conteudo

1. Valores absolutos em corpos|

[1.1. Motivacao: o papel da completude] . . . . . . . .. ..o o000

[1.2. Valores absolutos: definicoes e propriedades basicas|. . . . . . . . ... ... ...

I1.3. Valores absolutos em Q| . . . .
[1.4. O mundo nao arquimediano| . .

[1.5. Completamentos| . . . . .. ..

[2. Os numeros p-adicos|

[2.7. Aplicacoes| . . . . . . . ... ..

[3. Corpos locais|

[3.1. Corpos valorados discretos completos|. . . . . . . .. ... ... ... ...

3.2, Fxtensoes de valores absolutos|

[3.3. Ramificacao e inércial. . . . . .

[3.6. Teoria de Galois de corpos locais| . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...

13.7. O Lema de Krasner e aplicacoes|

[A. Corpos finitos|

10
12
14

19
19
25
32
36
46
53
56

67
67
70
73
78
80
83
88

93






s Valores absolutos em corpos

§1.1. Motivacao: o papel da completude

Para motivar um pouco os objetos que vamos introduzir, vamos falar um pouco sobre Anélise.
A maijor parte de nds ja teve algum contacto com Anélise ao longo da vida académica; estamos
todos mais ou menos familiares com Anadlise Real e até, quem sabe, com Andlise Complexa,
mas nunca ninguém nos tentou ensinar “Analise Racional”. Porqué? O que é que R e C tém
que Q ndo tem, e que faz com que ninguém esteja interessado em fazer Andlise no iltimo?

Vamos ver algumas patologias que aparecem naturalmente quando tentamos fazer Anélise em

Q.

Exemplo 1.1.1 (Patologias racionais).

Em Q nem sequer é facil definir funcoes “néo algébricas”. Podemos definir func¢oes racionais:

fungoes da forma f(x) = gg; onde P e () sao polindmios com coeficientes racionais. De

facto podemos definir fungoes deste tipo em qualquer corpo, nao necessariamente Q. Em
Andlise queremos mais do que isso, e queremos poder definir fungoes por “aproximacao”
com relativa facilidade. Mas em Q isso é um pesadelo! Por exemplo, vamos tentar definir a
funcao exponencial. Em C podemos definir

2 3 X _n

z¢  z z
exp(z):1+z+5+€+...zzg. (1.1)

n=0

Claro que precisamos de nos certificar de que esta série converge, mas isso é assegurado pelo

facto de a série dos valores absolutos ser limitada:

Em Q, este critério falha! Se tentarmos definir exp : Q — Q da mesma maneira, temos o
problema de que a série (de niimeros racionais)

o0 n

>
n!

n=1

ndo converge necessariamente para um racional quando x é racional, apesar de a série

“moralmente convergir” (afinal, a série dos valores absolutos continua a ser limitadal)

O leitor pode tentar por si e verd que nao é facil sequer construir uma funcao, digamos,
continua de Q em Q que nao seja essencialmente uma funcgéo racional. Fazer Anilise num

mundo destes parece extremamente pouco promissor!
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O problema, como podemos intuir a partir deste exemplo, é que Q tem “buracos”. Por
exemplo, hd um “buraco” no sitio onde devia estar o nimero » >~ %! Em Anélise gostamos
de poder definir objetos como limites, portanto é ttil trabalhar em espacos onde limites de
sucessoes existam sob condigoes bastante gerais. E existe um conceito na linguagem dos espagos
métricos que formaliza precisamente esta ideia de “nao ter buracos”; os espagos “bons” dessa

perspetiva sao os chamados espacos completos. Formulamos assim o seguinte principio geral:

Se queremos fazer Anadlise em algum espago, entao queremos que ele seja
completo.

Vamos recordar brevemente como se formaliza este conceito.

Definicao 1.1.2 (Sucessao de Cauchy). Seja (X, d) um espago métrico. Uma sucessao (Tp)n>1
de elementos de X diz-se uma sucessdo de Cauchy se para todo o € > 0 existe um natural N
tal que, se m,n > N, entao

(T, Tn) < €.

Definicao 1.1.3 (Espago completo). Um espago métrico (X, d) diz-se completo se qualquer
sucessao de Cauchy de elementos de X converge em X.

Porque é que espacos completos sdo “espacos sem buracos”? A ideia intuitiva é que a definicao
de sucessao de Cauchy é uma tentativa de definir “sucessao moralmente convergente”, ou seja,
é uma tentativa de definir sucessao convergente sem mencionar o limite da sucessdo. Mas uma
sucessao convergente continua a ser de Cauchy se retirarmos o limite do nosso espaco, portanto
sucessoes de Cauchy nao convergentes detetam “buracos”.

Mais formalmente, uma construcao classica a partir de espacos métricos da-nos o seguinte
resultado:

Teorema 1.1.4. Seja (X,d) um espaco métrico. Entao existe um espago métrico completo

(X,d) que estende (X,d), de tal modo que X ¢é denso em X. Além disso, (X,d) é tinico a
menos de isometria. Chamamos a (X,d) o completamento de X.

Com isto, podemos provar o seguinte:

Proposicao 1.1.5. Seja (X,d) um espago métrico. Entao

(1) Uma sucess@o (xn)n>1 de elementos de X € uma sucessao de Cauchy se e so se
existe um espago métrico (Y,d') que estende (X,d) tal que (z,)n>1 converge em
Y. (Por outras palavras: uma sucessao de Cauchy é o mesmo que uma sucessao

convergente, possivelmente fora do nosso espago.)

(ii) O espago (X,d) é completo se e so se € universalmente fechado, ou seja, se e sd se
X € fechado em Y para qualquer espago métrico (Y,d') que estende (X,d).

Demonstragao. Para provar (i), comecemos por supor que (zy),>1 converge para a € Y. Fixe-
mos ¢ > 0, e seja N tal que d(zy,a) < § para n > N. Entao, se m,n > N,

AT, ) < d(Tm,a) + d(a, z,) < % + % =ec.
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Logo (xy)n>1 é uma sucessao de Cauchy. Reciprocamente, se (2,,)n>1 ¢ uma sucessao de Cauchy,
considere-se o espaco (Y,d') = (X, d) dado pelo Teorema Entao (zp)n>1 € uma sucessao
de Cauchy em X , que é completo, logo converge em X.

Para provar (ii), suponhamos primeiro que (X,d) é universalmente fechado. Seja (zp)n>1
uma sucessao de Cauchy. Entao (por (i)) existe uma extensao (Y, d') de (X, d) tal que (zy)n>1
converge em Y. Seja a o limite da sucessdao. Entao a, sendo o limite de uma sucessao de
elementos de X, que é fechado em Y, pertence necessariamente a X. Ou seja, qualquer sucessao
de Cauchy em X converge em X, e portanto X é completo. Reciprocamente, se X é completo
e estd mergulhado no espaco Y, considere-se uma sucessao (z,),>1 de elementos de X que
converge em Y'; por (i) esta sucessao é de Cauchy, e portanto, como X é completo, converge em
X. Logo X é fechado em Y, e isto mostra que X é universalmente fechado. ]

A moral da histéria é:

Se um espago nao é completo, entao ha pontos fora do espago que merecem
ser acrescentados, e que sao importantes para fazer Analise.

Os nossos antepassados resolveram o problema da incompletude de Q “completando-o” através
da construcao que leva ao Teoremall.1.4] partindo da métrica em Q definida por d(z,y) = |z—yl,
e obtiveram R. O nosso objetivo aqui é estudar outras maneiras de completar os racionais, a
partir de outras métricas. Por exemplo, dado um primo p e um racional x # 0, podemos escrever

x:pn%

onde a e b sao inteiros nao divisiveis por p. Entao definimos

zlp=p"
e |0], = 0. Definindo d(z,y) = |z — y|p, obtemos uma métrica em Q diferente da métrica usual!
De facto vamos ver mais a frente que estas sao essencialmente as unicas métricas para além da
usual que satisfazem certas condi¢Ges de compatibilidade com a estrutura de corpo de Q.
Note-se que a nogao de “proximidade” em relacao a esta métrica é muito diferente da usual.
A ideia aqui é que dois inteiros estao muito “préximos” um do outro se sdo congruentes médulo
uma poténcia muito grande do primo p. E podemos completar Q em relacao a esta métrica
também, pelo processo que leva ao Teorema [[.1.4} ao fazé-lo, obtemos um corpo que cumpre os
requisitos para fazer Anéalise, e deste modo podemos utilizar ideias analiticas para tratar questoes
de Teoria dos Numeros. Este corpo chama-se o corpo dos niumeros p-ddicos, e é denotado na
literatura por Q.

Vamos fazer um passeio informal por Q,, antes de comecar a trabalhar rigorosamente com
ele. Uma caracteristica curiosa dos completamentos, que os distingue de @, é que tém “pou-
cas” extensoes algébricas. Isto nao é muito surpreendente: para estender algebricamente um
corpo devemos acrescentar-lhe uma raiz de um polinémio que ainda nao tenha raizes no corpo.
Ora, quando completamos um corpo, torna-se mais “facil” resolver equagoes polinomiais nele.

Pensemos em R: intuitivamente, é muito mais ficil a equacdo x> — 3z + 1 = 0 ter solucdo em
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R do que em Q, pois em R basta, por exemplo, encontrar a e b tais que a®> —3a+1 < 0 e
b3 — 3b + 1 < 0; garantir solucdes racionais é mais delicado.

Por exemplo, Q tem infinitas extensdes algébricas de grau 2: Q(v/2), Q(v/3), Q(+/5), . ... Por
outro lado, R s6 tem uma (que é C), e pode-se provar que Q5 sé tem 3 extensoes algébricas de
grau 2.

Vamos tentar brincar um pouco com esta afirmacao. Porque é que extensoes de grau 2 de Q5
sao tao “raras”? Para obter uma extensao quadrética (de grau 2) de Qs, devemos acrescentar a
Q5 uma raiz quadrada de um elemento de Q5 que ainda nao exista em Q5. Vamos tentar fazer
isso. Que tal, digamos, v/6? Sera que Q5(v/6) é uma extensdo de grau 2 de Q5? Ou serd que
V6 ja existe em Q5?

Para responder a isto, vamos utilizar o bindmio de Newton generalizado. Em R, tem-se a

identidade
«
1 Ol: n
(1+2) z(n>x

n>0

para |z| < 1, onde

Cﬁ ala—1)-(a—n+1)

n!
FEm particular, a série

Y2\, 1 1, 1 . 5 4, 7T 4

converge para uma raiz quadrada de 1 + x quando |z| < 1.
Analogamente, em Q5, devemos entéo ter

VE=VI+5=>)" <1£2> 5. (1.3)

n>0

Pode parecer estranho substituir z = 5, j& que a série em ([1.2)) apenas converge quando |z| < 1.
Mas isso é porque estamos formatados para pensar no valor absoluto usual; em Qs, o valor

absoluto certo a usar é | - |5, e de facto
5ls = = < 1
57 % .

Portanto é de esperar que a série em convirja em Q5 para uma raiz quadrada de 6! H4 no
entanto um pequeno problema. Embora a condicao |55 < 1 ajude a convergéncia da série, nada
nos garante que, em Qs, os coeficientes binomiais (17/1 2) nao sao demasiado grandes, a ponto de
cancelarem o decaimento das poténcias de 5. Vamos entao provar que isso nao acontece, pois
isso da-nos uma excelente desculpa para mostrar o tipo de raciocinios que os métodos p-adicos
permitem. Provaremos o seguinte

Lema 1.1.6. Para todo o inteiro positivo n,

()

Observemos que, tendo em conta a defini¢ao de | - |5, o que o Lema nos diz é que, quando

<1
5

escrevemos (17/I 2) como uma fragao irredutivel, o denominador nao é divisivel por 5. Isto nao é
imediato a partir da definicao de (% 2); a partida nao é ébvio que os fatores 5 do denominador



1. Valores absolutos em corpos 5

n! cancelem todos com os do numerador. Mas nao é mais do que um resultado puramente
aritmético, que até uma crianca seria capaz de entender. E, no entanto, vamos prové-lo usando
analise p-adica.

O conjunto Z dos inteiros nao é fechado em Q,. Isto é diferente do que acontece em R, onde
Z ¢ fechado. O fecho dos inteiros em Q, é um subanel de Q, habitualmente denotado por Zj:

sao0 os inteiros p-ddicos.

Zs — Qs

I ]

7 — Q

Prova do Lema. Afirmamos primeiro que % € Zs. Para o provar, note-se que

1 1
145452 +5% 4. = —— = ——
+5+5°+5" + 15 1
usando a férmula usual para a soma de uma progressao geométrica (que é valida pois |5]5 < 1!).
E portanto
1
5:—2—2-5—2-52—2-53—---

Logo % é o limite de uma sucessao de elementos de Z, e, como Zs é o fecho de Z, % € Zs.
Ou seja, vimos que existe uma sucessao (ay)r>1 de inteiros tal que

1 .
— = lim a.
k—o0

- (o)

¢é polinomial, e portanto é continua. Mas entao

()= ()
COL= ()

Mas, como os oy, sao todos inteiros, todos os coeficientes binomiais (O;f) sao inteiros, e, portanto,

()

Assim, decorre de (|1.4]) que ’(14 2) ’5 < 1, como pretendido. O

Notemos que a fungao

e portanto

(1.4)

5

<1
5
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§1.2. Valores absolutos: definicoes e propriedades basicas

Para completar um corpo, precisamos primeiro de ter uma métrica nesse corpo. As métricas
mais agradéveis (do ponto de vista da compatibilidade com a estrutura de corpo) sao as que se

obtém a partir de valores absolutos, que definimos a seguir.

Definicao 1.2.1. Seja K um corpo. Um walor absoluto em K é uma funcéo |-| : K — Rx>g

com as seguintes propriedades:
e Dado z € K, tem-se |z| =0 se e 86 se x = 0;
o |z +y| < |x| + |y| para quaisquer x,y € K (desigualdade triangular);
e |zy| = |z| - |y| para quaisquer z,y € K.

Ao par (K, |-|) chama-se um corpo valorado.

Exemplo 1.2.2.
(i) O valor absoluto usual em Q (ou R, ou C) é um valor absoluto.

(ii) Dado qualquer corpo K, podemos definir

0 sex=0
|z = .
1 caso contrario.

Este é um valor absoluto em K, o chamado wvalor absoluto trivial.

Se (K,|-|) é um corpo valorado, entdo K é automaticamente um espago métrico, sendo a
distancia entre x e y dada por |z — y|. Deste modo, um valor absoluto induz uma topologia em
K. Vamos agora definir um tipo especial de valor absoluto que terd um papel especialmente

importante para nos.

Definigao 1.2.3. Um valor absoluto |- | num corpo K diz-se nao arquimediano se verifica

a seguinte condicao extra:

o |z + y| < max{|z|,|y|} para quaisquer z,y € K (desigualdade triangular ul-

tramétrica).

Caso contrério, | - | diz-se arquimediano.

Para definir os valores absolutos nao-arquimedianos que terao maior importancia para nos,

comecamos por uma definicao preliminar:

Definigao 1.2.4 (Valoragao p-ddica). Seja p um primo. Dado um racional z # 0, podemos

escrever
n

=D

SalES]
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onde n é um inteiro e a e b sao inteiros nao divisiveis por p. Definimos entao a valoracao p-ddica

de x como sendo

vp(z) = n.
Definimos ainda v,(0) = co. Assim, por exemplo, v2(8) = 3, v3(54) = 3 e v3(12/7) = 1.
Proposigao 1.2.5. Para quaisquer racionais x e y e para qualquer primo p,
(i) vp(x +y) > min{vy(z), vy(y)};
(i) vp(zy) = vp(x) + vp(y)-

Demonstragao. O caso em que 0 € {z,y,z + y} é trivial. Caso contrario, comecemos por (i):
sejam x = p™¢ e y = p"g, onde p nao divide nenhum dos inteiros a, b, ¢,d. Suponhamos sem
perda de generalidade que m < n. Entao

mad~+p" b

TH+Yy=p bd

Como p nao divide bd resulta que vy(z 4+ y) > m = min{m, n}, como pretendido.

Para (ii), observamos que
g OC

rYy =P b
e portanto vy(zy) = m + n. O
Definigao 1.2.6 (Valor absoluto p-ddico). Seja p um primo. Dado x € Q, definimos

p*“P(x) sex #0

|zlp =
se x = 0.
Proposicao 1.2.7. A funcao |- |, define um valor absoluto ndo arquimediano em Q.
Demonstragio. E uma reformulacio imediata da Proposicao m O

Para concluir esta seccao, vamos provar dois lemas genéricos sobre valores absolutos. O
primeiro diz-nos que a topologia induzida por um valor absoluto num corpo essencialmente
determina o valor absoluto. O segundo dé-nos um critério 1til para um valor absoluto num

corpo ser nao arquimediano.

Definicao 1.2.8. Dois valores absolutos | - |1 e | - |2 num corpo K dizem-se equivalentes se
induzem a mesma topologia em K.

Lema 1.2.9. Seja K um corpo, e sejam |- |1 e |- |2 valores absolutos em K. As seguintes

condigoes sao equivalentes:
(i) |- |1 e|-|2 sdo equivalentes;
(i1) Para qualquer x € K, tem-se |z|1 <1 se e s6 se |x]a < 1;
(iii) Existe um numero real o > 0 tal que |x|2 = |z|{ para todo o x € K.

Demonstragdo. Vamos provar (i)=-(ii), (ii)=-(iii) e (iii)=-(i).
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e (i)=(ii): Suponhamos que |- |1 e |- |2 sdo equivalentes, e seja v € K tal que |z|; < 1.

Entao, para todo o inteiro positivo n, tem-se |z"|; = |z|}, logo

lim |z"; =0

n—oo
(pois |z|; < 1). Portanto a sucessdo das poténcias 1,z,z% 23,... tende para 0 em K,
em relacdo & topologia induzida por |- |;. Como a topologia induzida por |- |; é igual a
topologia induzida por |- |2, esta sucessao também tende para 0 em relacao a topologia
induzida por | - |2. Logo,

0= lim [z"]s = lim |z|5.
n—oo n—oo
Isto implica |z|2 < 1, e a implicagao contraria é andloga.

e (ii)=-(iii): Suponhamos que |z|; < 1 se e s6 se |z|2 < 1. Entao também temos |z|; > 1 se
e s6 se |z|a > 1 (basta aplicar a afirmagdo anterior a 2). Em particular, se |z|; = 1 para
todo o & # 0 também |z|2 = 1 para todo o z # 0, e o resultado é trivial. Suponhamos
portanto que | - |; nao é o valor absoluto trivial, e seja y € K tal que |y[; > 1. Entéo
lyl2 > 1, logo existe um real o > 0 tal que |y|2 = |y|{". Vamos provar que |z|2 = |z|{ para
qualquer z € K (podemos supor = # 0). Seja |z|; = |y[}, com b € R; basta provar que
|z|2 = |y}, pois entdo

a2 = [y|$* = |

Seja ' um ntmero racional arbitrdrio maior do que b, onde m e n sao inteiros e n > 0.

Entao

|z = |yl% < |yl

e portanto, usando a multiplicatividade de | - |1,

x?’l

7m < ]..

¥ h
Portanto, por (ii), vem que

‘/L,?’L

— <1

¥ 2
e entao

2|2 < [yl3"

Isto é verdade para qualquer racional 7> > b, e portanto conclui-se que
b
z]2 < |yl3-

De modo andlogo (usando racionais menores do que b desta vez), provamos que |x|z > |yl5,
e portanto |z|s = |y|}, como pretendido.

o (iii)=(i) é trivial.
O

Observagao 1.2.10. Nao é necessariamente verdade que, se | - |; é um valor absoluto e & > 0
é real, entao a funcao | - |2 definida por |z|s = |z|{ também é um valor absoluto (é verdade no
caso nao arquimediano, mas pode falhar no caso arquimediano).
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Lema 1.2.11. Seja |- | um valor absoluto num corpo K. Suponha-se que existe uma constante
M > 0 tal que
In| < M para todo o inteiro positivo n.

Entao | - | é nao arquimediano.

Demonstragao. O objetivo é, usando a condi¢ao do Lema, provar que a desigualdade triangular

|x+y| < |z|+|y| se melhora a si propria para a desigualdade ultramétrica |x+y| < max{|z|, |y|}.
Sejam z,y € K quaisquer, e seja n um inteiro positivo. Entao

2 (<2 )

k=0
Por hipétese tem-se |(})| < M, e além disso |z|*|y["* < max{|x,|y[}". Portanto

‘nfk'

[z +y* =z +y)" = "y

[z +y[" < (n+ )M max{|z], [y[}", ouseja, |z +y| < {/(n+ 1)M max{|z, [y|}.

Isto é verdade para qualquer inteiro positivo n, e como

lim Y/ (n+1)M =1

n—o0

resulta que |z + y| < max{|z|, |y|}, como pretendido. O



10 Nuameros p-adicos e aplicacoes

§1.3. Valores absolutos em Q

Nesta secgao vamos denotar por | - |o 0 valor absoluto usual em @Q (ou R), para reservar a
notagao | - | para um valor absoluto genérico.

Menciondmos no inicio que, se queremos fazer Andlise em Q, entao devemos “completi-lo” em
relagao a métrica induzida por um valor absoluto. Sabemos que, se usarmos o valor absoluto
| - |c0, Obtemos R; j4 menciondmos também os valores absolutos p-adicos, que conduzem aos
corpos QQ,. Serd que existem outros valores absolutos nao triviais em Q7 O teorema seguinte

afirma que, essencialmente, nao.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Ostrowski). Seja | - | um valor absoluto nao trivial em Q. Entdo

| | € equivalente a |- | ou a |- |, para algum primo p.

Demonstragcao. Comecemos por observar que um valor absoluto em QQ é determinado pela sua
restricao aos inteiros, uma vez que

’m’ _m|
nl = In|’
Assim, |- | é determinado pelos seus valores nos inteiros. Mais ainda, como [1]? = 12| = |1] vem

que |1| = 1, e portanto | — 1|2 = |(—1)?| = |1| = 1, pelo que | — 1| = 1; entdo | — n| = |n|, logo
| - | é determinado pela sua restrigdo aos inteiros positivos.
Sejam m e n inteiros positivos quaisquer com n > 1. Escrevendo m na base n, obtemos uma
igualdade
m=ag+an+---+an onde 0<a; <n.

log(m)
log(n)

Note-se que n” < m, e portanto r < . Seja N = max{1,|n|}. Aplicando valores absolutos

a igualdade acima, obtemos
Im| <lao| + las|[n] + - - +|ar[[n]",

e como |a;| < a; (porqué?) todos os termos |a;| sdo menores que n, e todas as poténcias de N
sao menores ou iguais a N", pelo que

log(m)
Im| < (14+r)nN" < {1+ log(m) n.N Togn) |
log(n)

Esta desigualdade vale para quaisquer inteiros positivos m e n com n > 1, logo mantém-se
valida se substituirmos m por m?, sendo ¢ um inteiro positivo arbitrario. Obtemos assim

og(m)
og(n

ou seja (extraindo a t-ésima raiz),
log(m)
|m‘ < \’/<1 + tlog(m))\t/ﬁ]\[ loi(n) .
og
Fixados m e n, esta desigualdade é valida para qualquer ¢, e como
tl
tim ¢ (14 2080 oy
t—500 log(n)

log(m)

m| < N Tostn . (1.5)

obtemos



1. Valores absolutos em corpos 11

Agora vemos dois casos:

|n| > 1 para todo o inteiro n > 1.

log(m)
Entao, na notagao anterior, tem-se N = |n|, e a desigualdade (1.5) dé-nos |m| < |n|Te®) o
que, para m,n > 2, equivale a ) )
|m|PEm < |n|Tem

1

Sendo isto verdade para quaisquer inteiros positivos m,n > 2, conclui-se que |n|®e™ é constante
1

(e maior do que 1 uma vez que |n| > 1); portanto existe C' > 1 tal que |n|*s(") = C para todo

o n > 2. Conclui-se que
In| = Cle() = ploa(C) — |p|loe(C)

para todo o inteiro n > 2. Como |1| = 1 isto também vale para n = 1, e portanto | - | coincide
com | - 8() hos inteiros positivos (e portanto em todos os racionais). Como log(C) > 0, pelo

Lema vem que |- | é equivalente a | - |-

|n| <1 para algum inteiro n > 1.

Entao, usando esse valor de n em (|1.5]), vem que
m| < 1

para todo o inteiro positivo m. Logo, pelo Lema|1.2.11] resulta que |- | é nao arquimediano.
Seja m o conjunto dos inteiros z tais que |z| < 1. Obviamente m é nao vazio pois 0 € m.
Além disso, se z,y € m, entao

|z —y| < max{|z], |y} <1

pelo que x —y € m. Ou seja, m é um subgrupo de Z, e portanto m = pZ para algum inteiro nao

negativo p.
Comecemos por observar que p # 0, caso contrario |m| = 1 para todo o inteiro m > 1 e
portanto | - | é o valor absoluto trivial. Afirmamos que p é primo. Caso contrario, podemos

escrever p = bc com b e c inteiros positivos menores do que p. Logo b e ¢ nao pertencem a
pZ = m, e portanto |b| = |c| = 1. Mas entao

|pl = [b] - e[ = 1,

o que é absurdo pois p € m. Logo p é primo, e |m| = 1 precisamente quando m nao é divisivel

por p.
Por fim, seja |p| = p

~® com o > 0. Entao, dado qualquer inteiro positivo n, podemos

n)

escrevé-lo na forma n = mp*»(™ com m nao divisivel por p, e

o] = fmllp|"#*) = prere().

Ou seja, | - | coincide com | - | nos inteiros positivos, e portanto nos racionais, sendo portanto

I
equivalente a | - |, como pretendido. O
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Nuameros p-adicos e aplicacoes

§1.4. O mundo nao arquimediano

Vamos comegar por fazer algumas consideracoes genéricas sobre propriedades gerais topoldgicas

e/ou métricas de corpos valorados nao arquimedianos. Em particular vamos ver como a desi-

gualdade ultramétrica torna certos aspetos da Anadlise “mais simples”’, mas ao mesmo tempo

mais contra-intuitivos.

Proposicao 1.4.1 (Patologias ndo arquimedianas). Seja (K,|-|) um corpo valorado ndo ar-

quimediano. Entdo

(i) Qualquer triangulo com vértices em K € isdsceles, sendo o “terceiro lado” menor ou igual

em comprimento aos dois lados iquais;

(ii) Qualquer ponto no interior de uma bola aberta é um centro da bola;

(iii) Qualquer bola aberta é fechada.

Demonstragao. (i) Sejam z,y,z € K. Entao

(iii)

[z =yl = [(z = 2) + (2 — y)| < max{le — 2|, [z —y[}.

Ou seja, no triangulo com vértices z,y, z qualquer lado tem comprimento menor ou igual
ao maximo dos outros dois. Se os trés lados tiverem comprimentos diferentes, entao
isto claramente é falso para o maior dos trés lados! Logo hé dois lados com o mesmo
comprimento. Se z for o vértice comum a estes dois lados, a desigualdade anterior implica

que o terceiro lado seja menor ou igual aos outros dois.

Seja B(z,r) a bola aberta de centro x e raio r > 0, e seja 2’ € B(xz,r). Dado y € B(2/,r),
tem-se

|z —y| < max{|z — 2’|, [z" —y[} <r

uma vez que tanto |x — | como |2’ — y| sdo menores que r por hip6tese. Logo B(a/,r) C
B(z,r). A inclusao contréria é andloga, logo B(z,r) = B(2/,r) para qualquer ' € B(xz,r)!

Vamos provar que o complementar de B(x,r) é aberto. Seja y um elemento de K fora
de B(x,r), ou seja, tal que B(z,y) > r. Seja z € B(y,r). Afirmamos que z também
pertence ao complementar de B(x,r), mostrando assim que esse complementar contém a
bola aberta de centro y e raio r e portanto é aberto, dado que y é arbitrério.

Para isso, observamos que
|l’ - y‘ < max{|y - Z|, |J" - Z|}’

ou seja, |z — y| é menor ou igual a |y — z| ou a |z — z|. Mas nao pode ser menor ou igual
aly—z|, pois ly—z| <relr—y|l>r Logo|r—y| <|r—z. Como |z —y| > r segue
que |x — z| > r, como pretendido.

O]

A préxima propriedade que vamos apresentar depende de supormos que o nosso corpo valo-

rado é completo. Qualquer aluno que ja tenha estudado séries sabe que, se uma série converge,

entdo o termo geral tende para 0. Mas o reciproco nao é verdadeiro (como qualquer pessoa



1. Valores absolutos em corpos 13

que j& tenha dado disciplinas de Calculo ja repetiu vezes sem contal): por exemplo, a série

harmoénica
o0

IE
n

n=1

nao converge em R, apesar de % tender para 0. Num corpo valorado (completo) nao-arquimediano,

passamos a ter uma equivaléncia!

Proposigao 1.4.2. Seja (K,|-|) um corpo valorado ndo arquimediano completo em relagao a

métrica induzida por | - |, e seja (an)n>1 uma sucessao de elementos de K. Entdo
o0
g an converge se e so se lim a, = 0.
1 n—oo
n—=

Demonstracao. O “sé se” é analogo ao caso real. Para provar a implicagdo da direita para a
esquerda, suponha-se que lim,,_,~ a, = 0. Fixemos € > 0, e seja N tal que |a,| < ¢ paran > N.
Seja ainda

Sp=a1+ -+ an.

Entao, para m,n > N (com m > n), tem-se
|$m = sn| = |ant1 + -+ + am| < max{|ansa], -, |am|} <e.

Logo (sp)n>1 ¢ uma sucessao de Cauchy, logo converge uma vez que K ¢é completo. Isto significa
. s . o0
precisamente que a série ) >° | a, converge. O
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§1.5. Completamentos

Como mencionado na introdugao, os nimeros p-adicos sao obtidos a partir dos niimeros racionais
por completamento em relacao ao valor absoluto p-adico; essencialmente acrescentamos aos
racionais limites das sucessoes de Cauchy que nao convergem. De facto, dado qualquer corpo
valorado (K,|-|), podemos considerar o seu completamento no sentido do Teorema e

vamos ver de seguida que esse completamento também é um corpo.

Proposicao 1.5.1. Seja (K, |- |) um corpo valorado. Entdo

(i) O seu completamento K também admite uma estrutura de corpo que estende a
estrutura de corpo em K;

(ii) O wvalor absoluto | - | pode ser estendido a K, de tal modo que a distancia entre
z,y € K € igual a |x —y|. Além disso, se || € nao arquimediano a sua extensdio
também é.

Nada disto ¢é dificil de provar. De facto, tanto a estrutura de corpo em K como a extensio
do valor absoluto sao definidas da maneira mais imediata possivel. O que se segue é apenas
uma verificacdo quase mecanica de que estas operagoes estao bem definidas e satisfazem as
propriedades que queremos.

Demonstragao. Para provar (i), sejam x e y elementos arbitrarios de K. Como K é denso em
K, existem sucessoes (Tp)n>1 € (Yn)n>1 de elementos de K tais que

r= lim z, e y= lim y,.
n—oo n—oo

Definimos entao
r+y= lim (x, +yn) e zy= lim (z,yn). (1.6)
n—o0 n—oo

Precisamos de verificar que estes limites de facto existem, que nao dependem das sucessoes (z,)
e (yp) consideradas, e por fim que K éum corpo com a soma e multiplicacao definidas por .

Para provar que existe o primeiro limite, observamos que (z,,) e (y,) sdo sucessoes de Cauchy
em K (pois convergem em K). Assim, fixado e > 0, existe N tal que |z, — | < Selyn—uyml < §
quando m,n > N. Logo, se m,n > N,

|(xn +yn) - (xm +ym)‘ S ‘xn _xm‘ + ‘yn _ym’ <E.

Isto mostra que (z, + yn)n € uma sucessao de Cauchy, que portanto converge em K , que é
completo. Para provar que existe o segundo limite, observamos que (z,,) e (y,), sendo sucessoes
de Cauchy, sao certamente limitadas, e existe M > 0 tal que |z,| < M e |y,| < M para todo o
n. Escolhemos agora N tal que |z, — Zm| < 557 € [Yn — Ym| < 557 quando m,n > N. Assim, se
m,n > N,

1 TnYn = TmYm| = |20 (Yn — Ym) + Ym(Tn — T

< |-Tn| : ‘yn - ym| + |ym‘ : |13n - 13m|
g g
M -—+ M - — =c¢.
Y VAL VA
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Portanto (x,yn)n ¢ uma sucessao de Cauchy e converge em K.

Vamos agora provar que as operacoes estao bem definidas. Consideramos para isso uma
segunda sucessao (z,),>1 de elementos de K que converge para x. Como (zy,)y € (2),), tém o
mesmo limite, a distdncia entre z,, e x], tende para 0 (isto é valido em qualquer espago métrico),
ou seja,

nh_)rlgo |z, — | = 0.

Mas entao

i | (24 ) — (& +9a)| = 0,
ou seja, a distancia entre x, + y, e x}, + y, tende para 0. Isto implica que os limites das duas
sucessoes, a existirem, sao iguais. Além disso,

lim |$nyn - :L‘;Lyn| = lim ‘yn| : |$n - 1{,1‘ =0
n—00 n—00

uma vez que (y, ), é limitada, logo os limites das sucessoes (T, yn)n € (T),Yn)n, a existirem, sao
iguais.

Falta provar que as operacoes definidas por definem um corpo. Todas as proprieda-
des das operagoes que nao a existéncia de inversos aditivos e multiplicativos sao obtidas pelas
propriedades correspondentes em K “passando ao limite”. Vamos provar apenas a proprie-
dade distributiva para exemplificar, deixando as restantes como exercicio. Sejam x,y,z € K.
Considerem-se sucessoes (Tn)n>1, (Un)n>1 € (2n)n>1 de elementos de K que tendem para z, y e
z respetivamente. Entao

2(y +2) = lm 2n(yn +2n) = H0 (Tpyn + 2n2n) = 2y + 22,

Seja agora x € K e seja (zp)n>1 uma sucessao de elementos de K que converge para z. Consi-

deremos a sucessao (—xy)p; como
[(=2n) = (=2m)| = [Tn — Tm|

e a sucessao (zp), é de Cauchy, a sucessao (—x,), também é, logo converge em K. O seu limite
—z satisfaz

r+ (—z) = (xn + (—2p))n = lim 0=0.

im
n—+00 n—00
Isto mostra a existéncia de inversos aditivos.

Por fim, seja x # 0 um elemento de K , € seja (x,), uma sucessao de elementos de K que
converge para z. Aqui a situagdo é ligeiramente mais delicada. Nao podemos simplesmente
considerar a sucessao <$> ; nada nos garante que todos os x,, sdo diferentes de 0. Rodeamos
esta dificuldade da seguintenforma: apenas um numero finito dos termos x,, sao iguais a 0, caso
contrario (x,), teria uma subsucessdao formada por termos iguais a 0 e portanto o seu limite
teria que ser igual a 0. Logo existe p tal que x, # 0 para n > p. Substituindo a sucessao
(n)n>1 pela sucessao (zp4p)n>1 Obtemos outra sucessao que converge para & € nao tem termos
iguais a 0.

Podemos assim supor que x, # 0 para todo o n; considere-se entao a sucessao <ﬁ>
Afirmamos que é uma sucessao de Cauchy. Para o provar, observe-se que existe § > 0 tal
que |z,| >  para todo o m, caso contrario (x,), teria uma subsucessao convergente para 0
(porqué?) e portanto o seu limite seria 0. Por fim, como (z,), é de Cauchy, existe N tal que
|T — Tn| < €62 para quaisquer m,n > N. Assim, se m,n > N,

1 1

Tm In

xn—xm‘ _|xn — T €62 .

" am| Jza] 60

TmTn
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Portanto (%) é de Cauchy, e converge em K. Denotando o seu limite por ™!, temos
"/ n

zz~' = lim xn-i: lim 1 =1.
n—o00 T n—o00
Isto mostra a existéncia de inversos multiplicativos.
Para provar (i), dado z € K definimos |z| = d(x,0), onde d ¢ a métrica em K. Sejam z e y
quaisquer elementos de K, e sejam (2 )n>1 € (Yn)n>1 sucessoes de elementos de K convergentes
para x e y, respetivamente. Entao

d(z,y) = lim d(zn,y,) = lim |z, — yp| = lim d(z, — yn,0) = d(x — y,0) = |z — y|.

Falta verificar que esta extensao de | - | define de facto um valor absoluto. Isso é obtido a partir
das propriedades de | - | em K “passando ao limite”. Por exemplo, como

para todo o n, o limite do lado esquerdo é menor ou igual ao limite do lado direito. Mas estes
limites sao | + y| e |z| + |y| respetivamente. A compatibilidade com o produto é andloga. [

Nao ¢ dificil ver que esta é de facto a dnica maneira de definir as operagoes de corpo em Kea
extensao do valor absoluto. De facto, num corpo valorado, as operagoes de soma e multiplicagao
sao continuas em relacao a topologia induzida pelo valor absoluto. Isto garante que as operagoes
de soma e multiplicacao em K tém que ser definidas por Podemos assim falar no corpo
valorado (K, |- |) que se obtém completando um corpo valorado (K, |- |).

Para terminar, vamos provar um Lema que nos diz algo sobre os valores tomados em R pelo

valor absoluto do completamento de um corpo no caso nao arquimediano.

Lema 1.5.2. Seja (K,|-|) um corpo valorado ndo arquimediano, e seja (K,|-|) o seu comple-
tament. Entao os valores tomados por |x| quando x percorre K sao precisamente os valores
tomados por |x| quando x percorre K (por outras palavras, o contradominio de |- | nao adquire

“valores novos” quando passamos ao completamento).
A prova é essencialmente uma consequéncia do seguinte resultado auxiliar.

Proposigao 1.5.3. Seja (an)n>1 uma sucessio num corpo valorado nao arquimediano (K, |- 1)
que converge para um limite a € K\ {0}. Entdo existe um inteiro positivo N tal que, sen > N,

entdo |ap| = |al.
Demonstragao. Como (a,) converge para a e |a| > 0, existe um inteiro positivo N tal que, se
n > N, entdo |a, — a| < |a|. Para n > N tem-se entao
|an| < max{’an - a‘7 ‘a’} - ’CL‘
mas também
la| = |a — apn, + an| < max{|a — a,|, |an|}.

Da segunda desigualdade decorre que |a| < |ay], j& que |a| > |an, — a| por hipdtese. Mas entao
da primeira vem que |a,| = |a|, e isto vale para todo o n > N. O

LCometemos aqui, como é frequente, o ligeiro abuso de notacéo de designar por | - | tanto o valor absoluto em
K como a sua extensao ao completamento K.
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Prova do Lema[L5.3. Seja z um elemento de K. Queremos provar que existe y € K tal que
ly| = |z|. Se x = 0 isso é 6bvio. Caso contrario, considere-se uma sucessao (& ),>1 de ele-
mentos de K que converge para z. Pela proposigao anterior tem-se |z,| = || para todo o n
suficientemente grande, logo podemos tomar y = x,, para um n apropriado. ]






2 = Os nameros p-adicos

§2.1. A aritmética dos inteiros p-adicos

A seguinte defini¢ao, nesta altura, nao deve ser surpreendente.

Definigao 2.1.1. Seja p um primo. O corpo Q, é o completamento de Q em relacao ao
valor absoluto p-ddico | - |,, e chama-se o corpo dos nimeros p-ddicos.

Neste momento, a definicao de Q, que temos é demasiado abstrata para podermos trabalhar
facilmente com ela; nesta secgao vamos tentar ganhar alguma intuicdo mais concreta sobre “com

que se parecem” os p-adicos.

Observagao 2.1.2. Pelo Lema m para todo o x € Q, \ {0} temos |z| = p™" para algum
inteiro n. Podemos assim definir v,(x) = n, estendendo a definicao da valoragao p-adica em Q

(Definicao [1.2.4]).

De modo a estudar propriedades algébricas dos p-adicos, vamos focar-nos num subanel espe-

cial, os inteiros p-ddicos.

Definicao 2.1.3. Seja p um primo. O anel dos inteiros p-ddicos Z;, é definido por

Zp={x € Qp:|z|, <1}

E imediato verificar que Zjp é de facto um anel, e que Z C Zj,; de facto podemos pensar em
Z,, como o “completamento p-adico” de Z da mesma forma que Q, é o completamento p-ddico
de Q. Esse é essencialmente o conteido da proposicao seguinte.

Proposicao 2.1.4. Z, € a aderéncia topoldgica de Z em Q.

Demonstracao. E imediato que Zj é fechado, sendo uma bola fechada no espago métrico Q,.
Resta mostrar que é de facto o menor fechado em Q, que contém Z.

Para isso, basta provar que, para qualquer z € Z, (sem perda de generalidade,  # 0) e
qualquer € > 0, existe n € Z tal que |z — n|, < . Para tal, notamos que, como Q é denso em
Qp, existe uma sucessao (zj)r>1 de racionais que converge para x. Pela Proposicao existe
N tal que, se k > N, entao |zg| = || < 1. Como a sucessao converge para = existe k > N tal
que |z — x| < €.

Portanto, em resumo, sendo m = x, m é um racional com |z —m/|, < € e |m|, < 1. Sera que
m é o inteiro n que procurdvamos? Infelizmente, ndo necessariamente, pois a condigao |m/|, <1
nao garante que m seja um inteiro. Na verdade, tendo em conta a defini¢do de |- |, sé garante
que

m = % com a e b inteiros e p 1 b.

19
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Entao precisamos de aproximar m por sua vez por um inteiro. Para isso, seja r um inteiro
nao negativo tal que p~" < €, e observemos que, como p nao divide b, p" e b sao coprimos, e
pelo Teorema de Bézout existem inteiros y e z com

by+p'z=1.

Logo
ap”z

b

a(l — by)

<p T <e.
b —p

p

p

J— (1/ J—
|m - a’y|p - ‘5 - ay‘p -
Ou seja, sendo n = ay, n é de facto um inteiro e |m — n|, < . Por fim,
[z — nlp < max{|z —mlp,[m —nly} <e
concluindo a prova. O

Vamos entao estudar algumas propriedades algébricas do anel Z,. Comecamos por determinar

os elementos invertiveis:

Proposicao 2.1.5 (Unidades de Zy,). O grupo Z; dos elementos invertiveis de Z, ¢é
Up={x€Zy:|z|, =1}
Demonstragao. Seja x um elemento invertivel de Z,, e seja y o seu inverso. Entao

1= |acy\p = ’m‘p’y‘zr

Como |z, e |y|, sdo menores ou iguais a 1, a igualdade anterior s6 pode ocorrer se |z|, = |y|, = 1.
Em particular, z € U,.

Reciprocamente, suponha-se que x € U,. Entao z # 0 e existe y € Q, tal que zy = 1. Mas
entdo 1 = |zy|, = |z|p|ylp, Pelo que, como |z|, = 1, também se tem |y|, = 1. Logo y € Z,, e =

¢ invertivel em Z,. O

Isto implica em particular que muitos inteiros que nao sao invertiveis em Z passam a ser
invertiveis em Zj,; de facto, todos os inteiros nao divisiveis por p sao invertiveis em Z,. Portanto,
de certo modo, os primos diferentes de p perdem “peso aritmético” quando passamos de Z para

L.
Vamos sentir agora o efeito dessa perda ao estudar os ideais de Z,. De facto, os ideais em Z
gerados por elementos nao divisiveis por p vao “perder-se” (no sentido de deixarem de ser ideais
proprios) quando passamos de Z para Z,, e sobram apenas os ideais gerados por poténcias de

p.

Proposigao 2.1.6 (Ideais de Zy). Os ideais de Z, sio (0) e os conjuntos da forma
Py ={p"x:x €Ly}

com n inteiro nao negativo.

Demonstracao. Que estes conjuntos sao de facto ideais é imediato. Suponha-se agora que a é
um ideal nao nulo de Zj, e seja  um elemento de valor absoluto p-adico maximo em Z, (por
que razao existe z7)

Seja |z| = p~", com n > 0. Afirmamos que a = p"Z,.
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Em primeiro lugar, se y # 0 pertence a a entao |y| < |z| = p~™ por defini¢ao de z. Logo,

X

pn

<1

p

e portanto ﬁ € Ly, e x € p"ZLy. Isto mostra que a C p"Z,.

Reciprocamente, seja y € p"Z,. Entao |y|, < p™ = |zp, logo ’%’p < 1. Entdo ¥ € Z,, e
como x € a resulta que y = z - % € a (porque a é um ideal). Isto mostra que p"Z, C a.
Logo a = p"Z,,. O

Em particular, conclui-se da proposicao anterior que 7Z, é um dominio de ideais principais
(todos os ideais sao principais), e além disso que possui um unico ideal maximal, que é pZ,.
Anéis com um unico ideal maximal sdo conhecidos como anéis locais.

Vamos de seguida descrever os quocientes de Zj, pelos seus ideais.

Proposigao 2.1.7 (Quocientes de Zy,). Para todo o inteiro ndo negativo n, existe um isomor-

fismo

Z/p" L —= Ly | Ly

a+p"Z —— a+ p"ZLy,.
Demonstragao. Consideramos o homomorfismo composto f : Z — Z,/p"Z, dado por

Z— 7,

|

Ly / P Ly

onde o primeiro homomorfismo é a inclusao natural e o segundo é a projecao canénica de Z,
em Zy/p" Zy.

Este homomorfismo envia a € Z em a+p"Z,. Temos portanto a € Ker(f) se e s6 se a € p"Z,.
Isto equivale a ter-se v,(a) > n, o que para um inteiro a significa precisamente que a € p"Z.
Logo Ker(f) = p"Z, e o primeiro teorema do isomorfismo dé-nos um homomorfismo injetivo ¢

que encaixa no diagrama abaixo.

Z— 7,

| !

LIp"L —5= Lp[p"Lp

E imediato que ¢(a + p"Z) = a + p"7Z,, logo resta-nos verificar que ¢ é sobrejetivo. Essa é na
verdade a esséncia da prova. Queremos provar que qualquer classe de congruéncia em Z,/p"Z,
tem um representante inteiro; ou seja, que dado qualquer x € Z, existe a € Z tal que x — a ¢
divisivel por p" em Z,,.

Mas pela ProposigéoZ é denso em Z,, e em particular existe a € Z tal que |[z—al, < p™".
Isto equivale precisamente a ter-se p" |  — a em Zj,, como pretendido. ]

Portanto, embora Z, seja estritamente maior do que Z, quando vemos moédulo p™ nao con-
seguimos ver a diferenca, por muito grande que seja n. Vamos ver como a proposicao anterior

nos d4 uma maneira muito concreta de pensar nos elementos de Z,,.
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Proposigao 2.1.8 (Expansao em base p em Zy,). Qualquer a € Z,, pode ser escrito de maneira

unica na forma

o0
a:ao+a1p+a2p2+a3p3+'~Zzajpj (2.1)
j=0

onde os a;’s sao inteiros com 0 < a; < p. Reciprocamente, para quaisquer a;’s nestas condigoes,
a série anterior converge para um inteiro p-ddico.

Demonstragao. Seja a € Z,. Pela Proposicao m existe ag € Z tal que a = ag (mod p), e
podemos escolher ag de modo que 0 < ag < p. Desta forma a — ag = x1p para algum x1 € Zj,
e temos

a = ag + T1p.

Novamente, temos z1 = a; (mod p) para algum inteiro a; com 0 < a; < p, pela Proposigao
2.1.7) e assim podemos escrever 1 = ay + zop com x3 € Zy. Assim temos

a=ag+a1p+ xgpQ.
Continuando este processo, obtemos para cada k uma igualdade
_ k—1 k
a=ap+aip+---+ ap_1p + xip

com 0 < a; < p para cada i, e desta forma

la—(ap +a1p+ -+ + ap_1p" )| < p*
pelo que |a — (ap + a1p + -+ + aj_1p* )|, tende para 0 quando k tende para infinito. Isto

significa precisamente que a série
o

> av
§=0
converge para a.

Para provar unicidade, provamos por inducao em k que a; ¢ unicamente determinado por a.
Obviamente ag é unicamente determinado pois em temos a = ag (mod p) e cada classe de
congruéncia em Z/pZ (e, portanto, pela Proposigao em 7 /pZ) tem um dnico representante
inteiro em {0,...,p — 1}. Suponha-se agora que ao,...,ax_1 sdo unicamente determinados, e
observemos que se pode reescrever como

a—(ap+- +ap_1p"!
( o ) = g + Qp1p + appop” +

Portanto temos b1
a—(ag+ -+ ag_1p"
ap = ( o ) (mod p)

e, como vimos antes, s6 existe um inteiro ax € {0,...,p — 1} com essa propriedade.

Por fim, a convergéncia de uma série do tipo apresentado em ({2.1)) é uma consequéncia trivial
da Propisi¢ao [[.4.2] O

Como sabemos, qualquer inteiro positivo ¢ admite uma representacao em base p; isso equivale
a ter-se uma igualdade do tipo (2.1)) em que a soma do lado direito é finita, ou seja, a; = 0 para
todo o ¢ suficientemente grande. Para os inteiros p-adicos, temos uma representacao do mesmo

tipo, mas potencialmente infinita.
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Outra maneira de pensar em 7,

Consideremos os anéis Z/p"Z, com n inteiro positivo. Para cada n, temos um homomorfismo
natural 7, : Z/p"*\Z — Z/p"Z (essencialmente, dado um inteiro reduzido médulo p"*1, po-
demos “reduzi-lo ainda mais”, médulo p™). Podemos encaixar estes homomorfismos uns nos

outros, como no seguinte diagramas:
C——» L/PPL — Lp*L — LJp3L — L[p*L —» L/pL

Vamos dizer que uma sequéncia (z,),>1, com x, € Z/p"Z para cada n, é compativel se
Tn(Tnt1) = T, para cada n, ou seja, se z,, for obtido “reduzindo z,4+1 médulo p™” para cada n.

Seja agora x um inteiro, e considere-se a sequéncia z, = x + p"Z. Entao obviamente (z)n>1
é uma sequéncia compativel. Serd que qualquer sequéncia compativel pode ser obtida desta

forma? O exemplo seguinte mostra que nao.

Exemplo 2.1.9. Seja p = 3, e seja x, = 1 +3 4+ 324+ ... + 371 Afirmamos que esta
sequéncia nao se obtém reduzindo um mesmo inteiro médulo 3" para cada n, ou seja, que

nao existe um inteiro x tal que
x =z, (mod3") para cada n.

Suponhamos por absurdo que existe um tal inteiro. Entao, para cada n, temos 2z + 1 =
2z, +1 (mod 3™). Mas

3" -1

20, +1=2- +1=3"=0 (mod 3").

Portanto temos 2z + 1 =0 (mod 3™) para qualquer n, ou seja, 2x + 1 é divisivel por todas
as poténcias de 3. Isto é absurdo porque o Unico inteiro divisivel por todas as poténcias de
3 é 0, que nao é da forma 2z + 1 com x inteiro!

O leitor ja deve estar a imaginar para onde estamos a caminhar; se substituirmos Z por Z,,
o caso muda de figura. Mantendo a sequéncia (z,,), do exemplo anterior, o inteiro 3-adico

1+3+3°+3 +--

(que é igual a —%,

facto, isso ndo é coincidéncia; se substituirmos inteiros por inteiros p-adicos, qualquer sequéncia

mas isso nao interessa) reduz-se médulo 3" para z,, para cada n! E, de

compativel (x),>1 com z,, € Z/p"Z para cada n passa a ser obtida reduzindo um mesmo
numero médulo p” para cada n, considerando a identificacao natural da Proposicao [2.1.7] entre
Z/p"Z e Zy/p"7Zy, (reparando assim um “defeito” de Z).

Proposicao 2.1.10. Seja (zy)n>1 uma sequéncia compativel (com x, € Z/p™Z para cada n).

Entao existe x € Zy, tal que

=z, (modp")

para todo o inteiro positivo n.



24 Nuameros p-adicos e aplicacoes

Ideia da prova. Para cada n, seja X, um elemento qualquer de Z, tal que a projecao de X,, em
Z/p"Z é igual a xz,. A condigdo de compatibilidade garante que

X, =X,, (modp™) sempre que n > m.

Ou seja, | X, — Xom|p < p~™, e isto mostra que (X,)p>1 é uma sucessao de Cauchy. Como Z,, é

completo, esta sucessao converge em Z,, e o seu limite  tem a propriedade pretendida. O
Vamos olhar novamente para o diagrama seguinte:
C— Z/p°2 s 7/ s 7)pP7 s 7/p*Z — Z/pZ

Uma maneira de interpretar a proposigao anterior é imaginar que Zj, estd no “extremo esquerdo”
deste diagrama. Num certo sentido, Z, é o limite dos anéis Z/p"Z quando n tende para infinito.
Existe um conceito de Teoria das Categorias (o conceito de limite inverso ou limite projetivo,
denotado 1&1) que formaliza esta intuigao:

Mais uma curiosidade: usando a proposicao anterior, podemos identificar elementos de Z, com

sequéncias compativeis (z,),. Essas sequéncias podem ser vistas como elementos do produto

[1z/rz.

Ora, neste produto cartesiano temos uma topologia natural: a topologia produto resultante de

cartesiano

munir cada fator com a topologia discreta. O conjunto das sequéncias compativeis fica assim
com uma topologia induzida, e essa topologia coincide com a topologia p-ddica em Z,! A prova
fica como exercicio para o leitor...
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§2.2. O Lema de Hensel

Nesta secgao e na préoxima vamos abordar o problema de resolver equacoes polinomiais em @,
e Zp. O instrumento principal serd um resultado fundamental sobre o anel Z, (que também
é valido para outros anéis com propriedades semelhantes), conhecido como o Lema de Hensel
(em homenagem ao inventor/descobridor dos p-adicos, Kurt Hensel).

Suponhamos que temos um polinémio f € Z,[X] e queremos saber se a equacao

f(z) =0

tem uma solugao em Z,. Se tiver, entao em particular a congruéncia

f(z)=0 (mod p)

tem uma solugdo. Por outras palavras, se f designar o polinémio em (Z,/pZ,)[X] = F,[X]
obtido reduzindo os coeficientes de f médulo p, entdo a equacdo f(x) = 0 tem uma solucio em
IE‘p.\

A partida nao temos nenhuma razao para esperar que a implicagao contraria seja verdadeira.
Afinal, a afirmacao “f(z) é multiplo de p” parece a primeira vista muito mais fraca do que a
afirmacao “f(x) é igual a 0”. A magia dos inteiros p-adicos é que, surpreendentemente, esta
implicagao é de facto “quase verdadeira”; isto é, é verdadeira em condigbes bastante gerais!
Esse é o conteiiddo do Lema de Hensel.

Vamos comecgar por refletir um pouco sobre um exemplo muito concreto deste fenémeno.
Quem ja estudou Teoria dos Numeros estd familiarizado com o problema de decidir se um
inteiro é ou nao um residuo quadrdtico médulo um primo p. Isto é, dado um primo p e um
inteiro a, podemos perguntar-nos se a ¢ um quadrado moédulo p, ou seja, se existe = tal que
22 = a (mod p). Por outras palavras, queremos saber se a equacao f(z) = 0 tem solucio em
Fp, onde

f(X)=X%—a.

Existe uma vasta teoria sobre estas equacoes quadraticas médulo primos, e em particular existe
uma maneira bastante rdpida de decidir se a equagao/congruéncia anterior tem solugdo ou
nao, usando auténticas jéias da Teoria dos Numeros como a fantdstica Lei da Reciprocidade
Qudrética. Mas a maior parte dos textos introdutérios de Teoria dos Numeros deixa de lado
uma questao natural: e se o mddulo nao for primo?

Usando o Teorema Chinés dos Restos é facil reduzir a questdo da solubilidade de z? = a
(mod n) ao caso em que n é uma poténcia de um primo, digamos n = p*. Portanto a questao
natural é a seguinte: da para desenvolver uma teoria andloga para decidir se a congruéncia
22 = a (mod p*) tem solucio?

A resposta é um pouco inesperada: sim, d4, e na verdade, em geral, ao decidirmos se a

congruéncia 2 = a (mod p) ja tem solucdo ja fazemos praticamente o trabalho todo. Ou seja,

em geral, se a congruéncia z?> = a (mod p) tem solucdo, entdo a congruéncia 22 = a (mod p*)
tem solugao para todo o k! Vamos ver um exemplo para ganhar alguma intuigdo sobre o que

acontece.

Exemplo 2.2.1. Suponhamos que queremos resolver a congruéncia x> = 2 (mod 7%). A
congruéncia “mais simples” 22 = 2 (mod 7) tem a solugdo z = 3. Vamos tentar resolver
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um problema intermédio, e procurar uma solucao de 22 = 2 (mod 72). Como em particular

2 —

queremos x (mod 7), é natural procurar z de modo que z = 3 (mod 7), e portanto

procuramos solugoes da forma x = 3 + Tk. A congruéncia fica assim
(3+7k)>=2 (mod 7?) ouseja, 32+42k+7*k*=2 (mod 7?).

Podemos simplificar um pouco; a parcela 72k? é 0 médulo 72 e pode ser eliminada, ficando-se

assim com
42k +7=0 (mod 7%) ou, dividindo por 7, 6k+1=0 (mod 7).

Ou seja, a nossa congruéncia quadratica médulo 72 transformou-se numa congruéncia linear
modulo 7! E congruéncias como a anterior tém sempre solugdo, que pode ser facilmente
encontrada com o Algoritmo de Euclides; neste caso uma solucao é k = 1, e obtemos a
solucao

r=3+Tk=10

para a congruéncia 2 = 2 (mod 72)!

Isto funcionou muito bem, portanto vamos levar tudo um nivel acima e tentar adaptar o
método para resolver 2 = 2 (mod 7%). Tendo em conta que em particular queremos que a
congruéncia se verifique médulo 72 e o nosso resultado anterior, é natural escolher = 10

(mod 7%); procuramos entdo uma solucio da forma z = 10 + 7?k. A congruéncia fica
(104 7*k)2 =2 (mod 7®) ouseja, 980k +98=0 (mod 7%).

As parcelas do lado esquerdo sdo divisiveis por 72 (e isso ndo é concidéncia!), portanto
podemos dividir tudo por 72 e ficamos com

20k+2=0 (mod 7).

Mais uma congruéncia linear simplicissima! Desta vez k = 2 resolve isto, e obtemos a
solucao
z =10+ 7°k = 108.

Estamos quase; s6 precisamos de subir mais um nivel para resolver a congruéncia original

2?2 = 2 (mod 7%). Naturalmente, procuramos uma solu¢io da forma x = 108 + 73k, e a

congruéncia fica
11662 + 74088k =0 (mod 7%)

mas as parcelas do lado esquerdo sdo divisiveis por 72, e entdo obtemos
344216k =0 (mod 7) ou seja, 6 + 6k =0 (mod 7).
Desta vez a solugao é k = 6, e obtemos
z =108 + 7°k = 2166

que é uma solucao da congruéncia original!
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Notemos que, tendo em conta os passos pelos quais obtivemos a solucao x final, é natural
reescrevé-la como
T=3+1xT7+2x7*+6xT7.

Isto é a cauda de uma expansdao em base p, e podemos imaginar que, ao iterar este processo,
estamos a construir passo a passo um inteiro 7-adico! E esse inteiro 7-ddico vai ser uma solugao
da equacdo 2% = 2 em Zr. E essa a ideia por detras do Lema de Hensel; algo tao simples como
uma solucao em F7 leva a uma solucao em Zsy.

Encontrar uma raiz de um polinémio permite-nos fatorizar um polinémio; se « é uma raiz
de f(X) entao f(X) é divisivel por X — a. Portanto podemos pensar no problema de fatorizar
polinémios como um problema que generaliza o de resolver equagoes polinomiais. Vamos assim
enunciar e provar a nossa primeira versao do Lema de Hensel neste contexto mais geral: uma

fatorizagao de um polinémio em [F), leva a uma fatorizacao de um polinémio em Z,,.

Lema 2.2.2 (Lema de Hensel, versao 1). Seja p um primo e seja f € Zp[X] um polindmio.
Seja f o polinémio em Fy[X] obtido reduzindo f mddulo p coeficiente a coeficiente. Suponha-se

que existem polindmios ¢1 e ¢po em Fp[X], primos entre si, tais que

f=d1¢0.

Entao existem polindmios f1, fa € Z,[X] tais que fi = ¢1 (mod p), fo = ¢ (mod p), deg(f1) =
deg(¢1)7 €

= rffa

Em poucas palavras: se um polinémio em Z,|X] “fatoriza mddulo p (em fatores coprimos!)”
P
entdo fatoriza mesmo em Zy[X].)

Demonstragdo. Vamos construir duas sucessoes de polinémios em Z,[X], digamos ( fl(n))nzl e
( fén))nzl, com as seguintes propriedades:

(i) deg(f{") = deg(¢1) e deg(f3") < deg(f) — deg(¢1) para cada n > 1;

(ii) fln) = ¢1 (mod p) e f2n) = ¢9 (mod p) para cada n (as congruéncias sao consideradas
coeficiente a coeficiente);

(iii) f= fl(n)fQ(n) (mod p") para cada n;
(iv) fl(nH) = fl(n) (mod p") e f2(n+1) = 2(n) (mod p™) para cada n.

Se conseguirmos construir estes polinémios, o Lema segue: a sucessao de polinémios fl(n) é uma
sucessao de Cauchy em Z, pela condigao (iv), no sentido de que a sucessao dos coeficientes de
cada grau é uma sucessao de Cauchy, e portanto a sucessao fl(n) converge para um polinémio, no
sentido de que a sucessao dos coeficientes de cada grau converge, pela completude de Z,. Seja
esse polinémio f1. O mesmo acontece com os polinémios f2(n): a sucessao que formam converge
para um polinémio fo, no sentido de que a convergéncia ocorre coeficiente a coeficiente. (Para
isto é essencial a condigao (i), que garante que os graus dos fl-(n) sao limitados; caso contréario
nao terfamos a garantia de que f; e fo s6 tém um ndmero finito de coeficientes diferentes de
0.) A condicao (iii) garante que os produtos fl(n) fz(n) convergem para f, o que garante que
fif2 = f. Por fim, a condi¢ao f1 = ¢1 (mod p) e fo = ¢2 (mod p) resulta de (ii).

Vamos entao provar que existem os fl(n) e fg(n). A construcao serd feita por inducao. Para
n = 1, simplesmente escolhemos quaisquer polindmios fl(l) e f2(1) que moédulo p sejam iguais a
@1 e ¢y respetivamente (tendo o cuidado de garantir a condicao (i)).
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n+l) o f(n+1) da

Suponhamos agora que ja escolhemos fl(n) e fz(n). Procuramos polinémios f1( )

forma
U = 1 g B = 1Y 40 22)

Isto garante automaticamente a condigao (iv), logo resta-nos provar que podemos escolher g; e
g2 de tal modo que as condigdes (i) e (iii) sejam satisfeitas. Queremos assim que

F=0" +0g) (A + p'ga)  (mod p*th)

n+1)

e expandindo e notando que p*>"* =0 (mod p , isto simplifica para

F= I = pr g + £ gy)  (mod pnth.

Pela hipotese de inducao f— fl(") fQ(”) ¢ divisivel por p", logo podemos escrever f— fl(n) f2(n) =p"h
para algum polinémio h, e a congruéncia fica

p"h=p"(f"g + fMgs)  (mod pth),

o que, cancelando p", fica
h=1"g + f{"g> (mod p).

Esta é uma congruéncia médulo p, e temos fl(n) = ¢1 (mod p) e f2(n) = ¢2 (mod p), portanto a
condigao fica
h = ¢og1 + ¢192 em Fp[X]

onde a barra superior indica reducao médulo p. E agora estamos quase: os polinémios ¢1 e ¢9
em F,[X] sdo coprimos por hipétese, logo qualquer polindémio em F,[X] (em particular, h) se
pode escrever como combinacao linear deles. Isso garante que conseguimos encontrar g; e go.
S6 precisamos de nos assegurar de que podemos fazé-lo de tal modo que deg(g1) < deg(¢1) e
deg(g2) < deg(f) — deg(¢1) (de modo a garantir (ii), tendo em conta (2.2))). Este é apenas um
detalhe técnico; o nicleo da prova ja acabou.

Portanto sabemos que podemos escrever

h = ¢goth1 + P11b2 (2.3)

em [F,,[X] para alguns polinémios 1 e 12, mas queremos fazé-lo com certas limitagoes nos graus
de 11 e 9. A ideia é que, dados ¥ e Y5 que cumpram a igualdade anterior, podemos substitui-
los por ¢] = 11 —q¢1 e V) = 12 +qp2 para qualquer polinémio ¢ € F,[X] e a igualdade continua
a verificar-se; ora, usando divisdo com resto, podemos escolher ¢ de modo que

deg(¢]) = deg(¢1 — q¢1) < deg(¢1).

Ou seja, temos uma solugao de com deg(y1) < deg(¢1). Estd quase; falta sé ver que a
restricao no grau de 9 segue automaticamente. Mas isso é ficil: tendo em conta a definicao
de h e a hipdtese de indugao, é claro que deg(h) < deg(f). Além disso, deg(path1) < deg(¢p2) +
deg(1) < deg(d102) < deg(f). Portanto

deg(h — ¢21p1) < deg(f), ou seja, deg(p11pa) < deg(f).
Isto significa precisamente que deg(ys) < deg(f) — deg(¢1), e isto conclui a prova. O

Depois desta prova longa e com notacao carregada, vamos ver algumas consequéncias curiosas.

A primeira é um critério de irredutibilidade de polinémios em Q,[X].
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Proposigao 2.2.3. Seja f(X) = ap, X" + -+ ag um polindmio em Q,[X]. Se f € irredutivel,

entdo o coeficiente de f com maior valor absoluto p-ddico (ou com menor vy,) € a, ou ay.

Demonstragdo. Seja v; = vp(a;) para i =0,...,n. Seja k tal que v = v} é minimo (se houver
vérios, escolhemos o menor k), e suponha-se por absurdo que v, < vy e v, < ,. Consideramos
o polinémio

9(X) =p " f(X) =bpn X" 4+ bo

onde b; = p~"a; para cada i. Basta provar que g(X) nao é irredutivel (multiplicar por p™

nao afeta a irredutibilidade), mas agora v,(b;) = v; — v para cada i; ou seja, tendo em conta
a defini¢do de v, todos os vy,(b;) sdo maiores ou iguais a 0 (portanto b; € Z,), e além disso
vp(bg) = 0 e vp(b;) > 0 para i < k, pela minimalidade de k.
Portanto by, ndo se reduz a 0 em F,, mas by,...,by—1 reduzem-se, e assim a reducao de g
modulo p é
GX) =0y X"+ 4 0p X = XF(B, XK 4 4 Dy).

Ou seja, médulo p fatorizdmos g como produto de dois polinémios primos entre sil O Lema de
Hensel garante portanto que podemos escrever g = g1go em Z,[X|], com deg(g1) = deg(X*) = k.
Como k # 0,n isto garante que g nao é irredutivel. O

Vamos agora adaptar o Lema de Hensel ao nosso objetivo original de resolver equagoes po-
linomiais. O resultado que vamos apresentar também é referido muitas vezes como o Lema de

Hensel.

Lema 2.2.4 (Lema de Hensel, versao 2). Seja f(X) € Z,[X]| um polinémio. Suponha-se que o
polinémio f(X) € Fy[X] obtido reduzindo os coeficientes de f mddulo p tem uma raiz a € F,, que
€ uma raiz simples, ou seja, com multiplicidade 1. Entdo existe o € Zp, com o = a (mod p),
tal que f(a) = 0.

Demonstragao. Como a é uma raiz simples de f, podemos escrever

f(X) = (X —a)g(X)

para algum polinémio g; a condicao de a ser uma raiz simples garante que os polinémios X —a

e g sao coprimos em F,[X]! Logo, pela versdo 1 do Lema de Hensel, podemos escrever

f(X) = [i(X)f2(X)

onde fi é um polinémio de grau 1 que se reduz a X — a médulo p. A raiz a de f1 é a raiz que

procuramos! O

Chegando a este ponto impoe-se relembrar o seguinte: existe uma maneira pratica de verificar
que uma raiz de um polinémio com coeficientes num corpo é uma raiz simples. De facto, se
f € K[X] é um polinémio e a € K é tal que f(a) =0, entdo a é uma raiz simples de f se e s6
se f'(a) # 0, onde f' é a derivada formal de f: se f(X) =a, X"+ -+ a1 X + ag, entdo

(X)) =na, X" 4+ +a.

Assim a condi¢ao do Lema pode reescrever-se na forma: existe a € Z, tal que f(a) =0
(mod p) e f'(a) 0 (mod p).
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Exemplo 2.2.5. Vamos ver alguns exemplos de aplicagao desta forma do Lema de Hensel.

(i) Seja p > 2 um primo, e suponha-se que u € Z,; é um quadrado médulo p, ou seja, que
a congruéncia 2> = u (mod p) tem solugao. Entdo u é de facto um quadrado em Z,!
De facto, sendo f(X) = X? — u, sabemos que a congruéncia f(z) = 0 (mod p) tem

uma solugao a, e além disso

f'(a)=2a#£0 (mod p)

2 =u (mod p) e u ndo é divisivel

uma vez que p # 2 e a nao é divisivel por p (pois a
por p). Isto justifica a nossa afirmacio na introducio de que /6 existe em Qs; temos

6 =1 (mod 5), e 1 é um quadrado!

(ii) Se p = 2, o argumento anterior falha. Vamos tentar determinar os quadrados em
Q2. Qualquer = € Q2 pode escrever-se na forma 2"y onde y € ZJ (com n = va(x)) e
portanto 2 = 4™y?; basta portanto determinar os quadrados em 7.

Uma verificagdo direta mostra que todos os quadrados em (Z/87Z)* sao iguais a 1
(temos 12,3352 72 = 1 (mod 8)). Portanto, se u € Z; é um quadrado, entdao u = 1

(mod 8). Vamos mostrar que o reciproco também se verifica, ou seja, que se u =
(mod 8) entdo u é um quadrado em Zs.

N&o podemos usar diretamente o Lema de Hensel com o polinémio X2 — u, pois a
sua derivada 2X anula-se em Fy. Utilizamos entao um truque; como qualquer raiz
de X? — u estd em ZJ, qualquer tal raiz é 1 (mod 2), e portanto podemos escrevé-la
na forma 2a + 1, com a € Zy. Ou seja, queremos na verdade provar que o polinémio
(2X +1)? — u tem uma raiz em Zy. Mas

1
(2X+1)2—u:4X2+4X+1—u:4<X2+X+ 4“).
Aqui ITT“ é inteiro 2-adico pois por hipétese u = 1 (mod 8). Sendo u = 8v + 1,
queremos portanto provar que o polinémio f(X) = X2+ X — 2v tem uma raiz em Zs.

Mas agora
f(X)=2X+1

nunca se anula em Fo! E 0 é uma raiz de f mdédulo 2, portanto pelo Lema de Hensel
f tem uma raiz em Zo, logo u é um quadrado.

Provamos assim que os quadrados em Qg sdo os ntimeros da forma

4"(8v + 1), com v € Zo.

Talvez o leitor ja tenha visto nimeros de uma forma parecida com a anterior antes. De facto,

os inteiros positivos da forma

4"(8k +7)

s8o precisamente os inteiros positivos que nao se podem escrever como soma de trés quadrados!

Isso nao é coincidéncia. Usando ferramentas mais sofisticadas (nomeadamente o Teorema de
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Hasse-Minkowski e alguns resultados sobre formas quadréticas em Q,), prova-se que um inteiro
positivo n ndo é uma soma de trés quadrados se e s6 se —n é um quadrado em Q5! Esta é talvez
a maneira mais conceptual de provar o teorema que classifica os inteiros que sao soma de trés
quadrados perfeitos.
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§2.3. O Método de Newton

O objetivo desta secgdo é mostrar uma generalizacao da segunda versao do Lema de Hensel. O
interesse desta generalizacao estd em grande parte no método que é utilizado para a provar. Na
introdugao menciondmos que parte do potencial dos niimeros p-adicos esta na possibilidade de
usar ideias de Anélise para tratar questoes de Teoria dos Numeros. Vamos agora mostrar uma
dessas ideias em acdo, desta vez vinda da Andlise Numérica: o Método de Newton.

O Método de Newton é utilizado para resolver numericamente equagoes, isto é, para, dada
uma equacao, encontrar uma solugcao aproximada com um nudmero razoavelmente grande de
casas decimais corretas. A ideia é a seguinte: suponhamos que temos uma funcdo f (com
boas propriedades analiticas; de classe C2, digamos), e queremos aproximar uma solucdo de
f(x) = 0. Comegamos com uma aproximagao a olho, um valor inicial 2y que parega estar
razoavelmente proximo de uma solugao. Entao consideramos a reta tangente ao grafico de f
no ponto (xo, f(xo)). Esta reta interseta o eixo das abcissas num ponto, digamos de abcissa
1. Repetimos o processo com x1; intersetamos a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa x1 com o eixo das abcissas, num ponto de abcissa x3. E assim sucessivamente. Obtemos
uma sucessao g, 1, x2,x3,... que, em condigoes apropriadas, converge para uma solugao da
equacao f(x) = 0. Existem outros métodos numéricos deste tipo para aproximar solugoes de
equacoes, mas o Método de Newton é conhecido por ser particularmente rapido; a sucessao
Tg,T1, T2, T3 ... converge particularmente depressa para uma solucao da equacao.

Observemos que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x; tem equacao
y = (z— ) f(z:) + f(x:)
que interseta o eixo das abcissas no ponto

<”“"’ - J{'(éi)) ’ 0) |

Portanto a sucessao mencionada atras é definida por
o f(xi)
f'(xi)

Sendo Q, um “universo paralelo” a R, é natural perguntarmo-nos se o Método de Newton

Tit+1 = T4

pode ser adaptado para produzir solucoes de equagoes polinomiais nos p-ddicos. De facto pode,
e é assim que vamos obter a seguinte generalizagao do Lema [2.2.4

Lema 2.3.1 (Lema de Hensel, versao 3). Seja f € Z,[X| um polindmio. Suponha-se que eziste
a € Zy tal que

vp(f(a)) > 20p(f'(a))-
Entao existe b € Z;, tal que f(b) =0, e além disso v,(b—a) > vy(f(a)) — vp(f'(a)).

Isto generaliza o Lema porque, como vimos atras, a hipotese deste iltimo pode escrever-
se na forma: existe a € Z, tal que f(a) = 0 (mod p) e f'(a) # 0 (mod p). Isto é o mesmo
que ter-se v,(f(a)) > 1 e vp(f'(a)) = 0. O que esta nova versdo do Lema de Hensel nos diz é
que podemos relaxar a condicao de f’(a) nao ser divisivel por p, desde que f(a) seja divisivel
por uma poténcia particularmente grande de p: se M > 2N e tivermos f(a) = 0 (mod p™) e
vp(f'(a)) = N, obtemos um b tal que f(b) = 0. Mas note-se que o prego a pagar por permitir
divisibilidade por p em f’(a) é que a solugdo b obtida ndo é necessariamente congruente com
a médulo p™; parte desse expoente M é “desperdicado”, e a condicdo final do Lema s6 nos

garante que temos b = a (mod p™ ),
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Demonstragao. Observe-se que a condicao sobre a do Lema se pode reescrever na forma

[f(@)lp, < |f'(a)l2.
Definimos a sucessao (an)n>1 por

_ f(an)
f'(an)

Vamos provar, por inducao em n, que se verificam as seguintes condigoes:

A1 =G € Gpt1 = Gy para todo o inteiro positivo n.

(i) an € L
(i) [f(an)lp =1 (a)lp;
(i) 1f(@n)ly < [£(@)}pr® ™, onde r = 8 < 1.

[F'(@)l3
Em particular, daqui seguird que f'(ay) # 0 para todo o n (pois | f'(an)|2 = | f/(a)2 > |f(a)|, >

0), e portanto a,+1 estd bem definido.
Para n = 1 todas as condigOes se verificam trivialmente. Suponha-se agora que todas as
condigOes se verificam para n. Pela hipdtese de inducao, temos

[fan)lp < 1f(@)]p < I (@)f5 = £ (an)];.

Como f'(ay) € Zyp, temos |f'(an)|p, < 1 e portanto daqui resulta que |f(ay)|p, < |f'(an)lp, ou

seja, J{c,((‘j;)) , < 1. Assim f,(&:)) € Zy. Logo,
flan)
=ap — € Zp.
Gt = T i)
Esta assim mostrado (i) para n + 1. Passemos a (ii). Podemos escrever
f(@) = flan) + f'(an)(@ - an) + g(z)(z — an)? (2.4)

onde g é um polinémio com coeficientes em 7, (estamos a separar os dois primeiros termos da
expansao em série de Taylor de f com centro em a,, e os termos que sobram sao divisiveis por

(x — a,)?; isto é valido em qualquer anel). Derivando, vem

f'(@) = f'an) +29(z)(x — an) + ¢'(z)(x — an)*.
Substituindo x = a,+1 nesta identidade, obtemos

f(an) f(an)2 /

flans1) = f'(an) — 2f’(an)g(an+1) + f/(an)2g (ant1).

Da desigualdade triangular ultramétrica resulta que

flan) f(an)2

Pan ") lagp? )

‘f/(an-i-l)’p < max { ’f/(an)lpv

} ©5)

e além disso tem-se igualdade se os dois valores absolutos forem distintos. Vamos estimar o

segundo termo: temos

flan) o f(an)z '"(a _ ‘f(an”p . a o f(an) '"(a
2 mgotne) ~ g onen)| = [FEE o) = S5 o]
< ‘f(anﬂp _ |f(an)’p
N ’f’(an)|p |f/(a)’p
< @l e, = @)l

— (@)l
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(A primeira desigualdade decorre de que 2g(an+1) — ﬁfl(ﬂg;))

.bl e a observagao que se lhe segue, que

¢ (an+41) € Zp, e portanto o seu valor
absoluto é menor ou igual a 1.) Conclui-se, usando

[ (ans)lp =11 (an)lp = | (@),

estando assim provado (ii) para n + 1. Finalmente, vamos a (iii): substituindo x = a,+1 em

obtemos

f(an)2

flant1) = Flan)? g(an+1).

Assim,

Flan)?
F(anst)ly = H Jg(ans)l,

1f(an) 2 (!f(a)lprwl_l)2

S @)k = PR
i @l s

e obtivemos (iii), como pretendido.
Vamos agora provar que (an)p>1 converge em Zjy; como

f(a1) flan—1)

f'(a1) f'(an-1)

a convergéncia de (ay,), é equivalente a convergéncia da série
oo
flan)
E ; .
a
— f'(an)
Pela Proposicao [1.4.2] essa série converge se e s6 se o termo geral tende para 0; ora,

’ flan) _ | f(an)lp < |f(a)lp p2 1
flan) |,  [f'(an)lp = [f'(a)lp

e isto tende para 0 uma vez que r < 1. Seja b = lim,,_, o, a,,. Entao temos

o))y S0

b= lim a,.; = li o - ,
e G i) R 7

de onde resulta que f(b) = 0. Falta provar a conclusao final do Lema, que se pode reescrever

anp — a1 —

na forma (@)
b—al, < |f,(a)”;. (2.6)
Para cada n, temos
|an — alp = |an — a1lp = [(an — an—1) + -+ + (a2 — a1)]p < max{[an — an-1lp, ..., a2 — arfp}.
Para cada k, temos ax+1 — ap = —]{,((Z’;)), e portanto

|f (ar)lp < |f(a)lp

laks1 — aklp = [f(ar)lp, — |f'(a)]y’

usando (ii) e (iii), de onde decorre que |a, — al, < ||Jf,((‘;))‘|’; . Tomando o limite quando n tende

para oo obtemos [2.6] como pretendido. O
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Exemplo 2.3.2. Vamos utilizar o Lema [2.3.1] para dar uma prova alternativa de que, se u =1
(mod 8), entdo u é um quadrado em Qy. Seja f(x) = 22 — u. Vamos usar o Lema com
a = 1: temos

va(f(1)) = va(l —u) =3

va(f'(1)) = v2(2) = L.
Como 3 > 2 -1, pelo Lema [2.3.1] existe b € Q tal que f(b) = 0.
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§2.4. Séries de Poténcias

Vamos agora mergulhar mais profundamente na Anélise p-addica. Naturalmente, comegamos

por transportar a definicao de derivada para o contexto p-adico.

Definigao 2.4.1. Seja U C Q, um aberto e seja f : U — Q, uma funcao. A derivada de
f ema € U é (caso exista) o limite

fla) — tim L@ = F@)

T—a T —a

A fungao f diz-se diferencidvel em a se o limite anterior existir, e diz-se diferencidvel se
for diferencidvel em a para todo o a € U.

Nao devera ser surpreendente que a derivada p-adica tem as mesmas propriedades basicas que
a derivada em R ou C; de facto, todas essas propriedades sao provadas exatamente da mesma
maneira que as propriedades analogas em R.

Proposicao 2.4.2 (Propriedades da derivada). Tem-se o sequinte:

(i) Se f e g sdo diferencidveis em a, entao f + g € diferencidvel em a e (f + g)'(a) =

f'(a) +g'(a);

(i) Se f e g sao diferencidveis em a, entao fg é diferencidvel em a e (fg)' = f'(a)g(a) +
f(a)g'(a);

(iii) Se f é diferencidvel em g(a) e g € diferencidvel em a, entdo f o g € diferencidvel em a e
(fog)(a)=f'(g9(a))g (a).

Demonstragdo. Andloga & do caso real. O

Acontece que, tendo em conta todo o respeito que a derivada recebe em R, em @, esta acaba
por se revelar um pouco dececionante. Isto é essencialmente culpa da topologia dos p-adicos:
Qp ¢ totalmente desconexo, ou seja, nao contém nenhum subespaco conexo com mais do que
um ponto. Ora, as propriedades mais uteis da derivada em R (o Teorema de Lagrange, por
exemplo) aplicam-se precisamente a funcoes definidas em abertos conexos.

Por esta razao, trabalhar com funcoes diferencidveis genéricas em Q, é um pouco delicado, e
portanto vamos restringir a nossa atencao a func¢oes mais “bem comportadas”: fungoes definidas
por séries de poténcias. Para tal, vamos precisar de alguns resultados preliminares sobre séries
numéricas em Q,. Um deles é, como seria de esperar, a Proposicao m e vamos juntar-lhe
mais dois resultados teis, que provaremos abaixo. O primeiro é sobre séries duplas; dd-nos um

critério para podermos “trocar os sinais de somatério” em séries desse tipo.

Proposicao 2.4.3. Sejam a;j € Qp, ondei e j percorrem os inteiros nao negativos. Suponha-se
que, para todo o € > 0, existe N tal que

laij|p < € sempre que max{i,j} > N.
Entao as séries
(o] o (o] (0.)
E E aij (& E aij
i=0 \ j=0 j=0 \i=0

CONMVETgem para o mesmo valor.



2. Os nimeros p-adicos 37

Demonstragdo. Comegamos por provar que ambas as séries convergem. As séries “interiores”
convergem pela Proposicao [1.4.2] Fixemos ¢ > 0, e considere-se um N como na hipdtese da
proposigao. Entao, para i > N, temos |a;j|, < € para todo o j, e portanto, pela desigualdade
ultramétrica,

o0

E aij| <e.

—

I P
Daqui decorre que

00
lim E Qi =0
1—00 <

Jj=0

e portanto, pela Proposicao[1.4.2] a primeira série converge. A convergéncia da segunda série é
analoga.

Resta provar que ambas as séries convergem para o mesmo valor. Para isso basta provar que,
para todo o € > 0, existe N tal que a diferenca entre as somas parciais de ordem n é menor

que € para todo o n > N. Escolhemos novamente N como dado pela hipdtese da proposicao, e

definimos
n oo n oo
/
Sn:g E Qg5 esn:E E Qg5
i=0 \ j=0 7=0 \:=0
Temos entao, para n > N
oo o o o
/ §
‘Sn_sn‘p: : :az] - z : G/ij
i=n+1 \ j=0 j=n+1 \i=0

p

e como todos os a;; que aparecem acima sao, em valor absoluto, menores que ¢ (temos sempre
i > N ou j > N, portanto max{i,j} > N), decorre da desigualdade ultramétrica que o valor
absoluto anterior também o é. Ou seja, provamos que |s, — s},|, < € para todo o n > N, e isto

mostra que s, e s, convergem para o0 mesmo valor. O
A préxima proposicao afirma que podemos multiplicar séries numéricas da maneira esperada.

Proposicao 2.4.4. Sejam (an)n € (by)n duas sucessoes de nimeros p-ddicos, tais que as séries

o o0
E a, € E bn,
n=0 n=0

convergem para a e b, respetivamente. Entdo a série
(o.¢]
Cn
n=0

converge para ab, onde
n

Cp = E arpbn—i.

k=0

Demonstragao. Sejam A,, = Z?:o aje B, = Z?:o b;. Como as sucessoes (an)n € (by), conver-
gem (para 0), em particular sao limitadas, e existe M > 0 tal que |ay|, < M e |b,|, < M para
todo o n. Fixemos € > 0, e fixemos N > 0 tal que, para n > N, ambas as seguintes condigoes

se verificam:
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o |ab— A, By, <
e |anlp < 173
o |bulp < 57

Entao, para n > 2N,

N

n N
ab—ch = ab—ZakZbk— Z aibj
k=0 k=0

P k=0 = i+j<2n
i>N ou j>N

S max \ab — ANBN’p, Z aibj
1+7<2n

i>N ou j>N »

Mas temos

ab— AnBn|p < € por hipdtese, e além disso qualquer |a;b;|, na soma acima é menor
do que ¢; de facto, supondo sem perda de generalidade que ¢ > N, temos

g
aibjlp = |ailp|bjlp < o M=e

Assim o maximo anterior é menor do que ¢, e isto prova que a série Y ¢; converge para ab. []

Estamos prontos para passar as séries de poténcias. Estas permitem-nos definir fungoes da
forma

f(x) =3 an(e —a)"
n=0

em pontos z onde a série anterior converge. Mas as séries de poténcias podem ser tratadas de
um modo puramente formal, e é isso que faremos brevemente primeiro. Vamos entao fazer uma
convencao util: utilizaremos a letra maitscula X quando estivermos a trabalhar com uma série
de poténcias formal, e a letra minuscula x quando estivermos a trabalhar com uma série de
poténcias como uma fungao.

Uma série de poténcias (centrada em 0) com coeficientes num anel comutativo R é uma
expressao da forma

FX)=> anX"
n>0

onde a, € R. As seguintes operagoes com séries de poténcias fazem sentido em qualquer anel
R, e as primeiras duas fazem do conjunto das séries de poténcias com coeficientes em R um
anel comutativo, que denotamos por R[[X]]:

e Soma: Dadas séries de poténcias f(X) =3 s 5a, X" e g(X) =3 ;b X", definimos

(f+9)(X)= Z(an +bn) X"

n>0

e Produto: Definimos

(fg)(X) = Z cn X",

n>0

n
Cp = Z apby,_k.
k=0

onde



2. Os nimeros p-adicos 39

e Derivagao: Definimos a derivada de f(X) como sendo

F1(X) =Y (n+ Dapa X"

n>0

e Composicao: Nao vamos dar aqui uma férmula explicita, mas quando by = 0 podemos
definir a série composta f(g(X)): aideia é que a série g(X)™ s6 tem coeficientes nao nulos

Z ang(X)"

n>0

de ordem > n, portanto a soma

estd bem definida; para cada m > 0 a soma correspondente ao coeficiente de X™ é uma
soma finita.

Obviamente, a nés interessa-nos particularmente o caso R = Q,. Mas quando passamos a
trabalhar com séries em Q,[[X]] como fungdes, ou seja, quando deixamos de olhar para as
séries apenas como expressoes formais e consideramos a hipdtese de substituir X numa série
em Qp[[X]] por um elemento de Q, e ver o que acontece, algumas questdes inconvenientes
levantam-se. Por exemplo:

e Sera que podemos somar e multiplicar fungoes definidas por séries de poténcias da maneira
natural? Ou seja, serd que a soma das fungdes definidas pelas séries de poténcias f(X)
e g(X) em Q,[X] é a fungao definida pela série de poténcias (f + ¢g)(X) (e analogamente
para o produto)?

e Sera que podemos “derivar termo-a-termo” fungoes definidas por séries de poténcias? Ou
seja, serd que a derivada da funcdo definida pela série f(X) é a funcao definida pela série

(X7

e Sera que podemos compor fungoes definidas por séries de poténcias da maneira natural?
Ou seja, serd que a composta das fungoes definidas pelas séries de poténcias f(X) e g(X)
¢ definida pela série de poténcias f(g(X))?

Vamos responder a estas questoes ao longo das proximas paginas. Comegamos pela primeira:

Proposigao 2.4.5. Sejam f(X) e g(X) duas séries de poténcias em Qp[[X]]. Se x é um
nimero p-adico tal que as séries f(x) e g(x) convergem, entao a série (f + g)(x) converge para
f(z)+g(x) e a série (fg)(x) converge para f(x)g(x).

Demonstragdo. A primeira é ébvia; a segunda é uma consequéncia da Proposicao [2.4.4] O

Chegados a este ponto, vamos ver o que podemos dizer, dada uma série de poténcias f(X),
sobre o conjunto dos z € Q) tais que a série f(x) converge. O resultado é igual ao resultado
andlogo em R ou C (mas a prova é mais simples!).

Proposigao 2.4.6 (Raio de convergéncia). Seja f(X) = > 5qa, X" uma série de poténcias
em Qp[[X]]. Entdo existe p > 0 tal que a série f(x) converge para |x|, < p e diverge para
|z|, > p. Este p designa-se o raio de convergéncia de f, e € dado explicitamente por

1

p= —
hmsupn%oo v |a’n|p
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Demonstragao. Definimos p pela expressao acima, e vamos mostrar que se |z|, < p entao f(x)

converge e que se |z|, > p entdo f(z) diverge.

e Se |z], < p, entdo ﬁ > limsup,,_,o, V/|an|p, € portanto existe € > 0 tal que, para n

1
T = (1+¢){/lan]
’33‘19 "
1

(por definicao de limsup). Para n suficientemente grande tem-se entdo |a,z"|, < (FSE

suficientemente grande, se tem

Isto implica que a,z™ tende para 0, e portanto a série f(z) converge.

e Se |z|, > p, entao ﬁ < limsup,,_,o /|an|p, logo existem infinitos inteiros nao negativos
P
n para os quais ﬁ < {/|an|p. Para esses inteiros n tem-se |a,z"|, > 1, e portanto a,z"
p

nao tende para 0 e a série f(z) néo converge.
g

Até aqui nada de novo em relacdo ao caso real; a grande diferenca estd no que acontece no
caso |z| = p, que é deixado em aberto pela proposigao anterior. De facto, no caso real/complexo,
podemos ter todo o tipo de comportamentos quando |z| = p: a série f(z) pode convergir para
alguns desses valores e nao convergir para outros de maneira bastante erratica. No caso p-adico,
nao: a série f(x) converge para todos os x com |x|, = p ou para nenhum tal z, conforme |a,|,p"
tende para 0 ou nao (porqué?).

Sendo p o raio de convergéncia de uma série de poténcias f(X) = ano an, X™, esta série define
uma funcao f na bola aberta definida por |z|, < p. O que acontece se fizermos uma mudanca
de varidvel substituindo = por x — «, para algum « dentro dessa mesma bola? Obtemos uma
funcao definida pela série de poténcias centrada em «

Zan(X —a)™. (2.7)

Esta série converge na bola aberta de centro « e raio p. Claro que podemos expandir os termos
(X —a)™ e reagrupar novamente os termos obtidos em poténcias de X, obtendo assim uma série
de poténcias centrada em 0. Formalmente, tudo isto é “legal”. Mas a primeira vista parece
que ha problemas de convergéncia com esta reorganizacao dos termos; afinal, a nova série de
poténcias converge numa bola aberta centrada em 0, portanto nao pode convergir no mesmo
conjunto que , pois nao?

De facto, no caso real/complexo nao pode; uma bola centrada em 0 e uma bola centrada
em « # 0 sao necessariamente diferentes. Mas em Q) isso nao acontece; recordemos que pela
Proposigao [1.4.1] a bola aberta de centro « e raio p coincide com a bola aberta de centro 0 e
raio p! E portanto é concebivel que a fungao definida por coincida com a funcao definida
pela série que obtemos agrupando os termos de em poténcias de x! E esse o contetido da
préxima proposicao.

Proposicao 2.4.7. Seja f(X) =", ~oanX™ uma série de poténcias com raio de convergéncia

p>0. Seja a € Q, tal que |a, < p, e defina-se, para cada inteiro ndo negativo k,

by = Z(_l)n—k (:) o *a, .

n>k
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Entao a funcao x — f(x — «), definida na bola aberta de centro 0 e raio p, é dada nessa bola

pela série de poténcias

g(X)=> bX".

k>0

Demonstragao. Temos, para x na bola aberta de centro 0 e raio p,

f(z) = an(z —a)"

n>0
" /n
— a -1 nfkanfk:xk
ey (1)
n>0 k=0
n
= Z Z(—l)”_k <k> ana" Rk,
n>0 k>0
onde usamos a convencao de que (Z) = 0 para k > n. A proposigdo fica assim provada se

mostrarmos que podemos trocar a ordem das somas acima. Isso é trabalho para a Proposicao

243t definindo
Tp g = (_1)n—k (Z) CLnOén_k{L‘k,

basta provar que, para todo o € > 0, existe N tal que |z, |, < ¢ sempre que max{n,k} > N.
Para isso, escolhemos > 0 tal que r < p mas r > |af, e r > |z|, (que existe uma vez que por
hipétese |z|, e |a|, sdo menores do que |p|). Entao temos lim,_,« |ap|pr™ = 0, uma vez que a
série f(y) converge para |y|, = r. Escolhemos assim N tal que |ap|pr™ < € para n > N. Vamos
provar que |z, |, < € sempre que max{n,k} > N.
De facto, isto ¢ trivial se k > n, pois nesse caso x, = 0. Podemos assim supor n > k e
portanto n > N. Mas entao

n
‘xn,k"p = k

onde usdmos que ||, <7, |z|, < r e ainda ‘( k) ‘p < 1, sendo que a ultima desigualdade decorre

. |an|p‘a|n k|l‘|k < |an‘p1n < g,
p p —
P

simplesmente de (}) ser um inteiro. O

Vamos agora provar versoes da Proposicao para derivadas e compostas de séries de
poténcias. Comegamos com o caso da derivada, que é mais simples.

Proposicao 2.4.8. Seja f(X) = Y, ~qanX"™ uma série de poténcias em Q,[[X]] com raio
de convergéncia p > 0. Seja x € Q, um elemento da regiio de convergéncia de f(x). Entdo

(sendo f'(X) a derivada formal de f(X)) a série f'(z) converge para a derivada em xz da fungdo
definida por f(X); ou seja,

: +h) - f(z)
fiz) = im Y
Demonstragao. Comegamos por observar que f’(x) converge. Isto é ébvio se z = 0. Caso
contrario, temos

f(z) = Znanm”_l (2.8)

e |nana;”_1|p < ‘ml anx"|p; como apz™ tende para 0, conclui-se que na,z”! também tende

para 0, e a série (2.8) converge.
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Vejamos agora que

fla+h) - Zanl‘-f—h Zanaz

= Znan =l ZZ@H< >$”_khk_1,
n>0 n>0 k=2
onde a ultima igualdade resulta de isolar a parcela correspondente a k = 1 em cada uma das
somas interiores. A primeira parcela é precisamente a derivada formal f'(X) avaliada em z,
logo resta provar que a segunda parcela tende para 0 quando h tende para O.
Para isso, fixemos € > 0, e observemos que, como a,z" tende para 0 com x, existe IV tal que
lanz™|, < €|z|, para todo o n > N. Escrevemos assim

S () S (e e S S ()

n>0 k=2 n=0 k=2 n>N k=2

Cada uma das parcelas da primeira soma finita tende para 0 com h, logo a primeira parcela
acima tende para 0 quando h tende para 0, e em particular tem valor absoluto menor do que ¢
se |h|, for suficientemente pequeno. Pela Desigualdade Ultramétrica, resta apenas provar que
existe d > 0 tal que, se |h|, < J, entdo

Z zn: an <Z> gk pk—1
p

n>N k=2

<e. (2.9)

Para isso, tomamos § = |z|,: desta forma, temos

an (Z) gk pk—1

sempre que |h|, < 0. Pela Desigualdade Ultramétrica, o valor absoluto em (2.9) também é

< lapz™ Y, <e
p

menor do que ¢, e isto conclui a prova. O

Vamos agora olhar para o caso da composta de duas séries de poténcias, que é mais delicado.
Sejam f(X) = Y ~oanX" € g(X) = >, ~obn X" séries de poténcias formais em Q,[[X]],
com by = 0. Entdo a série composta h(X) = f(g(X)) estd bem definida. No entanto, ndo é
necessariamente verdade que a func¢do definida por h seja a composta das fungoes definidas por
f e g. Por outras palavras, nao é necessariamente verdade que se tomarmos um nimero p-adico
x e o substituirmos em g(X), e substituirmos o resultado por sua vez em f(X), obtemos o
mesmo resultado que se substituirmos x diretamente em h(X) (mesmo quando todas as séries
numeéricas envolvidas convergem!)H

No entanto, a seguinte proposicao da-nos uma condicao suficiente para nao termos problemas
de compatibilidade ao compor séries de poténcias.

IPara satisfazer o leitor curioso, um exemplo concreto de um caso onde isto falha é o seguinte: sejam f(X) =
Y nso s 9(X) = —2X +2X? e h(X) = f(g(X)). Entdo h(1) # f(g(1)) em Q2.



2. Os nimeros p-adicos 43

Proposigao 2.4.9. Sejam f(X) = > sqanX" € g(X) = >, 500, X" séries de poténcias
formais em Qp[[X]] com by = 0, e seja h(X) = f(g(X)) a composta formal. Seja x € Q, tal
que:

o A série numérica g(x) converge;

e Sendo y = g(x), a série numérica f(y) converge;

e Para todo o inteiro positivo n, tem-se |bya™|, < |g(x)lp.
Entao h(x) converge, e h(x) = f(g(x)).
Demonstragao. Seja

gX)" = " dp X",
n>0

para cada m, onde obviamente d,, , = 0 para n < m. A composta formal de f(X) e g(X) é
dada por

o0 (o]
h(X)=ao+ ) (Z amdm,n> X"
n=1 \m=1
e em particular

h(z) = ap + i (i amdm,nx”> )
n=1 \m=1

Por outro lado, temos
oo
flg(@) = a0+ amg(x)™

m=1
oo o

m=1 n=1
o0 o0

=aqag+ Z <Z amdm’nx”> .
m=1 \n=1

Comparando as expressoes para h(z) e f(g(z)) vemos que a questao da igualdade h(z) = f(g(z))
¢é essencialmente uma questao de trocar a ordem dos somatorios numa série dupla. Isso, claro,
¢é trabalho para a Proposicao 2.4.3] Fixemos € > 0. Basta-nos provar que existe N tal que, se
max{m,n} > N, entao

|amdm nz"|p < €. (2.10)
Observemos que isto ¢ trivial se m > n, pois nesse caso d;,, = 0. Podemos assim supor que

m < n, e a condi¢ao max{m,n} > N fica simplesmente n > N.

Temos
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e portanto
|dm,n1'n|p < Z bi1 cee bim:L'n

i1+ +im=n P

= E bil ... biml'z’”
i1+ +i=n p

7 im

< max by atp e - |by, 2 . (2.11)

11+ F+im=n

Como, por hipdtese, a série Y -, amg(z)™ converge, o termo geral ap,g(x)™ tende para 0, e
existe mg tal que, se m > my, entio lamg(z)™|, < e. Suponha-se que n > m > myg. Pela
terceira hipétese da proposigao, todos os termos |b;, x|, em sao majorados por |g(z)|p,
e portanto decorre de (2.11f) que

A"y < lg(@)|™

Conclui-se que

lamdm nx"|p < lamg(x)™]p < €.

Portanto (2.10) é automdtico se m > my. Podemos, assim, supor que m € {1,...,mp}. Sejam

M= max |anl, e L =max{l, max|bz",}.
m=1,....,mg k>1

Consideramos agora T tal que |bkxk|p < % para k > T, que existe uma vez que byz*

M
tende para 0 (pois a série g(z) converge). Finalmente, seja N = mT’; vamos provar que com
esta escolha de n se tem (2.10)).

Para isso, estimamos |dy, nz"|, usando (2.11)): se iy + -+ + iy, =n > N > mT entdo existe

k tal que iy, > T. Sem perda de generalidade, k = 1. Deste modo |b;, 2|, < T Dwo=T» € temos
automaticamente ]bij x'|, < L para j = 2,...,m pela definicdo de L. Resulta portanto que
[l < gt 1S S L =
Por fim,
|amdm x|y < M|dpmpa"|, < M - % =
pela definicao de M, acabando a prova. O

Para terminar esta secg@o, vamos ver que, se restringirmos a nossa atencao a fungoes p-adicas
definidas por séries de poténcias, entao podemos essencialmente reconstituir uma funcao a partir
da sua derivada, a menos de uma constante. Isto nao é verdade para funcoes diferencidveis
genéricas: por exemplo, a funcao f : Q, — Q, definida por

0 sexeZ
flz) = ”

1 caso contrario

¢ diferencidvel em @, e tem derivada nula, mas nao é constante! Vamos ver agora que este tipo
de patologias nao ocorre com fungoes definidas por séries de poténcias. Para isso, precisamos
de um resultado prévio.

Proposicao 2.4.10. Sejam f(X) e g(X) duas séries de poténcias em Qp[[X]]. Suponha-se que
f(X) e g(X) definem a mesma func¢ao na bola aberta de centro 0 e raio r, para algum r > 0.

Entao f(X)=g(X) (i.e. as duas séries de poténcias tém os mesmos coeficientes).
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Demonstragao. Seja
B(X) = F(X) - g(X) = 3 enX™
n>0
Entao por hipétese h(X) define a funcao nula na bola aberta de centro 0 e raio r. Suponha-se
que nem todos o0s ¢, sao iguais a 0 e seja m o menor inteiro tal que ¢,,, # 0. Entao, para todo
o x com |x|, <7,
0=nh(z)=2"(cm + cmi17 + Comga®? + -+ ).

Em particular, se |z|, < r e x # 0, entao
Cm + Cm1T + Cppax® + - = 0.

Seja u(x) = ¢ + Cma1T + Cma22? 4+ - -, Entdo u é uma funcio continua (vimos na Proposicao
que uma fungao definida por uma série de poténcias é até diferencidvel) e, como u(z) =0
para valores de x arbitrariamente préximos de 0, isto implica u(0) = 0. Mas isso significa que
cm = 0, que contradiz a escolha de m.

Entao ¢, = 0 para todo o n. Isto diz-nos que h(X) é a série nula. Como h(X) = f(X)—g(X),
resulta que f(X) = g(X), como pretendido. O

Corolario 2.4.11. Sejam f,g : U — Q, funcoes definidas por séries de poténcias num aberto
U C Q,p contendo 0. Se f'(z) = ¢'(x) para todo o x € U, entao existe uma constante ¢ tal que
f(x) =g(x) + ¢ para todo o z € U.

Demonstragao. Vamos utilizar também as letras f e g para designar as séries de poténcias

FX) =) anX" e > bpX"

n>0 n>0

que definem as fungoes f e g. Pela Proposigao [2.4.8] temos, para = € U,

fl@) =" naa""' g(z) =" nba"".

n>1 n>1

A hipétese de que f'(z) = ¢'(x) para todo o # € U implica, pela Proposi¢ao [2.4.10, que
na, = nb, para todo o n > 1, ou seja, a, = b, para todo o n > 1. Isto implica que as séries

f(X) e g(X) diferem por uma constante, completando a prova. O
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§2.5. Exponencial e Logaritmo

Nesta seccao vamos definir, utilizando séries de poténcias, duas fungoes p-adicas fundamentais
que sao luteis tanto para o nosso entendimento de @, como para as aplicacoes da Andlise p-
ddica que veremos posteriormente. A ideia é “imitar” a construgao (uma possivel construcao) da
funcao exponencial e da fungao logaritmo em R; potencialmente vamos obter funcgoes p-ddicas
com propriedades semelhantes. Comegamos pelo logaritmo.
Seja
X2 X3 o0 (_1)n+1 .
R I D B

Vamos determinar o raio de convergéncia de f(X). Pela Proposigao basta-nos calcular

. . vp(n)
lim {/|n[, = lim p~=
n—oo n—oo
Como p”(™ divide n temos p*»(™) < n e portanto vp(n) < ﬁi(@)) Portanto

vp(n) _ log(n)
n Snlog(p)

vp(n)

e o lado direito tende para 0 quando n tende para infinito. Como > 0 para todo o n

vp(n)

conclui-se que o limite quando n tende para infinito de 2= ¢ igual a 0. Resulta que

3 Ylele =1
e portanto o raio de convergéncia de f(X) é igual a 1.

Assim temos duas possibilidades: ou f(z) converge precisamente quando z pertence & bola
aberta de centro 0 e raio 1, ou quando x pertence a bola fechada de centro 0 e raio 1. Mas f(x)
nao converge quando |z|, = 1; de facto, ndo temos
-1 n+1
lim L =0

n—o00 n
em Q, (porqué?). Conclui-se que f(z) converge precisamente para |z|, < 1, ou seja, para
x € pZy,. Deste modo, a seguinte definicao faz sentido.

Definigao 2.5.1. Definimos o logaritmo p-ddico log, : 1 + pZ;, — Q) por

log,(7) = f(xr — 1) parax €1+ pZy.

Podemos determinar facilmente a derivada do logaritmo p-adico. De facto, a derivada formal
de f(X) é
FX)=1-X+X?-X34...

e portanto, pela Proposicao [2.4.8

! _Oo_xn_ 1
Fla) =3 = o

para = € pZ,. Obtemos o seguinte:
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Proposigao 2.5.2 (Derivada do logaritmo). Para x € pZ, tem-se log;,(x) = %

Nada muito diferente, até agora, do logaritmo real!
As semelhancas nao ficam por aqui. Vamos agora provar uma propriedade que é essencial
para uma funcao, seja em que contexto for, que queira ser digna do nome de logaritmo.

Proposicao 2.5.3. Para quaisquer a,b € 1 4 pZ, tem-se

log,,(ab) = log,(a) + log,,(b).

Demonstragdo. Escrevemos a =1+xeb=1+y com z,y € pZy. Entdo ab =1+ (x +y +zy),
e a propriedade a provar fica

fle+y+azy) = fz)+ fy). (2.12)

Para provar isto, fixamos y € pZ,, e definimos a funcao g : pZ, — Q, por
g(z) = f(x+y+ay) = f((1 +y)z +y) para todo o x € pZ,.

Vamos calcular a derivada de g. Usando a regra da cadeia, temos

1 1 1
- (1479 = )
l+x+y+ay (1+y) 1+2)(1+y) 14z

Entao ¢'(xz) = f'(z) para todo o x € pZ,. Mas pela Proposigao a fungao z — f((14+y)x+y)
¢ dada em pZ, por uma série de poténcias centrada em 0, tal como f! Entao pelo Corolario

g@)=0+y)f'c+y+ay)=1+y)-

2.4.11| resulta que existe uma constante c tal que

para todo o x € pZ,. Tomando x = 0 obtemos que

c=9(0) = f(y)
e portanto
g9(x) = f(z) + f(y)
para todo o x € pZ,, que equivale precisamente a , como pretendido. ]

Vamos ver uma consequéncia curiosa. Suponha-se agora que p = 2. Entao —1 € 1+ pZ,, e

portanto logy(—1) estd bem definido. Além disso, temos

2logy(~1) = log,((~1)?) = logy(1) = 0.

Portanto log,(—1) = 0. Mas, usando diretamente a defini¢ao de log, em termos de f, isso

diz-nos que
o0

27L
> = =0em Q!
n

n=1

O que é que isto significa? Significa que, sendo

o valor absoluto p-adico |z, |2 tende para 0, ou, por outras palavras, ve(x;,) tende para infinito.

Mas isso nao é nada trivial a partir da definicdo de x,! Nem sequer é ébvio, por exemplo,

21000

que conseguimos encontrar n tal que o numerador de z, ¢é divisivel por Vejamos o

comportamento de vo(x,) na seguinte tabela:
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Ty | va(xy)
2

4

20
3
32
3
256
15
416
15
4832
8110952

R
i
315 10

© 00 N O Uk W =3
Tt Ot 00 U DN N

[
o

E caso para celebrar: é a nossa primeira aplicacao de métodos p-adicos a um resultado elementar!
Para terminar a nossa discussao sobre o logaritmo p-adico, vamos provar um resultado sobre

o contradominio do mesmo.

Proposicao 2.5.4. Para todo o a € 1+ pZ, tem-se logp(a) € pZy, e portanto log, pode ser
vista como uma funcgdao 1+ pZy, — pZy.

Demonstragao. Seja a = 1 + x. Para a primeira parte, basta provar que para todo o inteiro

positivo n se tem %n € pZy. Isto equivale a ter-se

n
Up <a771> > 0, ou seja, nvy(z) > vp(n).

Isto, por sua vez, é equivalente a p?r(™) < p"»(@): como pU»(™ divide n tem-se p?»(™ < n. Como
a € 1+ pZ, tem-se v,(x) > 1, e portanto

va—’(n) S n < pn S pnvp(x)
como pretendido. O

Passemos a funcao exponencial. Para a definir, utilizamos a série de poténcias

2 X3 OOXn
expp(X):1+X+7+?+"':ZF.
n=0 ’

Denotamos também a fungao que esta série de poténcias define (numa bola apropriada de centro
em 0) por exp,. Ao contrdrio do que acontece em R, a série que define a exponencial p-ddica
nao tem raio de convergéncia infinito. Em vez disso, temos o seguinte:

=1
Proposicao 2.5.5. A série exp,(x) converge se e s6 se |z[, < pr-T.

Demonstragao. Comecamos por notar que, para qualquer inteiro positivo n,
n n n
vp(nl) = LJ + LJ + {J + - (2.13)
P pl ] [p®

n.onon
) <—4+5+—=+-=

e em particular
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-1
Suponha-se que |z|, < pr~T. Entao

xn

I =
’I’Z.p

|z |z \"
—v ?n') < 7i = (’x‘PpIFl)
pr p p-t

e isto tende para 0 quando n tende para infinito, logo % tende para 0 em Q, e a série exp,,(z)
converge pela Proposicao [1.4.2 X
Suponha-se agora que |z|, > pr=T. Se n = p™ é uma poténcia de p, entdo por (2.13) temos

p"—1 n-1

vp(n) =p" " p L =

p—1 p-1
Entao, quando n é uma poténcia de p, temos
2|y ey oprT
nl| p_vp(”!) QT e e
“lp p —1 p p—1
Portanto %L nao tende para 0 em Q,, e a série expp(x) nao converge. ]

O dominio de convergéncia de exp,(z) pode ser reescrito de outro modo: a condigao |z|, <

-1
pr—1 equivale em Q, a x € pZ, se p # 2 e a x € 4Z9 se p = 2. Vamos agora ver que, como
esperado, assim como o logaritmo transforma produtos em somas, a exponencial transforma
somas em produtos.

Proposicao 2.5.6. Sejam x,y € pZ, (ou 4Zy se p =2). Entdo
exp(z + y) = exp,(x) exp,(y).

Demonstracao. Pela Proposicao temos

o0
exp,(z) exp,(y) = Y _ cn,
n=0

onde
no_k n—k n n
N Y 1 n! konk _ L N\ kon—k _ n
=D (n—k)! a2 klmn—k)" Y a2 g )7 = ety
k=0 k=0 k=0

Portanto

oo 1 "
exp, () expy(y) = Y —(x +1)" = exp, (v +y),

n=0

como pretendido. ]

Claro que estamos a espera de que as fungbes exponencial e logaritmo sejam, de alguma
forma, inversas. E isso que a préxima proposigao afirma. Vamos tratar apenas o caso p # 2 (o
caso p = 2, ndo sendo mais dificil, é ligeiramente diferente). Suponha-se portanto que p # 2 ao

longo do resto desta secgao, a menos que seja afirmado o contrario explicitamente.

Lema 2.5.7. Sea € 1+pZy, entdo log,(a) € pZ,, de modo que exp,(log,(a)) estd bem definido,
e

exp,(log,(a)) = a.
Do mesmo modo, se a € pZy, entdo exp,(a) € 1+ pZy, de modo que log,(exp,(a)) estd bem
definido, e

log,(exp,(a)) = a.
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Para provar isto, comecamos por verificar que as igualdades apresentadas se verificam ao
nivel das séries de poténcias formais, e depois verificamos que estamos em condicoes de aplicar

a Proposicao [2.4.9
Proposigao 2.5.8. Tém-se as igualdades de séries de poténcias formais
exp,(f(X) =1+ X e flexp,(X)—1)=X.
Demonstragcao. Para a primeira igualdade, seja
exp,(f(X)) = h(X) = ea X"
n>0

Pela Regra da Cadeia, temos
W(X) = expy,(f(X)) f/(X) = exp,(f(X)) f'(X) = h(X) f'(X)

onde usamos que a série expp(X ) é igual a sua propria derivada, como uma conta direta mostra.
Multiplicando por 1 4+ X e usando que f/(X)(1+ X) =1, vem

K (X)(1+ X) = h(X).

Mas
WX+ X)=c1+ > (nen+ (n+1)ea1) X"
n>1
e portanto, como isto é igual a prépria série h(X), obtemos ¢; = ¢p e nc, + (n+ 1)y = ¢y
para todo o n > 1, ou seja
(n+ 1Deptr1 = (1 —n)ey.

Como ¢y = 1 por uma conta direta, obtemos ¢; = 1, e a igualdade anterior com n = 1 da-nos
co = 0. A igualdade acima dé-nos ainda que se ¢, = 0 com n > 1 entédo c¢,+1 = 0. Conclui-se
que ¢, = 0 para todo o n > 1. Portanto h(X) =1+ X.

Para a segunda igualdade, seja j(X) = f(exp,(X) — 1). Derivando, obtemos

1

J'(X) = f'(expy(X) — 1) exp,(X) = 1+exp,(X)—1
P

~exp,(X) = 1.

Logo j(X) = ¢+ X para alguma constante c¢. Mas claramente j(X) tem termo constante igual
a 0, e portanto j(X) = X, como pretendido. O

Prova do Lema[2.5.7 J4 vimos na Proposi¢ao m que log,(a) € pZ,. Verifica-se de maneira
semelhante que se a € pZ, entao %L € pZ,y, para todo o n > 1, e portanto expp(a) € 1+ pZy.

De modo a concluir as igualdades que faltam, basta provar que as composi¢oes na Proposicao
satisfazem as condicoes da Proposicao As duas primeiras condicoes resultam do que ja
fizemos.

Comecemos pela composta f(exp,(x) — 1). Observe-se que para n > 2 se tem
vp(n!) <n—1

(vimos antes que se tem v, (n!) < Z%), e portanto, se x € pZ,, tem-se

v <mn_1> = (n— D)vp(z) — vy(n!) > 0.

n!
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Portanto

xnfl
]

< 1 para z € pZ, e n > 2, logo
p

< |z|p para n > 2.

‘ n

nl
nl|,

Conclui-se que todas as somas parciais da série
>
n!

n=1
tém valor absoluto p-ddico igual a |z[,, e portanto |exp,(z) — 1|, = |z|, para z € pZ,. Logo

mn

< |€pr(l’) - 1|p

lp
para todo o n > 1, e isto é precisamente a terceira condigcao da Proposicao [2.4.9
No caso da composta exp,(f(z)), o mesmo argumento funciona: como |n![, < |n|,, as ma-

. ~ n 7 n . .
joracoes encontradas para !fl—, ‘p também valem para {% »’ portanto um argumento inteiramente

analogo mostra que

xn

n

< |f(@)lp

p
para x € pZ,, que é a terceira condicao da Proposicao aplicada a série f(x). O

Este resultado permite-nos tirar algumas conclusoes sobre a estrutura do grupo multiplicativo

de Q,. De facto, resulta imediatamente o seguinte:

Corolério 2.5.9. As fungoes exp,, e log, definem isomorfismos inversos de grupos entre (1 +
PZLy,-) € (pZy,+). Portanto,
(1 +pr> ) = (ZZU +)
Note-se que resulta daqui, por exemplo, que o grupo multiplicativo 1+ pZ, é livre de torcao,
0 que ndo é particularmente ébvio! Mas nds gostariamos de ficar com uma ideia da estrutura

do grupo multiplicativo Q; inteiro, e nao apenas do subgrupo 1 + pZ,. Para isso precisamos
do seguinte resultado.

Lema 2.5.10. Seja U = 1+ pZ,, visto como um grupo com multiplicagcdo. Entao
Q) =2ZxZ/(p—-1)ZxU.

Demonstracao. Como qualquer nimero p-adico diferente de 0 se pode escrever de maneira tnica
na forma p"u, com n € Z e u € Z,, a aplicagdo ¢ : Z x Z, — Q definida por ¢(p,u) = p"u
define um isomorfismo entre Z x Z,; e Q, . Basta assim provar que

Zi=Z/(p—1)Z x U. (2.14)

Consideremos o polinémio f(X) = XP~! —1 € Z,[X]. Como é facto conhecido, o grupo

multiplicativo IF; (com p— 1 elementos) é ciclico, e um gerador g desse grupo anula o polinémio

f(X) médulo p. Pelo Lema de Hensel (Lema existe uma raiz ( € Z, de f(X) tal que

¢ =g (mod p). Note-se que ¢ € Z,, uma vez que |C|g71 = |¢P7Y, = 1, logo [¢|, = 1.
Definimos um homomorfismo ¢ : Z/(p — 1)Z x U — Z,; por

1/1(@’ u) = (“u.

Isto estd bem definido, uma vez que ¢ ¢ um elemento de ordem p — 1 em Z;. Vamos mostrar

que ¥ é um isomorfismo:
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e ¢ é injetivo: suponha-se que (®u = (v, com a,b € Z/(p — 1)Z e u,v € U. Avaliando a
igualdade médulo p, como u e v sdo 1 (mod p) por definicdo de U conclui-se que ¢¢ = ¢?
(mod p), e portanto g* = ¢g® em F; (uma vez que a projegao de ¢ em F), ¢é igual a g por
constru¢ao). Como g tem ordem p — 1 (é um gerador de um grupo ciclico com p — 1
elementos) resulta que a = b mod p — 1, ou seja, a e b sdo iguais como elementos de
Z/(p — 1)Z. Mas entao ¢* = ¢?, pelo que u = v. Logo v é injetivo.

e ¢ é sobrejetivo: seja x um elemento arbitrdrio de Z;. A projecao de x em F), é ndo nula e

portanto, como g gera F;, existe a € Z/(p — 1)Z tal que essa projecao é g*. Deste modo
tem-se x = (* (mod p), e portanto se u = x(~* tem-se u = 1 (mod p), ou seja, u € U.
Desta forma z = (“u. Logo 1 é sobrejtivo.

E assim obtemos , como pretendido. O
Corolario 2.5.11. Para todo o primo p > 2 tem-se
Q) ZZXZ/(p— 1)L X Lyp.
O corolario anterior é falso para p = 2. De facto, nesse caso tem-se
Q) XZ X ZJ)2Z X Zs.

A diferenca de estrutura entre o caso p > 2 e o caso p = 2 estd relacionada com o facto de
existirem raizes primitivas modulo todas as poténcias de p quando p > 2, mas nao quando p = 2
(ou seja, os grupos (Z/p"7Z)* sao todos ciclicos quando p > 2, mas nao quando p = 2).
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§2.6. O Teorema de Strassman

Nesta seccdo vamos apresentar um resultado muito util sobre zeros de funcoes definidas por
séries de poténcias. Pela primeira vez, vamos ver um resultado de Anélise p-adica que nao tem
nenhum resultado minimamente andlogo em Anélise Real ou Complexa. O resultado diz-nos
que uma funcao definida por uma série de poténcias nao nula na “bola unitaria” Z, tem um
ntmero finito de zeros em Z,. Isto, s6 por si, talvez nao seja muito surpreendente, mas o
Teorema de Strassman diz-nos mais: dd-nos um majorante explicito para o nimero de zeros em
Z,, de uma fungao deste tipo.

Seja
fX)=> an X"
n=0

uma série de poténcias em Qp[[X]], e suponha-se que f(z) converge para = € Z,. Entao
lim,, oo @, = 0, e portanto a sucessdo dos valores absolutos dos coeficientes |a,|, tem um
maximo. Esse maximo é atingido num ntimero finito de valores de n; o maior desses valores é

0 nosso majorante para o nimero de zeros da funcao definida por f(X) em Z,.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Strassman). Seja
F(X) =) anX" € QllX]]
n=0

com limy, o ap, =0 (i.e. tal que f(x) converge para x € Zy). Suponha-se que nem todos

os coeficientes a, sdo iguais a 0, e seja N o maior inteiro tal que
aN|p = max |ay|p.
lalp = masx anl

Entdo a funcao definida por f(X) em Z, tem no mdximo N zeros.

Demonstragao. Vamos chamar ao valor de N determinado pela condicao do teorema o “niimero
magico” da série f(X). Vamos provar o teorema por indugao no nimero mégico de f(X).

Se f(X) tem nimero mégico 0, entdo |agl, > |an|p, para n > 0, e queremos provar que
f(x) # 0 para todo o = € Zj,. De facto, se f(z) =0, entao

aoz—alx—agmz—---

e em particular

\a0|p = |(L1.1‘ + a2x2 + - ‘p.

Mas como x € Z, tem-se
a1z + aga® + - - lp < max{|ayp|z]p, |a2\p]x\z, -} < max{faylp, [ag]p, -+ } < laolp.

Isto é uma contradicao, e conclui o caso base.
Suponha-se agora que f(X) tem nimero magico N > 0, e que ji provamos o teorema para

séries de poténcias com nimero magico N — 1. Queremos provar que f(x) = 0 para no maximo
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N valores de x € Z,. Se f(x) # 0 para todo o « € Z, nao hd nada a provar. Caso contrario,
existe a € Z, tal que f(a) = 0. Entdo, para = € Z,, temos

f(x) = f(z) = f(e)

Gostariamos de reescrever o segundo fator como uma série de poténcias em x. Isso corresponde

essencialmente a trocar a ordem dos somatérios acima, ou seja, é trabalho para a Proposicao

2.4.3t definindo

ana™ 17k sen > k41
$n7k = 7’ .
0 caso contrario

queremos provar que, para todo o € > 0, existe T" tal que |z, x|, < € sempre que max{n, k} > T.
Podemos supor n > k + 1, e assim o maximo anterior é n. Mas existe T tal que se n > T entao
lan|p < €, e como o,z € Z, temos
|Znklp < lanlp <€
para n > T, como pretendido.
Portanto podemos mesmo trocar a ordem dos somatorios, e obtemos

flx)=(r—a) Z Z ana™ 1R gk

k>0 \n=k+1

= (v —a)g(z)
onde

€ por sua vez

Basta ent@o provar que g(z) = 0 para no maximo N — 1 valores de € Z,. Para isso, pela
hipétese de indugao, basta provar que g(X) tem ntimero magico N — 1.
Como

by_1 = ay +ani1a+ angea® + -

lant1a+ an20® + | < max{|aniilp, [antolp, -} < lanlp,

tem-se |by—_1|p = |an|p. Além disso, para todo o k, diretamente pela definicdo de by e usando
que |af, <1 tem-se

|bk|p < m§X{|an|p} = lan|p-
n>0
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Portanto |bg|, é maximo para k = N — 1, e resta verificar que |by|, < |an|, para k > N — 1.
Mas para k > N a Desigualdade Ultramétrica e a definicao de by dao-nos

brl, < <
|br]p < m]?fl lan|p < g;a]i]( lanlp < lan]p

como pretendido. Portanto o nimero mégico de g(X) é de facto N — 1, e entdo a equagao
g(xz) = 0 tem no méaximo N — 1 solucées em Z,, e a equacao f(x) = 0 tem no maximo N

solugobes, concluindo a prova do Teorema de Strassman. O
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62.7. Aplicacoes

Nesta seccao vamos aplicar os conceitos que desenvolvemos nas secgoes anteriores para estudar
uma classe de problemas para os quais os nimeros p-adicos, e em particular a Andlise p-ddica, se
revelam essenciais. Esses problemas estao relacionados com sucessées definidas por recorréncias
lineares (que vamos abreviar por SRLs).

Definicao 2.7.1 (SRL). Seja R um anel. Uma sucessdo definida por recorréncia linear
(SRL) é uma sucessao (an)n>0 de elementos de R para a qual existe um inteiro positivo
d e constantes cy,...,cq € R tais que, para todo o inteiro positivo n > d,

ap = Clap—1 + -+ C4an—q.

Exemplo 2.7.2. Alguns exemplos de SRLs:

(i) O exemplo canénico é a sucessio de Fibonacci (fn)n>0 em Z, definida por fo = 0,
fi=1le
fn = fan-1+ fan_o paran > 2.

Os primeiros termos sao: 0,1,1,2,3,5,8,13,21....
(ii) A sucess@o (an)n>0 em Z definida por a, = n é uma SRL: de facto, temos

anp = 20,1 — an_2 paran > 2.

Um problema natural sobre SRLs é o seguinte: dada uma SRL (a,),>0 num anel R, o que
podemos dizer sobre o conjunto dos inteiros n para os quais a, toma um determinado valor
fixo? Isto nao é dificil para a sucessao de Fibonacci, que é claramente estritamente crescente,
portanto cada valor inteiro é tomado pela sucessao de Fibonacci no méximo uma vez. Mas o
mesmo pode nao ser tao trivial para sucessoes com um comportamento mais oscilatorio.

O célebre Teorema de Skolem-Mahler-Lech responde a esta pergunta, e é um dos grandes
triunfos da Anélise p-adica. Vamos dizer que uma progressao aritmética completa de razao m é

o conjunto dos inteiros nao negativos n com n = a (mod m), para algum a fixo.

Teorema 2.7.3 (Skolem-Mahler-Lech). Seja (apn)n>0 uma SRL sobre um corpo K de carac-
teristica 0, e seja ¢ um elemento de K. FEntdo o conjunto dos inteiros nao negativos n tais
que a, = ¢ € a unido de um conjunto finito com um numero finito de progressoes aritméticas
completas da mesma razao.

Este resultado foi provado em toda a generalidade por Lech em 1953, poucos anos depois de
Skolem e Mahler terem provado alguns casos particulares, nomeadamente o caso em que K = Q.
Todas estas provas (do caso geral e dos casos particulares) utilizam Andlise p-ddica, e até hoje
nao se conhece nenhuma prova que nao a utilize.

Em vez de passarmos diretamente para uma prova geral deste resultado, vamos analisar

um caso particular simples que ja ilustra essencialmente uma boa parte das ideias envolvidas.
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Considere-se a SRL (uy,)n>0 de nimeros racionais que satisfaz ug =0, u1 =1 e
Up = Up—1 — 2Up_2

para todo o n > 2. Vamos tentar determinar os valores de n para os quais u, = —1. Os

primeiros termos sao:

n | up
0] 0
1 1
2 1
3| -1
4 | =3
5 | -1
6 5
7 7
8 | =3
9 | —17
10 | —11
11| 23
12 | 45
13 —1
14 | —91
15 | —89
Olhando para a tabela vemos que u, = —1 para n € {3,5,13}, e é natural perguntarmo-nos se

existem outros valores de n com essa propriedade. Pode ser surpreendente saber que este é um

problema dificil, e precisamos de Anaélise p-ddica para o resolver.
Lema 2.7.4. Se para a SRL definida acima se tem u, = —1, entdon € 3, 5 ou 13.

Demonstragdo. Vamos comecgar por determinar uma férmula explicita para w,. Esta ideia
funciona para determinar uma férmula explicita para o termo geral de uma SRL em condigoes
bastante gerais. A ideia é “trocar indice por expoente”: procuramos u tal que u,, = u™ satisfaz
a relagao de recorréncia dada. Queremos portanto que

u’ = un—l o 2un—2
e cancelando u" 2 de ambos os lados da equacdo, chegamos a

w?—u+2=0.

1+v -7

Existem duas solugoes complexas desta equacao, nomeadamente u = ~=45—; sejam « e 3 estas

duas raizes. Conclui-se que as sucessoes (@")p>0 € (8")n>0 satisfazem a relagao de recorréncia
que define u, mas infelizmente nenhuma delas satisfaz as condigoes iniciais para os termos de
ordem 0 e 1. Mas notemos que qualquer combinacdo linear de duas sucessoes que satisfazem a
relagdo de recorréncia dada também a satisfaz: ou seja, para quaisquer ¢, d a sucessao (¢p)n>0
definida por

¢, = ca +dg"
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satisfaz a relacao de recorréncia ¢, = c¢,—1 — 2cp—2. Se encontrarmos ¢ e d de tal modo que

co =0 e ¢y =1, obtemos portanto ¢, = u, para todo o n. Resolvendo o sistema

c+d=0
ca+df=1
obtemos a solucao ¢ = ﬁ, d= a;_lﬁ, e conclui-se que

a — B
unziﬁ
a—p

para todo o inteiro n > 0.
Agora que temos uma férmula explicita para u,, poderiamos pensar que reduzimos o problema
a uma equacao simples. Infelizmente, a equagao

a"—F"=08—-«a

nao é nada simples. Estamos a procura dos valores de n para os quais a” — " toma um
determinado valor fixo. Nao hd nenhuma razao obvia a partida que garanta que o™ — 8™ nao
pode tomar um mesmo valor muitas vezes: como « e § tém o mesmo mddulo em C, nao temos
nenhuma maneira imediata de garantir que o médulo de o™ — 8" se afasta rapidamente de O.
Mas néo temos de trabalhar em C! Os nimeros
1+ V=7 1- V=7

=y T

fazem sentido em qualquer corpo de caracteristica diferente de 2 onde —7 é um quadrado.
Em particular, fazem sentido em Q, para muitos primos p: especificamente todos os primos
diferentes de 7 tais que —7 é um quadrado em F,,, pelo Lema de Hensel (especificamente pelo
Exemplo [2.2.5(i)). Excluindo o primo p = 2 por razodes patoldgicas, o menor tal primo que
encontramos é p = 11. Vamos entao trabalhar em Q1.

Temos
X?-X+2=(X-5)(X~-7) (mod 11).

O Lema de Hensel garante-nos assim duas raizes a e 8 de X2 — X +2 em Zq; que sdo congruentes
com 5 e 7 médulo 11, respetivamenteﬂ Para o que se segue sera importante conhecermos a e 3
médulo 112, Seja assim o = 5 + 11k, de tal modo que

(5+11k)* — (5 + 11k) + 2 = 0.
Desenvolvendo e olhando para a igualdade médulo 112, ficamos com
25+ 110k —5—11k+2=0 (mod 11%) ouseja, 99k = —22 (mod 11?).

Dividindo por 11 ficamos com 9k = —2 (mod 11), que nos dd k = 1 (mod 11), e portanto
a=5+1-11=16 (mod 112?). Como a+ 8 = 1 pelas férmulas de Viete (ou repetindo o célculo
para ) conclui-se que 3 = 106 (mod 112).

Naturalmente, ainda temos
a — Bn
Up = ——————
a—p

2Estes a e § sdo “os mesmos” que tinahmos atrds, pois sao elementos de Q(v/—=T7) que estd contido simultanea-

mente em C e Q17.
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(s6 utilizdmos o facto de a e B serem raizes de X2 — X + 2 para chegar a esta conclusio) e
portanto queremos determinar os valores de n para os quais o — " = —a + 8. A ideia é
desenvolver o™ — 8™ como uma série de poténcias em n. Ficamos assim com uma equacao do
tipo

(série de poténcias) = 0

e podemos tentar utilizar o Teorema de Strassman (Teorema [2.6.1) para majorar o nimero de
solugoes desta equagao (em Zj1, e portanto em Z). Infelizmente, desenvolver a™ (e/ou ™) como
uma série de poténcias em n nao é assim tao simples. A ideia seria escrever

og(a)k
a” = exp(nlog(a)) = Z 1 glf:! ) nk

k>0

mas log(a) nao estd bem definido: néo temos o =1 (mod 11). A solugao para isto é escrever
n=10s+r, com r € {0,...,9}. Sendo A = o'?, temos

a® = a105+r — Asa".

Para um valor de r fixo, podemos desenvolver isto como série de poténcias em s: como A =
a'® = 1 (mod 11) (pelo Pequeno Teorema de Fermat), desta vez log(A) estd bem definido!
E portanto A® pode ser escrito como uma série de poténcias em s. Claro que obtemos uma
equagao diferente para cada valor de r € {0,...,9}, mas s6 temos um nuimero finito de valores
de r, por isso esse nao é um problema muito sério.

De facto podemos excluir logo a maioria dos valores de r: como

_Oén—,Bn_AsOéT—BSBT:CkT—,BT_

= d11
Up, P P P u, (mo ),
se up, = —1 devemos ter u, = —1 (mod 11). Olhando por exemplo para a tabela dos valores
iniciais de u, vemos que, para r € {0,...,9}, s6 temos u, = —1 (mod 11) para r =3 e r = 5.

Podemos portanto supor que r = 3 ou r = 5.
Comecemos pelo caso r = 5, que é mais simples. Queremos determinar todos os inteiros s > 0
para os quais
Asa® — BSB% = —a+ 6.

Sejama=A—1eb=B—1, de modo que a,b € 11Z1;. Para s € Z tem-se entao

S log(1 + a)*
A® = exp(slog; (1 +a)) = Z g(k')Sk
E>0 '

e analogamente
log(1 + a)*
= cplatomy(1 ) = 3 ELE )
k>0 )
pelo que
Ead —log(1 +b)FB°
o st

log(1
ASOJ5—BS,85+04—B:(045—ﬂ5+04—5)+zOg( +a
k>1

Seja
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o lado direito da igualdade anterior; queremos resolver a equagao f(s) = 0. Notemos que
co=0a’—B%+a—pB=0uma vez que us = —1, logo |col11 = 0. Além disso, uma conta simples
usando o = 16 (mod 112) dé-nos o® = 111 (mod 11?) e a = o' —1 = 99 (mod 11?); do mesmo
modo, 8% =21 (mod 112) e b= 77 (mod 11?). Tudo isto é suficiente para calcular

c1 = log(1 + a)a® —log(1 + b)°

médulo 112, De facto, como

a?  ad

log(1 —g— ...
og(l+a)=a 2+3

a

e todas as parcelas 7] estao em 112Zq; para j > 2, pelo que log(1 +a) = a = 99 (mod 112) e
log(1 +b) =b =77 (mod 112?). Finalmente,

c1=99%x 111 —77x21 =11 x5 (mod 11%).

1

17+ B para

Logo ¢ é divisivel por 11 mas ndo por 112 e portanto vi1(c1) = 1, ou seja, |c1|11 =
k > 2 tem-se

v11(log(1 + a)Fa® —log(1 + b)* %) > k

uma vez que 11 divide log(1 + a) e log(1 + b). Isto é suficiente para concluir que v11(cx) > 2,
#. Portanto o “nimero magico” do Teorema aplicado a f(s) é 1. Logo a
equacao f(s) = 0 tem no méximo uma solugao. Mas j& sabemos que s = 0 é uma solucao,

e |eglin <

correspondente a n = 5, portanto é a tinica. Ou seja, o caso r = 5 s nos da a solucao n = 5 da
equacao u, = —1.

Resta ver o caso r = 3. Queremos agora determinar os inteiros s > 0 para os quais

Asa® — B*B% = —a + 8. (2.15)
N ovamente escrevemos
log(1 ko —log(1 + b)kp3
A BB ra-f=(*-Fra-p+> sl ¥ a)a” —log(l+5) 7 st = s’
k>1 k! k>0

e notamos que cg = 0, pois uz = —1. Usar que
v11(log(1 + a)*a® — log(1 + b)kB%) > k

é suficiente para concluir que vii(cg) > 3 para k > 3, e portanto |cx|z < Vamos agora

1
m-
determinar ¢; e ca médulo 112, Temos ¢; = log(1 + a)a® — log(1 + b)33 e log(1 +a) = a — “2—2
(mod 113); determinando o médulo 113 da mesma forma que o determindmos médulo 112
podemos determinar a = a!® —1 (mod 113), e assim sabemos log(1 +a) médulo 113. Do mesmo

modo determinamos log(1 + b). A conclusao é que
c1=8x112 (mod 11%) e ¢ =3x 112 (mod 11%).

Portanto |c1]11 = |e2]11 = #, e o numero magico do Teorema de Strassman é, desta vez, igual
a 2. Conclui-se que a equagao (2.15)) tem no méaximo duas solugoes em Zj;. Mas ja sabemos
duas solugoes, nomeadamente s = 0 e s = 1, correspondentes a n = 3 e n = 13. Estas sao,

portanto, as unicas solugoes, o que conclui a prova do Lema. O
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Exatamente a mesma ideia permite determinar os valores de n para os quais u, = 1.
Lema 2.7.5. Se para a mesma SRL se tem u, = 1, entdon é 1 ou 2.

Sermos capazes de provar estes resultados ja é uma excelente utilidade da Andlise p-ddica.
Mas para o caso de o leitor estar a pensar “Mas para que é que determinar os valores de n
tais que u,, = c serve?”, deixamos aqui uma explicacdo: este tipo de problemas aparece muito

naturalmente em tentativas de resolver equagoes diofantinas. Vamos ver um exemplo.
Lema 2.7.6. As solucdes inteiras da equacdo

247 =2"
sao (x,m) = (£1,3),(£3,4), (£5,5), (£11,7) e (£181,15).

Demonstragdo. Precisamos de um pouco de Teoria Algébrica dos Numeros bésica. Vamos uti-
lizar os seguintes factos sobre o anel O = 7Z [HT H}:

(i) O ¢ um dominio de fatorizagao unica,;
(ii) As tnicas unidades em O sao 1 e —1.

A propriedade (i) decorre de que R é um dominio Euclideano, com valorizacao dada pela norma,
que se obtém restringindo a norma complexa a R:

N(z)==z-Z.

A propriedade (ii) decorre de que se a € R é uma unidade entdo N(a) = 1. E fécil concluir
daqui que a = —1 oua =1.

Passemos a equacao. Obviamente x é impar, e podemos escrevé-lo como 2y — 1 para algum
inteiro y. A equagao fica

2y —1)2+7=2" ouseja, y>—y+2=2"""2

Em R, temos a fatorizacio y?> —y+2 = (y—a)(y — B), onde o = %ﬁ ef= %ﬁ Notemos

que af = 2, portanto obtemos
(y—a)(y—B) =™ 2" 2 (2.16)

Como N(a) = 2, a é primo em R; caso contrério poderiamos escrever a« = pg onde p e ¢ nao

sao unidades em R, mas entao
2 =N(a) = N(p)N(q)

o que implica que um dos nimeros N(p) e N(q) seja igual a 1, o que implica que p seja uma
unidade ou ¢ seja uma unidade, contradicdo. Do mesmo modo vemos que [ é primo em R.
Portanto por ([2.16]) conclui-se que y — a = +a'3’ para alguns i e j. Por outro lado,

y—B=y—a=+pol

uma vez que a e 3 sdo conjugados, e portanto (y—a)(y—3) = o731, Resulta que j = m—2—i,
y— o= iaiﬁm—Q—i ey — ,8 — :I:am_Q_iﬁi.
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Mas temos a — 3 = /=7 e portanto N(aw — ) = 7; como N(a — /) é primo com N(2) = 4
conclui-se, pela multiplicatividade da norma, que o — 8 e 2 sao coprimos em R. Como af é a
fatorizagao em primos de 2 em R conclui-se que o — 8 nao é divisivel por & nem [3; mas

a—B=(y—p)—(y—a)=H2a™ g — Lo,

Para isto nao ser divisivel por  nem [ devemos ter min(i,m — 2 — i) = 0, ou seja, i = 0 ou
i =m — 2. Obtemos uma igualdade

a _6 — :|:(Oém72 _Bm72)'

Mas isto implica u,,—92 = £1! Pelos Lemas e conclui-se que m — 2 € {1,2,3,5,13},
logo m € {3,4,5,7,15}, e a partir daqui é trivial concluir a prova. O

Agora que vimos que resolver equagoes do tipo u, = ¢ nao é totalmente inutil, vamos avancar
no sentido de uma prova geral do Teorema de Skolem-Mahler-Lech (Teorema. Vamos pen-
sar em como podemos adaptar as provas dos Lemas e Para simplificar, suponhamos
primeiro que K = Q, e que a nossa SRL satisfaz a relacao de recorréncia

ap = C10p—1 + +++ + CqQp—q-

Usando um raciocinio semelhante ao ilustrado no inicio da prova do Lema podemos
exprimir o termo geral a,, como combinacao linear das raizes do polinémio

Xt Xt ¢y,
pelo menos se essas raizes 61, --- , 0y forem todas distintas. Uma vez mais podemos aplicar o
raciocinio utilizado na prova do Lema desde que consigamos visualizar 61, --- ,0; como

elementos de Q, para algum primo p.
Queremos entdo em particular encontrar um primo p tal que o polinémio anterior tenha uma
raiz em F), (que em condicoes bastante gerais podemos levantar para uma raiz em Zj, pelo Lema

de Hensel). Para isso podemos utilizar o seguinte resultado cldssico de Teoria dos Nimeros.

Proposicao 2.7.7. Seja P(X) um polinémio ndo constante com coeficientes inteiros. Entdo

existem infinitos primos p tais que p divide P(n), para algum inteiro n.

Demonstragao. A ideia é imitar a prova classica de Euclides da existéncia de uma infinidade de
primos (que é precisamente este resultado para P(X) = X). Seja

PX)=cnX™+-+ 0

com ¢, # 0. Se ¢g = 0 o resultado é trivial pois P(p) é divisivel por p. Caso contrario,
considere-se a igualdade

P(cot) = emegt™ + -+ -+ crept + ¢o = co(cmcgnfltm +otat+1) =cQ(t), (2.17)

onde Q(X) é um polinémio de grau m com coeficiente constante 1. Suponha-se que existe
apenas um numero finito de primos p1,...,pr que dividem P(n) para algum n, e seja a um
inteiro tal que Q(ap; ---pxr) # £1, que existe pois o polinémio Q(X) nao é constante. Entao

Ccomo
Qap1---pr) =1 (mod p;)
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para i = 1,--- ,k, o nimero Q(ap; - - - px) nao é divisivel por nenhum dos primos p1,...,pk, €
tem um divisor primo p diferente desses primos. Mas entao, por , p divide P(coaps - - - pi)-
Conclui-se que p1,...,pr ndo sdo os Unicos primos que dividem P(n) para algum n, e esta
contradicao prova a proposicao. O

Voltando ao contexto anterior a proposicao, isto garante-nos que podemos encontrar infinitos
primos p tais que o polinémio X% — ¢; X% 1 — ... — ¢; tem uma raiz em Fp, e portanto, se
estivermos em condigoes de aplicar o Lema de Hensel, podemos mergulhar um dos 6; em Q,.
Infelizmente, isso nao chega: queremos encontrar um primo p tal que o polinémio anterior tem
todas as raizes em [, e nao apenas uma.

Curiosamente, existe uma maneira elegante de dar a volta a esse obstaculo usando a Pro-
posicao juntamente com um resultado de Teoria de Galois. A ideia é a seguinte: conside-
ramos a extensao

Q(01,...,04)

de Q, e observamos que, pelo Teorema do Elemento Primitivo (aplicdvel a quaisquer extensoes
separaveis, em particular a extensoes de corpos de caracteristica 0), esta extensao é uma ezxtensao
simples, ou seja, existe 6 tal que

Q(9) =Q(b4,...,0,).

Seja agora P(X) o polinémio minimo de € sobre Q. Pela Proposigao existem infinitos
primos p para os quais a equagao P(z) = 0 tem uma solucao em F), e pode-se verificar facilmente
que a condi¢ao do Lema de Hensel s6 pode falhar para um nimero finito de primos p, portanto
para infinitos primos p a equacdo P(xz) = 0 tem uma solucao em Q,. Obtemos assim um

mergulho

Q) — Qp
e como Q(#) contém todas as raizes 6y,..., 04, conclui-se que estas também sdo mergulhadas
em Q!

Isto esboga a ideia da prova do Teorema de Skolem-Mahler-Lech sobre Q. Vamos agora
formalizar isto no contexto mais geral de corpos arbitrarios de caracteristica 0. Para isso
precisamos da nogao de grau de transcendéncia de uma extensao de corpos. Se L/K é uma
extensao de corpos, dizemos que elementos «y,...,qa, de L sao algebricamente independentes
sobre K se sempre que P(X1y,...,X,) € K[X1,...,X,] é um polinémio e P(ay,...,a,) = 0,
entdo P = 0. Dizemos que a extensdao L/K é puramente transcendente se L é gerado sobre
K por elementos de L algebricamente independentes sobre K. Pode-se provar que, embora
esse conjunto gerador formado por elementos algebricamente independentes sobre K nao seja
Unico, quaisquer dois tais conjuntos tém o mesmo cardinal. Esse cardinal designa-se o grau de
transcendéncia de L/K. Podemos estender o conceito de grau de transcendéncia para extensoes
nao necessariamente puramente transcendentes do seguinte modo: se M/K é uma extensao
arbitraria, entdo podemos decompé-la usando uma extensao intermédia L/K tal que L/K é uma
extensao puramente transcendente e M/L é uma extensao algébrica. O grau de transcendéncia
de L/K é determinado por M, e chamamos-lhe o grau de transcendéncia de M /K.

Qualquer corpo de caracteristica 0 é automaticamente uma extensao de Q. No caso particular
de @, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.7.8. O grau de transcendéncia de Q, sobre Q € infinito.
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Demonstragao. S6 precisamos de utilizar o facto de que @, ¢ nao numerdvel. Uma maneira
de provar isso ¢é utilizar a Proposicao que nos dé que existe uma bijecao entre Z, e
o conjunto das sucessoes (an)n>0 de elementos de {0,...,p — 1}. Como este conjunto nao é
numeravel conclui-se que Z;, nao é numeravel, e, por maioria de razao, Q, também nao é.

Por outro lado, qualquer extensao de QQ com grau de transcendéncia finito é automaticamente
numeravel. De facto, dada uma tal extensao M, existe uma extensao intermédia L/Q tal que
L =Q(ay,...,a,), para alguns «;, e M é uma extensao algébrica de L. Ora, L é numeravel pois
qualquer elemento de L se pode escrever como uma fragao racional com coeficientes racionais
nos «; e o conjunto dessas fracoes racionais é numeravel. Por fim, uma extensao algébrica de
um corpo numeravel também é numeravel: qualquer elemento de M ¢ raiz de um polinémio nao
nulo com coeficientes em L, o conjunto desses polindémios é numeravel e cada polinémio tem

um numero finito de raizes. O

Usando este resultado podemos provar o seguinte lema, que nos dé, em condigoes bastante
gerais, o tao desejado mergulho de um corpo de caracteristica 0 em algum Q.

Lema 2.7.9 (Lema do Mergulho). Seja K um corpo de caracteristica 0 tal que K é finitamente
gerado sobre Q, e seja S um conjunto finito de elementos ndo nulos de K. Entdo, para infinitos

primos p, existe um mergulho, i.e., wm homomorfismo injetivo
a: K —— Q,
tal que |a(c)|p =1 (ou seja, afc) € Z)) para todo o c € S.

Demonstracdo. Estendendo S se necessario, podemos supor que se ¢ € S entdo ¢! € S. Deste
modo, basta garantir que |a(c)|, <1 (ou seja, a(c) € Z,) para todo o ¢ € S (porqué?).

A condicao de K ser finitamente gerado sobre Q garante que existem x1,...,x,, algebrica-
mente independentes sobre Q tais que K/Q(z1,...,zy,) é uma extensdo finita. Sendo uma
extensao finita de corpos de caracteristica 0, o Teorema do Elemento Primitivo garante-nos que
é uma extensao simples, e em particular existe y € K, algébrico sobre Q(x1,...,zy,), tal que

K = Q(yamla s 733m)‘
Para cada c € S, podemos escrever

Uc(y’xh .. 'uxm)
Ve(z1, .o mm)

CcC =

onde U, V, sdo polinémios com coeficientes racionais em m + 1 e m varidveis, respetivamente,
e V. # 0. Como y é algébrico sobre Q(z1,...,x,,) existe um polinémio H € Q[Y, X1, ..., X,,]
tal que H(y,x1,...,2m) = 0. Seja G(Y) = H(Y,z1,...,zn) o polinémio minimo de y sobre
Q(x1,...,2p), eseja Ho(X1, ..., X;) o coeficiente lider (ou seja, o coeficiente da maior poténcia
de Y que aparece em G(Y)).

Seja ainda A(Xy,...,X;,) 0 discm’mmanteﬂ do polinémio G(Y). Podemos supor sem perda
de generalidade que todos os polinémios introduzidos até agora tém coeficientes inteiros.

Escolhemos inteiros ayq, ..., a,, tais que todos os niimeros

Aat,...,am), Ho(ar,...,am), Ve(a,... am)

30 discriminante de um polinémio P(Y') € L[Y7], sendo L um corpo, é o produto Hi<j (B: — B;)* onde B, ..., Bs

sao as raizes de P(Y'); sendo uma expressao polinomial simétrica nas raizes, o discriminante é um elemento
do corpo base L.
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sao diferentes de 0 (para todo o ¢ € S); observe-se para isto que A (como um polinémio em
m varidveis) ¢é diferente de 0 (é o discriminante de um polinémio irredutivel sobre um corpo de

caracteristica 0). Pela Proposicao existem infinitos primos p tais que a congruéncia

H(byay,...,an,) =0 (mod p) (2.18)
tem solugao em Z. Por outro lado, s6 hd um nimero finito de primos que dividem A(ay, ..., ap)
ou Ve(ai,...,an) para algum ¢ € S; assim, podemos escolher infinitos primos p tais que a

congruéncia anterior tem solucao e tal que

ptA(ar, ... am).

Vamos provar que existe um mergulho de K em Q,, para esses primos p. Pelo Lema existem
t1,...,tm € Qp algebricamente independentes sobre Q. Multiplicando os t; por poténcias de p
apropriadas podemos supor que t; € pZ, para cada i. Definimos agora

§&i=a;+1;

parai = 1,...,m. Como os a; sao inteiros, t1,...,t, sdo algebricamente independentes sobre
Q e tem-se & = a; (mod p) para cada i. Portanto a congruéncia

H(b, &1, ., 6m) =0 (mod p)

tem solugao, por (2.18). Além disso, as raizes em F), do polinémio H(X,&q,...,&y) sdo simples:
isso decorre da definicao de discriminante e do facto de que A(&q,...,&y,) # 0 em ! Portanto,
pelo Lema de Hensel, existe n € Z, tal que

H(n,&1,...,6m) = 0.
E agora temos tudo o que precisamos para definir a: definimo-lo por
alz;) =& parai=1,...,me aly) =1.

Isto estd bem definido e é injetivo: &, ...,&, sao algebricamente independentes sobre Q e 7,
por construgao, satisfaz a mesma relagao algébrica sobre Q(&1,...,&,) que y satisfaz sobre
Q(x1,...,2m). Além disso, para c € S,

Usn, &, ...,
Oé(C) _ 0(77 51 fn)
‘/c(é-la .. 7571)
e isto pertence a Zp, uma vez que 1,&1,...,&, pertencem a Zj, e o denominador nao ¢ divisivel
por p por hipotese. O

Com isto, estamos prontos para adaptar a ideia da prova do Lema para dar uma prova
completa do Teorema de Skolem-Mahler-Lech.

Prova do Teorema[2.7.3. Suponha-se que K tem caracteristica 0 e a SRL (an)n>0 de elementos
de K satisfaz

an = Clapn—1 + -+ C4ln—d

para todo o n > d, para algumas constantes c1,...,cq € K. Pela teoria geral das SRLs, existem
f1,...,0. numa extensao algébrica de K e polinémios P, ..., P, tais que

an = Pi(n)0} + -+ P.(n)f para todo o n > 0.
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Nao podemos usar diretamente o Lema[2.7.9 porque nao temos a garantia de que K ¢ finitamente
gerado sobre Q. Mas isso é facil de rodear; todos os elementos da sucessao (an)n>0 estdo no
subcorpo de K gerado sobre Q pelos coeficientes dos polinémios P; e por 601, ...,6.. Podemos
entao supor sem perda de generalidade que K é esse corpo, que ja é finitamente gerado, e agora
ja podemos aplicar o Lema [2 este permite-nos supor que K C Q, para algum primo p > 2,
e ainda que 61,...,0. € Z;;.

Parai=1,...,¢, seja O; = Hf 71, e observe-se que pelo Pequeno Teorema de Fermat se tem
©; = 1 (mod p). Deste modo log(©;) estd bem definido. Agora fixamos ¢ € K e procuramos
solugoes de a,, = ¢ com n em cada classe de congruéncia médulo p—1. Fixamos r € {0,...,p—2}

e escrevemos n = (p — 1)s 4+ r, com s inteiro nao negativo. Em Q,, tem-se
an =P (n)0} + -+ P.(n)o) —
Pi((p—1)s + r)e(” DS Pu((p— 1)s )0 e
=P ((p—1)s+7r)0OJ0]+ -+ P((p—1)s+7)OL0. — ¢
O1Pi((p—1)s+r)exp(slog(©1)) + -+ 0L P.((p— 1)s + r) exp(slog(©,)) — c.

Isto pode ser escrito como uma série de poténcias em s, que converge em Z,. Agora,

e Se essa série nao for a série nula, entao pelo Teorema de Strassman (Teorema [2.6.1) s6
tem um numero finito de zeros, e a equacao a, = ¢ tem um ntmero finito de solugoes com

n=r (mod p—1).

e Se essa série for a série nula, entdo a, = ¢ para todo o n =r (mod p—1), e obtemos uma

progressao aritmética completa de razao p — 1 formada por solugoes da equagao a, = c.

E com isto provamos o teorema. O
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§3.1. Corpos valorados discretos completos

O objetivo deste capitulo é generalizar o estudo dos niimeros p-ddicos para outros corpos va-
lorados com propriedades semelhantes, os chamados corpos locais. Dos corpos interessantes de
um ponto de vista aritmético, estes sao os corpos mais agradaveis a seguir aos corpos finitos, e
o seu estudo é em grande parte facilitado pelo nosso conhecimento sobre corpos finitos através
do Lema de Hensel. Uma introducdo detalhada aos corpos finitos é feita no Apéndice [A]

O estudo de cada um destes corpos individualmente é muito semelhante ao estudo dos p-
adicos, e de facto alguns dos resultados que vamos encontrar a seguir sao completamente
andlogos a resultados provados no capitulo anterior, pelo que nao os provaremos de novo aqui
com detalhe. Comecamos com uma maneira alternativa 1til de pensar num valor absoluto nao

arquimediano.

Definigao 3.1.1. Seja K um corpo. Uma valoragdo em K é uma fungao v : K — RU{oco} que
satisfaz:

e Dado z € K, tem-se v(z) = oo se e s6 se x = 0;
o v(x+y) > min{r(z),v(y)} para quaisquer z,y € K;
e v(zy) = v(z)+ v(y) para quaisquer z,y € K.
Exemplo 3.1.2. A funcdo v, : Q — R (ou Q, — R) é uma valoracao.

A definigao anterior é muito semelhante a definicao de valor absoluto nao arquimediano. De

facto, se | - | é um valor absolouto ndo arquimediano em K, entao
v(x) = —log(a])
define uma valoracao em K. Reciprocamente, se v é uma valoragao em K, entao
2] = &™)

define um valor absoluto em K. No entanto, pensar em termos de valoragbes pode ser mais
intuitivo do que pensar em termos de valores absolutos, dependendo do contexto.

Decorre da definigao de valoracao que, se v : K — RU{oco} é uma valoragao, entao a imagem
v(K*) é um subgrupo do grupo aditivo de R (pois v define um homomorfismo de K* em
(R,+)). Existem dois tipos de subgrupos de R:

e Os subgrupos discretos, da forma aZ, com o € Rx>;

e Subgrupos densos em R.

67
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Estamos interessados em valoracoes cuja imagem é do primeiro tipo, e, portanto, vamos dar-lhes

uim nome.

Definicao 3.1.3. Uma valoragao v : K — R U {oo} diz-se discreta se v(K*) é um subgrupo
discreto de R. A mesma valoracao diz-se normalizada se v(K*) = Z.

Defini¢ao 3.1.4. Um corpo valorado nao arquimediano (K, |- |) diz-se discreto se | - | é nao
trivial e a valoracao definida por v(x) = —log(|z|) é discreta.

Todos os corpos valorados a que nos vamos referir a partir de agora sao nao arquimedia-
nos, portanto vamos omitir o termo “nao arquimediano” nas referéncias a corpos valorados;
supoe-se a partir de agora que qualquer corpo valorado é nao arquimediano a nao ser que seja
explicitamente dito o contrario.

Dada uma valoragao discreta v, a sua imagem é aZ para algum « > 0; se o # 0 definindo
V(z) = L1u(x) obtemos uma nova valoragio no mesmo corpo, que é normalizada. Assim,
dado um corpo valorado discreto (K, | - |), podemos associar-lhe canonicamente uma valoracao

normalizada.

Exemplo 3.1.5. O corpo valorado (Qp, |- |,) é discreto, e a valoragdo normalizada associada é

Up-

Definicao 3.1.6. Seja (K, |- |) um corpo valorado discreto, com valoragao normalizada corres-

pondente v. Um elemento 7w € K diz-se um uniformizador se v(m) = 1.
Exemplo 3.1.7. Em Q,, p ¢ um uniformizador.

Definigao 3.1.8. Seja (K, |-|) um corpo valorado discreto. O seu anel de inteiros O é definido
por
O ={re K:|x| <1}

Proposicao 3.1.9. Seja (K, |- |) um corpo valorado discreto com anel de inteiros Ok . Entdo,
(1) As unidades de Ok sdo os © € Ok com |x| =1;

(ii) Se m é um uniformizador de K, entdo os ideais de Ok sio {0} e os conjuntos da forma

7Ok, com n inteiro nao negativo.

Demonstracao. Este é um dos resultados que generalizam resultados que ja conhecemos do
caso p-adico, mas em que a prova se mantém totalmente andloga. A prova fica, assim, como
exercicio para o leitor; é sé repetir os argumentos utilizados para provar as Proposicoes [2.1.5|e
substituindo @, por K, Z, por Ok e p por 7. O]

Corolario 3.1.10. O anel Ok contém um unico ideal maximal, mg = 1Ok .

Defini¢ao 3.1.11. Dado um corpo valorado discreto (K, |- |) com anel de inteiros Ok e ideal

maximal mg de Ok, definimos o corpo residual
/{:K =0 K / mg.

Exemplo 3.1.12. O corpo residual de Q, é IF,,.
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Naturalmente, dizemos que um corpo valorado é completo se for completo em relacao a
topologia induzida pelo valor absoluto. Para corpos valorados discretos, a completude é uma
propriedade muito agradavel, entre outras razoes porque é esta que nos permite deduzir o Lema
de Hensel.

Lema 3.1.13 (Lema de Hensel, versao 1). Seja K um corpo valorado discreto completo e
seja f € Ok[X] um polinémio. Seja f o polindmio em kx[X] obtido reduzindo f mdédulo my
coeficiente a coeficiente. Suponha-se que existem polindmios ¢1 e o em ki [X], primos entre s,

tais que
[ = b192.

Entao existem polindmios f1, fo € Ok [X] tais que f1 = ¢1 (mod p), fo = ¢2 (mod p), deg(f1) =
deg(¢1)7 €
f=rfifa

Lema 3.1.14 (Lema de Hensel, versao 2). Seja f(X) € Og[X] um polinomio. Suponha-se
que o polinémio f(X) € kx[X] obtido reduzindo os coeficientes de f mddulo my tem uma raiz
a € kx que € uma raiz simples, ou seja, com multiplicidade 1. Entdo existe « € Ok, com a = a
(mod mg), tal que f(a) = 0.

Demonstragdo. Novamente, a prova destas duas versoes do Lema de Hensel é inteiramente
andloga as que demos no contexto de Q,, e essas podem ser adaptadas usando a mesma receita
de sempre: substituir Q, por K, Z, por Ok e p por 7 (onde 7 é um uniformizador de K, de
tal modo que myg = 7Ok ). O

Vamos também registar aqui uma consequéncia do Lema de Hensel que ja vimos no contexto

de Q,, e que nos vai ser util.

Proposicao 3.1.15. Seja K um corpo valorado discreto completo, e seja f(X) = an X" +---+ag
um polindmio em K[X]. Se f ¢é irredutivel, entiao o coeficiente de f com maior valor absoluto

€ a, ou ag.

Demonstracio. E andloga & da Proposicao m O



70 Nuameros p-adicos e aplicacoes

§3.2. ExtensoOes de valores absolutos

Se tudo o que vimos sobre QQ, se generaliza de maneira andloga para qualquer corpo valorado
discreto completo, qual é o interesse de estudarmos esses corpos? A verdade é que, embora
cada um desses corpos individualmente seja “parecido” com @), a maneira como esses corpos
encaixam uns nos outros traz-nos algo de novo. De facto, é principalmente nesse encaixe que
vamos estar interessados ao longo deste capitulo. O comego desta longa histéria esta no resultado
que se segue, que nos garante que qualquer extensao finita de um corpo valorado discreto
completo é também um corpo valorado discreto completo.

Teorema 3.2.1. Seja (K, |-|) um corpo valorado discreto completo, e seja L : K uma extensdo
finita, de grau n (ver Defini¢ao m Entao o valor absoluto |- | pode ser estendido a L de
maneira unica, e L é completo em relacdo ao valor absoluto estendido. Essa tunica extensdo €

dada através da formula
|z| = {/INL/k(x)| para todo o x € L

onde N, designa a norma associada a extensio L : K.

Antes de avancarmos no sentido de uma prova deste teorema, vamos registar um coroldrio

imediato.

Corolério 3.2.2. Seja (K, |-|) um corpo valorado discreto completo, e seja L : K uma extensao
algébrica. Entdo o valor absoluto | - | pode ser estendido a L de maneira tnica.

Demonstragao. E uma consequéncia imediata do Teorema juntamente com o facto de que

L= U L.
L'CL
[L":K]<oo
O

Para provar o Teorema precisamos de algum conhecimento sobre normas em espagos
vetoriais sobre corpos como os que estamos a estudar.

Definigao 3.2.3. Seja K um corpo valorado e seja V um espago vetorial sobre K. Uma norma
em V é uma funcao || - || : V' — R>( com as seguintes propriedades:

e Dado z € V, tem-se ||z|| = 0 se e s6 se = = 0;
o |[\z| = |A|[|z|| para qualquer A € K e qualquer z € V;

e Jlz+yll < ll2ll + Iyll para quaisquer @,y € V.

Dada uma norma || - || em V, podemos definir uma métrica em V' por d(v,w) = [|jv — w|.
Exemplo 3.2.4. Suponha-se que V tem dimensao finita sobre K, e seja (eq,...,e,) uma base.
Entao

= max{|ai|,...,|an|}

n
E a;€;
=1

define uma norma em V. E facil verificar que, se K é completo, entao V' é completo em relagao

a esta norma.
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Definicao 3.2.5. Duas normas || -||1 e || - |2 em V dizem-se equivalentes se existem constantes
C, D > 0 tais que
[zlla < Cllzfly e [lzfi < Dzl

para qualquer x € V.

E claro que duas normas equivalentes em V induzem a mesma topologia, e que V' é completo
em relacdao a uma norma se e sé se for completo em relagao a outra. O resultado principal para

noés sobre equivaléncia de normas é o seguinte.

Proposigao 3.2.6. Suponha-se que o corpo valorado K ¢ completo, e que V € um espaco
vetorial de dimensao finita sobre K. Entao quaisquer duas normas em V sao equivalentes.

Demonstracgdo. ]
Com isto estamos prontos para provar o Teorema [3.2.1]

Prova do Teorema[321l. Seja L : K uma extensao finita de grau n.

Comecemos por provar a unicidade da extensao do valor absoluto. Notemos que L é um
espaco vetorial de dimensao finita sobre K, e qualquer extensao do valor absoluto |- | a L define
uma norma em L. Sejam |-|; e |-|2 duas extensoes do valor absoluto |-| a L. Pela Proposicao
esses dois valores absolutos induzem a mesma topologia em L. Entao, pelo Lema [1.2.9] existe
uma constante real a > 0 tal que |z|2 = |z|{ para todo o x € L. Em particular isto é verdade

para € K, caso em que |z|y = |z|; = |z|, e portanto |z| = |z|*. Como |- | é por hipétese nao
trivial existe z € K* tal que |z| # 1, e portanto aw = 1. Logo | - |2 = | - |1, e estd provada a
unicidade.

Passemos a existéncia. Observemos que para x € K se tem
YNk (@) = /]| = [z,

|z| = {/|INL k()]

Portanto a féormula

define uma extensao da fungao |-| a L. Falta verificar que esta extensao define um valor absoluto
(n&o arquimediano).

Que |z| = 0 se e 56 se x = 0 ¢é imediato, tendo em conta que Ny /i (x) = 0 se e s6 se x = 0.
A multiplicatividade do valor absoluto decorre da multiplicatividade da norma. Resta provar a
desigualdade ultramétrica. Queremos provar que |x+y| < max{|z|, |y|} para quaisquer x,y € L;
se z = 0 ou y = 0 isto é imediato, logo suponhamos que tal nao acontece, e suponhamos ainda
sem perda de generalidade que |z| < |y|. Dividindo por |y|, a desigualdade a provar fica

’x+1’51.
)

Basta assim provar que, se |a| < 1, entao |a + 1| < 1; ou seja, que
INp/k(a)| <1 = |Np/g(a+1)] <1

Isto resulta do lema que se segue, notando que se P(X) é o polinémio minimo (ménico) de «
sobre K entao o polindmio minimo de o+ 1 é P(X — 1). A completude de L resulta de que,
vendo a extensdo de |- | como uma norma em L, essa norma é equivalente a norma do Exemplo
pela Proposicao e L é completo em relacao a essa norma. O
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Lema 3.2.7. Seja K um corpo valorado discreto completo e seja L : K uma extensao finita.

Seja o € L. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) Np/k(a)| <1;

(ii) O polindmio minimo (mdnico) de o sobre K tem coeficientes em O .

Demonstragdo. Seja n = [L : K]. Provamos as duas implicagoes em separado:

e (i)=(ii): Seja
P(X)=X%"+ag 1 X+ 4 a1 X +ag

o polinémio minimo de a sobre K. Sendo um polindmio minimo, P(X) é irredutivel.

Além disso, resultados béasicos sobre a norma associada a uma extensao finita dao-nos
n
. d
NL/K(OZ) = :i:CLO .

A hipétese de que [Ny /x(a)] < 1 déd-nos assim que |ag| < 1. Mas a Proposigao [3.1.15
diz-nos que o coeficiente de P(X) com maior valor absoluto é 1 ou ag. Decorre assim que

lak| < 1 para todo o k, ou seja, ai € O.
(ii)=(i): Novamente utilizamos que
Np/k(a) = *af,

e a hipdtese de que todos os coeficientes de P(X) (em particular, ag) pertencem a Og
implica |ag| < 1, logo [N /()| < 1, como pretendido.
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§3.3. Ramificacao e inércia

Vamos restringir um pouco a classe de corpos com que estamos a trabalhar, passando a aceitar
apenas aqueles que tém corpo residual finito.

Definigao 3.3.1 (Corpo local). Um corpo local é um corpo valorado discreto completo com
corpo residual finito.

Observagao 3.3.2. Existem outras definigoes na literatura (que produzem classes de corpos
ligeiramente diferentes). Por exemplo, é comum exigir apenas que o corpo residual seja perfeito
de caracteristica finita, nao necessariamente finito. Uma outra definicdo comum ¢é a seguinte:
um corpo local é um corpo localmente compacto em relacdo a uma topologia nao discreta. A
Unica diferenga em relacao a nossa definicao é que esta abrange os corpos R e C, enquanto a

nossa nao.
Exemplo 3.3.3. O exemplo prototipico de um corpo local é, naturalmente, Q,.

Seja (K, |-|) um corpo local, e seja L : K uma extensao finita, que é, como sabemos, um corpo
valorado discreto completo (Teorema [3.2.1). Tendo em conta a defini¢ao do anel de inteiros, é
claro que O C Oy, e ainda que mg C my. De facto, temos algo mais forte:

myg = O Nmy,.

(E uma consequéncia do facto de que mg = {z € Ok : |z| < 1} e mp = {z € O : |z < 1}.)
Isto diz-nos que a inclusao Ox < Op, induz um homomorfismo injetivo O /mg < Or/mp, ou
seja, kx — kr. Portanto o corpo residual k7, é uma extensao do corpo residual k.

K /i Op/mp = kg
I~ —

Ok OK/mK:kK

Podemos ver que a extensao ky, : kx é uma extensao finita, e até que [kr, : kx| < [L : K].
Para isso, seja n = [L : K], e sejam Ty, ..., T, quaisquer n + 1 elementos de k. Queremos
ver que sao linearmente dependentes sobre kg . Considerem-se xg, ..., x, € O cujas projegoes
em ki sejam iguais a Tg,...,T,. Como L tem dimensao n enquanto espago vetorial sobre K,
existem ay,...,a, € K, nem todos iguais a 0, tais que

apxg + -+ + apx, = 0. (3.1)

A ideia natural agora é reduzir esta igualdade médulo my, de modo a obter uma dependéncia
linear entre T, ..., T, em k;. No entanto, nada nos garante que ay, ..., a, estao todos em O,
(ou Of), e, mesmo que estejam, nao temos a garantia de que as projecoes em kx nao sao todas
iguais a 0. Para remediar isso, seja m um uniformizador de K e escrevemos a; = w"iu; para cada
i, onde uo, . . ., U, sdo unidades e vy, . .., v, sao inteiros. Sem perda de generalidade, suponha-se
que v; é minimo quando ¢ = 0. Dividindo a igualdade por 70, obtemos

boxo + -+ bpxy =0
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onde b; = 7"y, para cada i. Desta forma, todos os b; pertencem a Ok e by nao pertence a
mg, de modo que a projecdo de by médulo mg é diferente de 0. Denotando por by, ...,b, as
projecoes de by, ...,b, em ki, obtemos

boTg + -+ + bpTn = 0.

Como by # 0, conclui-se que Zg, . . ., T, sao linearmente dependentes. Portanto [k, : kx| < n.
Como kg é um corpo finito, conclui-se que k7, também é um corpo finito, e portanto qualquer
extensao finita de um corpo local é também um corpo local. Vamos dar um nome ao grau

(finito) desta extensao de corpos finitos que estuddmos atras.

Definicao 3.3.4 (Numero de inércia). Seja L : K uma extensdo finita de corpos locais. O
ndmero de inércia da extensao é

f(L/K) = [kr : kxk].
Do Facto resulta imediatamente o seguinte:

Proposigao 3.3.5. Sejam L : K e M : L extensoes finitas de corpos locais. Entao

f(M/K) = f(L/K)f(M/L).

Existe (pelo menos) um outro invariante importante associado a uma extensao finita L : K
de corpos locais, o chamado indice de ramificacdo. Este essencialmente mede quao maior é a
imagem do valor absoluto |- | a partir de L do que a mesma imagem a partir de K. Considere-se
uma valoragao v em L associada ao valor absoluto | - |. Entao v(K*) = aZ para algum a > 0.
O indice de ramificagdo e é o tnico inteiro positivo e tal que v(L*) = 2Z. Uma maneira
equivalente de o definir é a seguinte.

Definicao 3.3.6 (fndice de ramificac¢do). Seja L : K uma extensao finita de corpos locais, seja
mx um uniformizador de K e seja v a valoragao normalizada em L. O indice de ramificacdo da
extensao é

e(L/K) = v(rk).
(E facil ver que isto nao depende da escolha de 7g.)
Tal como o nimero de inércia, o indice de ramificagao é multiplicativo em torres:

Proposicao 3.3.7. Sejam L : K e M : L extensoes finitas de corpos locais. Entao
e(M/K)=e(L/K)e(M/L).

Demonstracao. Sejam wg, wr, 7y uniformizadores de K, L e M respetivamente. Entao ng =

uwz(L/K) para alguma unidade u, e 77, = u’wf\gM/L), de modo que

- uu/e(M/L)ﬂ;([L/K)e(M/L).
Portanto se v é a valoragao normalizada em M tem-se v(7wg) = e(L/K)e(M/L), que equivale
ao pretendido. O

Resulta da Proposicao e da Proposigao que o nimero e(L/K)f(L/K) também é
multiplicativo em torres. Curiosamente, este produto nao é nada mais nada menos do que o
grau da extensio! E este o resultado fundamental que relaciona os nimeros e(L/K) e f(L/K),

o famoso “Teorema n = ef”.
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Teorema 3.3.8. Seja L : K uma extensao finita de corpos locais. Entdo
[L: K] = e(L/K)f(L/K).

Demonstragao. Vamos abreviar e(L/K) e f(L/K) por e e f, de tal modo que queremos provar
que [L : K] = ef. Seja m um uniformizador de L, de tal modo que, para alguma unidade
u, ™y = mg € um uniformizador de K. Note-se ainda que, sendo @ um gerador do grupo
multiplicativo k', se tem ki, = kg (@). Observe-se que entdo o polinémio minimo de @ sobre
kx tem grau f, e (1,@,...,a/ 1) é uma base de kz, sobre kx. Escolhemos a € Of, de tal modo

que a projecao de a em ky, é igual a o. Afirmamos que os elementos
a'm!, 0<i<f-1,0<j<e-1

de L formam uma base de L sobre K. Como sao ef elementos, isto prova o resultado.

~ . . . . =0,...,e—1
Comegamos por provar que sao linearmente lndependentes. Para isso sejam (Ci,j)g:() ;71

elementos de K, nao todos nulos, tais que
E C@jalﬂj =0.
/[:7j

Multiplicando todos os ¢; j por uma poténcia apropriada de 7x, podemos supor que ¢;; € Og

para quaisquer 7 e j, e ainda que nem todos os coeficientes ¢; ; sao divisiveis por 7. Seja jg o

, . , . . . . o f—1 i
menor indice tal que, para algum indice ig, se tem 7x { ¢;, j,. Para cada j, seja s; =) i ¢ jo

Entao,

e Para j < jo, a soma s; é divisivel por 7xg = 7°u (j& que, pela minimalidade de jo, todos
os coeficientes ¢; j com j < jg 0 sdo0), e em particular por mlotl,

e Para j > jo, tem-se w0t | s;77.

Mas temos

e todas as parcelas da soma acima com j # jg sdo portanto divisiveis por 770+, Resulta que
ot | 55w ou seja, 7| sj.

Isso significa que a soma s;0 = co j, + C1,jo+ - —l—Cf_LjOozf_l pertence a my,, € a sua projecao

em kj, é igual a 0. Utilizando a barra superior para denotar redugao médulo my,,
C0jo T Cljo@ + -+ Cr—100 = =0
Como (1,@,...,a’™!) é uma base de ky, sobre kg, conclui-se que
€0,jo = Cljo ="+ = Cf-14o = 0.

Portanto todos os coeficientes ¢; j, sao divisiveis por 7, o que contradiz a escolha de jo.
Resta provar que os a'm? considerados atras geram L. Seja

M = @OK . Oéiﬂj = {E Ci,jaiﬂj 1Ci € OK} .

1,J
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Basta provar que M = Op,. De facto, dado x € L, temos z7j € O, para m suficientemente
grande, de onde decorrerd que xmj se pode escrever como combinagao linear dos o'l com
coeficientes em K, pelo que x também pode.

Afirmamos inicialmente que M é fechado em L. Para isso, consideramos uma base (v1,...,vy)
de L como espago vetorial sobre K, tal que v1,...,v.f sao os o7 por alguma ordem. (Isto
é possivel porque ja vimos que os a'7/ sdo linearmente independentes.) Considere-se a norma
| - || do Exemplo associada a esta base de L, e note-se que esta norma define a topologia
que estamos a considerar em L, pois pela Proposicao essa norma é equivalente em L ao valor
absoluto | -|. A topologia induzida por || || em L é obtida por transporte da topologia produto
em K" para L através da bijecao

(a1,...,an) ¥ ajvy + -+ + apvp.
A imagem reciproca de M através desta bijecao é

Ok X -+ x Og x{0} x -+ x {0}

ef vezes n—ef vezes

e portanto é um produto de fechados, sendo também fechado. Logo M é fechado em L.
Seja agora

-1
N = @ OK . Ozi.
i=0
E imediato a partir da definicao de M que
M=N+7N+---+7°IN. (3.2)
Por outro lado, também se tem O = N + 7wOp: de facto, se x € Of, entdao a redugao de x

médulo mx é uma combinacao linear dos o com coeficientes em kg, ou seja, temos

1

xEco+cla+-~+cf,1ozf* (mod )

para alguns ¢y, ...,cy_1 € Ok, o que significa precisamente que x é a soma de um elemento de
N com um elemento de 7Oy. Usando a igualdade Op = N + 7wy, iterativamente, obtemos

O, =N+ 70g,
=N+ 7(N+70) =N + 7N + 720,

=N+7N+a*N+--+ 7N +7°0;.
Usando e o facto de que 7¢O = 7Oy, isto dd-nos
O =M+ g0y,
Repetindo o truque iterativo anterior, obtemos

O =M+ 70y,
=M+ (M +7x0p) = M+ 7k M+ 7%0p = M + 750,

:M—F?TIT?OL
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para qualquer inteiro m > 0. Por outras palavras, para qualquer z € Op, existe a € M tal que
|z —a| < |m|™™.
Logo M é denso em Q. Como M é fechado, conclui-se que M = Oy, como pretendido. O

Exemplo 3.3.9. Vamos determinar o indice de ramificacao e o ntimero de inércia num caso
concreto. Considere-se a extensao L = Qs((s, \/§) de Qs, onde (g é uma raiz oitava primitiva
da unidade.

Observe-se que (g é uma raiz do polinémio X* + 1, mas isto nio determina o polinémio
minimo de (g sobre Q3 porque X* + 1 ndo é irredutivel em Q3[X]. De facto, temos

X'+ 1=(X?-2X +2)(X?+2X +2) (mod 3)

e portanto, pelo Lema de Hensel, X* + 1 fatoriza em Q3[X] como produto de dois polinémios
de grau 2 (que sdo irredutiveis, pois X? —2X +2 e X2 + 2X + 2 sdo-no em F3[X]).

Portanto [Q3(Cg) : Q3] = 2. Por outro lado, é evidente que [Q3((g, v/3) : Q3(¢g)] < 2. Portanto
[L : Qg] < 4.

Vamos agora olhar para o nimero de inércia; em L temos uma solucio da equacdo z* +1 =0,
que estd necessariamente em O, (porqué?). Portanto também existe uma solugao dessa equacao
em kr. Mas em kg, = IF3 nao existe uma solugao dessa equagao. Logo kr, é estritamente maior
do que F3. Resulta que f(L/Q3) > 2.

Por fim, observe-se que 3 é um uniformizador em Q3, mas 3 é um quadrado em L, portanto
o indice de ramificac¢ao e(L/Q3) também é maior ou igual a 2. Juntando tudo, obtemos

4>[L:Qs) =e(L/Q3)f(L/Q3) >2-2 =4.

Portanto todas as desigualdades intermédias sao igualdades. Conclui-se que e(L/Q3) = 2 e

f(L/Q3) =2 (e [L: Qs3] =4).

O Teorema diz-nos essencialmente que, quando construimos uma extensao de um corpo
local com um certo grau, podemos “distribuir” o grau pela ramificagao e pela inércia, e se
quisermos mais ramificagdo vamos obter menos inércia e vice-versa. Vamos dar um nome especial

as duas situagoes extremas que podem aparecer.

Definicao 3.3.10. Uma extensao de corpos locais L : K diz-se ndo ramificada se e(L/K) =1
(e portanto f(L/K) = [L: KJ).

Definicao 3.3.11. Uma extensdo de corpos locais L : K diz-se totalmente ramificada se
f(L/K) =1 (e portanto e(L/K) = [L : K]).

Vamos ver em breve que, se L : K é uma extensao arbitraria de corpos locais, entao existe
um corpo intermédio M tal que M : K é uma extensao nao ramificada e L : M é uma extensao
totalmente ramificada. Isso, em certa medida, reduz o estudo das extensoes de corpos locais ao
estudo separado das extensbes nao ramificadas e das extensoes totalmente ramificadas.
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63.4. ExtensOes nao ramificadas

A teoria das extensbes nao ramificadas de um corpo local K é particularmente simples: estas
estao em correspondéncia natural com as extensoes do corpo residual kx.

Lema 3.4.1. Seja K wm corpo local. Para qualquer extensao finita £ : kg do corpo residual,
eriste uma unica extensao finita nao ramificada L : K tal que kp = £.

Demonstra¢do. Como kg e £ sdo corpos finitos, existe @ € £ tal que £ = kg (a). Seja f o
polinémio minimo de @, e seja f um polinémio ménico do mesmo grau em Ok [X] cuja redugao
médulo mg é igual a f. Como f é irredutivel, f também o é.

Seja L = K(0), onde 0 é uma raiz de f. Observe-se que 6 pertence a Oy, (de facto, qualquer
raiz em L de um polinémio ménico com coeficientes em K pertence a Op; porqué?). Além
disso,

[L: K] = deg(f) = deg(f) = [ : kx]-
Por outro lado, como k7, contém uma raiz de f (a reducio de § médulo mp,), existe um mergulho
de ¢ em kr. Logo,

[ k] < [kz - kx]. (3.3)

Conclui-se que [L : K| = [k, : ki| e portanto, pelo Teorema devemos ter e(L/K) = 1,
ou seja, L : K é uma extensao nao ramificada. Além disso, isto for¢a a que haja igualdade em
, logo ki, = /.

Resta provar a unicidade de L. Seja L : K uma extensao nao ramificada com k;, = £. Como
f é um polinémio irredutivel com coeficientes num corpo finito, a raiz @ € ¢ = ky, é uma raiz
simples, e portanto, pelo Lema de Hensel, existe uma raiz o € O, de f que se reduz a @ médulo
my. Entao K(a) € L. Mas, pelo que vimos antes, K («) : K é uma extensao nao ramificada e
o corpo residual de K (a) é £. Além disso, [K(«) : K] = [ : kx| = [L : K]. Portanto L = K(«),
e isto mostra a unicidade de L. O

Observagao 3.4.2. O lema anterior permite-nos traduzir muito do nosso conhecimento sobre
corpos finitos para resultados sobre extensoes nao ramificadas de corpos locais. Por exemplo,
do Coroldrio [A.0.17] resulta, juntamente com o Lema [3.4.1] que qualquer corpo local K tem

exatamente uma extensao nao ramificada de grau n, para cada n.

Exemplo 3.4.3. A prova do Lema dé-nos uma “receita” para, dada uma extensdo finita
{ : kg do corpo residual, construir a extensao nao ramificada L : K que a induz: escrevemos
¢ = kg (@) e acrescentamos a K uma raiz de um levantamento em Ox[X] do polinémio minimo
de @ sobre kx. Vamos ver um exemplo: qual é a (linica) extensao quadrética nao ramificada
de Q2? A tinica extensdo quadrética de Fy é Fy = F5(8) onde 82 + 8+ 1 = 0. Um polinémio
em Zs[X] que se reduz a X2+ X + 1 médulo 2 é X2 — X — 1, cujas rafzes sio %‘/5 Portanto
a tinica extensao quadratica nio ramificada de Qy é Qo(v/5).

Vamos agora provar que qualquer extensao finita de corpos locais se pode “decompor” numa
extensao nao ramificada e numa extensao totalmente ramificada.

Lema 3.4.4. Seja L : K uma extensdo finita de corpos locais, com indice de ramificacdo e e
numero de inércia f. Entdo existe um corpo intermédio M tal que

e M : K é uma extensao nao ramificada, com [M : K| = f;
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e L: M é uma extensdo totalmente ramificada, com [L : M| = e.

Demonstracao. Como vimos atras, a tnica extensao nao ramificada de K que induz a extensao
residual kr, : kg é da forma K («), onde o polinémio minimo f de a sobre K tem coeficientes
em Ok, e a projecao a de a em Of, (que tem f como polinémio minimo) é tal que ky, = kg (@).
Como @ é uma raiz simples de f, pelo Lema de Hensel f tem uma raiz em L. Ou seja, o corpo
K («) referido atras mergulha em L; seja M a imagem desse mergulho.

Por construgao, M ¢ uma extensao nao ramificada de K contida em L tal que [M : K| =
[k, : kx| = f. Por outro lado, temos

ef =[L:K]=I[L:M|[M:K]=[L:Mlf,
pelo que [L : M] = e. Por fim, pela Proposigao m
f = F(L/K) = F(L/M)F(M/K) = F(L/M)f
e portanto f(L/M)=1e L: M é uma extensao totalmente ramificada, como pretendido. ]

Exemplo 3.4.5. A extensdo Q3((g, v/3) do Exemplo admite a decomposicao

Q3(¢ss V3) : Q3(Gs) : Qs

onde Q3(Cg) : Q3 é nao ramificada e Q3((g, v/3) : Q3(Cg) é totalmente ramificada.
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§3.5. Extensoes totalmente ramificadas

A teoria das extensoes totalmente ramificadas tem uma faceta inesperada, que é o papel ines-
perado que nela tém os polindmios de Eisenstein, os polinémios que satisfazem as condi¢oes do
célebre critério de irredutibilidade de Eisenstein. Vamos comegar por transcrever essas condicoes
para a linguagem dos corpos locais.

Definigao 3.5.1 (Polindmios de Eisenstein). Seja K um corpo local com valoragao normalizada
v. Um polinémio
FX)=X"+an 1 X" ' 4+ +ag € K[X]

diz-se um polinémio de Fisenstein se verifica as seguintes condigoes:

e v(ap—1),-..,v(ap) sdo todos maiores do que 0 (ou seja, ap—1,...,a0 € Mg);

e v(ap) = 1.
Observacao 3.5.2. Se K = Q,, o que as condicoes anteriores dizem é que a,—_1,...,ap sao
inteiros p-adicos e p divide an_1,..., a9, mas p?> nao divide ag. Estas sdo precisamente as

condigoes que aparecem no critério de Eisenstein classico.
Lema 3.5.3 (Critério de Eisenstein). Qualquer polindmio de Eisenstein € irredutivel.

Demonstragdo. Seja f(X) = X"+a,_1 X" 1 +---+ap um polinémio de Eisenstein em K[X], e
suponha-se por absurdo que f nao é irredutivel, de tal modo que f = gh com g e h polinémios
de grau maior do que 0. Sem perda de generalidade podemos supor que g e h sdo monicos.
Afirmamos inicialmente que g, h € Ox[X]. Se isto nao acontece, podemos escrever
h(X)
=—— h(X)=——
X =5
onde 7 é um uniformizador de K e a e b sdo inteiros nao negativos e a + b > 0, onde ¢'(X) e
h'(X) pertencem a Ok [X] e ndo sdo divisiveis por 7. Entao
/ !

g' (X)W (X)

T aath f(X) € Ok[X].
Logo 7 divide ¢/(X)h/'(X). Reduzindo médulo 7, obtemos que f(X)¢'(X) = 0 em kx[X].
Como kx[X] é um dominio de integridade conclui-se que um dos polinémios ¢'(X) e h'(X) é 0
em kg [X]. Logo 7 divide ¢'(X) ou h/(X), uma contradigao.

Assim g e h estao em O [X]. Reduzindo a igualdade f(X) = g(X)h(X) médulo 7, chegamos

X" = g(X)h(X) em kg|X].

Como kg[X] é um dominio de fatorizagao tnica, conclui-se que g(X) = X% e h(X) = X!
e

em kx[X], para alguns s,t > 0. Sejam by e ¢y os coeficientes constantes de g(X) e h(X),

respetivamente. A conclusao anterior mostra que v(by),v(co) > 1. Mas entao
v(ag) = v(bocp) > 2,
uma contradicdo. Portanto f é irredutivel. O

A relacao dos polinémios de Eisenstein com extensoes totalmente ramificadas vem do seguinte
resultado.
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Lema 3.5.4. Seja K um corpo local. Entao,

(i) Se L : K € uma extensdo finita totalmente ramificada e ™ € um uniformizador de L, entao
L = K(m) e o polinémio minimo de m sobre K € um polindmio de Eisenstein.

(ii) Se f € K[X] é um polindmio de Eisenstein e m € uma raiz de f, entdo K(m) € uma

extensdo totalmente ramificada de K com uniformizador .

Demonstragdo. Comecamos por (i). Na prova do Teorema vimos que todo o elemento de
L se pode escrever como combinacio linear de termos da forma o‘n/ (com 0 < i < f—1e
0<j<e—1),onde aéum elemento de O, que se reduz a um elemento primitivo de kj, sobre
krx. Se L : K é totalmente ramificada entao f = 1 e portanto todo o elemento de L se pode
escrever como combinagao linear de poténcias de w. Logo L = K (7).
Seja
fX)=X"4+a, 1 X" 1+ +ag

o polinémio minimo de 7 sobre K. Designemos por vk e vy, as valoragoes normalizadasem K e L,
respetivamente. Note-se que, como a extensao é totalmente ramificada, temos v (x) = nvg(x)
para z € K. O facto de se ter f(m) = 0 diz-nos que

" = —ap_ 7" — - — a.

Conclui-se que
n = v(a™) > min{vy(a,_17" 1Y), ..., vr(ag)}.

Além disso, ha igualdade se estas valoragoes forem todas diferentes. Vamos ver que é o caso.
Temos
vi(apm®) = vp(ap) +k =k (mod n),

uma vez que vr,(ax) = nvg(ax). Como k varia entre 0 e n— 1 conclui-se que os niimeros v(a7*)

sao de facto todos diferentes.

Portanto,
= - kv .
n=, min_ {vi(ent)} = min {vi(ey) +k}. (3.4)
Daqui resulta que:
e Por um lado, temos vz (ax) +k > n para k = 0,...,n — 1. Isto implica que vz (ay) > 0

para k=0,...,n— 1.

e Mas, como v (ay) é divisivel por n, isto diz-nos que v (ax) +k > n+ k > n para k > 0.
Como, para se ter (3.4]), devemos ter vy (ax) + k = n para algum k € {0,...,n — 1}, esse
k tem que ser 0, e vz (ag) = n. Portanto vk (ag) = 1.

Estas duas conclusées implicam que f seja um polinémio de Eisenstein, como pretendido.

Passemos a (ii). Vamos comegar por provar que, sob as condicoes de (ii), L : K é uma extensao
totalmente ramificada. Para isso, utilizamos o Lema que nos da um corpo intermédio M
tal que M : K é uma extensao nao ramificada e L : M ¢é totalmente ramificada.

Como M : K é uma extensao nao ramificada, a valoracao normalizada em M estende a
valoragao normalizada em K, e portanto o polinémio f também é um polinémio de Eisenstein
em M[X]. Logo, pelo Critério de Eisenstein (Lema [3.5.3)), f ¢ irredutivel em M[X]. Por outro
lado, obviamente temos K = M (), e portanto

[L:M]=[M(r): M]=deg(f)=[K(m): K]=[L:K|=[L:M]-[M:K].
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Resulta que [M : K| =1, e portanto M = K. Isto implica que L : K é totalmente ramificada.
Falta provar que 7 é um uniformizador de L. Seja n = [L : K], e seja

f(X)=X"4ap 1 X" 14+ Fag.

Sejam novamente vi e vy as valoragoes normalizadas em K e L, respetivamente. Notemos
inicialmente que v(7) > 0; caso contrério, na soma 0 = 7" + a, 17"~ ! 4+ --- + ag todos os

n—1

termos a,_17"" ", ..., ag tém valoracao positiva (recorde-se que f é de Eisenstein) mas 7" nao

tem, contradi¢ao. Por outro lado, temos

ag — —71'” — an_lﬂ'n_l — s — Q1T

e além disso v (ag) = n, ja que vi(ap) = 1; assim,
n > min{nvy (), (n — Vvp(m) + vp(ap—1),...,vp(7) + vr(ar)} (3.5)
Mas para k=1,...,n — 1 tem-se
kvr(m) +vi(ak) > vi(ak) = nvi(ag) > n.

Portanto, para se verificar, devemos ter n > nvp(n), e vi(r) < 1. Como ja tinhamos

vp(m) > 1, obtemos v (7) = 1, e portanto 7 é um uniformizador de L, como pretendido. O

Observagao 3.5.5. O Lema anterior diz-nos que qualquer extensao totalmente ramificada de
um corpo local se pode obter acresentando uma raiz de um polinémio de Eisenstein, mas nao
implica que se L = K(«) : K é uma extensao totalmente ramificada entdo o polinémio minimo
de « sobre K é um polinémio de Eisenstein; isso s é necessariamente verdade se « for um
uniformizador de L. Por exemplo, considere-se a extensao Qg(\@) : Qo: esta é uma extensao
totalmente ramificada, e no entanto o polinémio minimo de v/3 sobre Qs, que é X% — 3, ndo
é de Eisenstein. Mas também temos Q2(v/3) = Q2(1 + v/3), e o polinémio minimo de 1 4 v/3
sobre Qp é X2 —2X — 2, que é de Eisenstein; de facto, 1 + /3 é um uniformizador de Q2(v/3).

Observagao 3.5.6. Embora seja verdade que qualquer extensao totalmente ramificada de um
corpo local K é obtida acrescentando a K uma raiz de um polinémio de Eisenstein, esse po-
lindmio estd longe de ser unico; varios polinémios de Eisenstein podem dar origem a mesma
extensao, e nao se conhece uma maneira “candnica” de associar a uma extensao totalmente

ramificada um polinémio de Eisenstein “especial” que lhe d& origem.
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§3.6. Teoria de Galois de corpos locais

Talvez o leitor esteja familiarizado com o problema inverso de Galois: este consiste em saber
se, para qualquer grupo finito G, existe uma extensao finita F' : Q tal que Gal(F/Q) = G.
Este problema estd em aberto, mas até a data nao existe nenhuma razao forte que sugira que
algum grupo finito ndo pode ser realizado como o grupo de Galois de uma extensao de Q. O
que acontece se substituirmos Q por Q,? Serd que continua a ser razoavel esperar que qualquer
grupo finito aparega como o grupo de Galois de uma extensao finita de Q,? O resultado principal
desta seccao mostra que nao, e que de facto temos restricdes muito fortes sobre a estrutura do
grupo de Galois de uma extensao finita de corpos locais: este é sempre um grupo soldvel.
Vamos comegar por analisar o caso das extensoes nao ramificadas, que é particularmente

simples.
Proposigao 3.6.1. Seja L : K uma extensao finita nao ramificada de corpos locais. Entdo
Gal(L/K) = Gal(kp /kk).

Demonstragdo. Seja n = [L : K] = [kr : ki]. Escrevemos kj, = kx (@), e seja f o polinémio
minimo de @ sobre kx. De acordo com a prova do Lema temos L = K(a) onde « é uma
raiz de um polinémio ménico f, com deg(f) = deg(f), que se reduz a f médulo my-.

Notemos que o polinémio f fatoriza em fatores lineares distintos sobre kz; de facto, o Lema
[A70.20| mostra que a extensdo ky, : kx é uma extensao de Galois, pelo que existem n automor-
fismos de k7, que ficam kg, mas esses automorfismos estao em correspondéncia bijetiva com as
raizes de f em kz, pelo que f, que tem grau n, tem n raizes distintas em k7. Pelo Lema de
Hensel, conclui-se que f tem n raizes distintas em L.

Obtemos assim uma bijecao entre Gal(L/K) e Gal(kr/kk) do seguinte modo: associamos ao
automorfismo de L que fixa K e envia « na raiz 6 de f o automorfismo de kj, que fixa kg e
envia a na raiz 6 de f, onde 6 é obtida reduzindo # médulo my. Fica como exercicio para o

leitor mostrar que esta correspondéncia é um homomorfismo de grupos. O

Corolario 3.6.2. Toda a extensao ndo ramificada de corpos locais é uma extensao de Galois.
Demonstragao. Se L : K é nao ramificada, pela Proposigao temos

|Gal(L/K)| = |Gal(kr/kk)| = [kr : kx| = [L : K]
pois kr, : ki é uma extensao de Galois. O

O grupo de Galois Gal(kr/kx) é ciclico de ordem [L : K] pelo Lema portanto ja
temos tudo o que é necessario para compreender os grupos de Galois que aparecem no caso de
uma extensdao nao ramificada. Tendo em conta o Lema [3.4.4] vamos agora concentrar-nos nos
grupos de Galois associados a extensoes totalmente ramificadas. Para isso, precisamos de um

resultado preparatoério.

Proposigao 3.6.3. Seja L : K uma extensao totalmente ramificada, e seja m um uniformizador
de L. Entdo, para todo o x € Of, existem ag,a1,as,as, ... € O tais que

:c:a0+a17r+a27r2+a3773+~-.
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Demonstragdo. A prova é andloga & da Proposicao [2.1.8] Considere-se a classe de congruéncia
de £ médulo mz: como L : K é nao ramificada, tem-se k;, = kg, e portanto essa classe tem um

representante em O . Existe assim ag € O tal que z = a¢ (mod 7), e podemos escrever
T =ag+ 17T

com z1 € Op,.
Analogamente, podemos escrever 1 = a1 + xa7, € obtemos

r=ap+a1m+ LL’27r2.

Continuando este raciocinio, obtemos para cada k uma expressao

T=ag+ a4+ ap_ 7"+t

com ag,...,ax_1,Tr € Og. E ficil concluir que a série

oo
]
E a;m
j=0
converge para . (]

Recorde-se que o nosso objetivo principal nesta seccao é provar que o grupo de Galois de qual-
quer extensao finita de corpos locais é soluvel, e vamos fazé-lo agora para extensoes totalmente
ramificadas. Um grupo finito N diz-se solivel se existe uma torre de subgrupos

1=Ny<N, <--- 9N, = N

tal que, para ¢ =1,...,7, N;_1 é um subgrupo normal de N; e N;/N;_; é abeliano. Precisamos
de construir uma torre de subgrupos da forma acima indicada quando G = Gal(L/K) é o
grupo de Galois de uma extensao totalmente ramificada. Essa construgao é dada pela definicao

seguinte.

Definicao 3.6.4. Seja L : K uma extensao de Galois de corpos locais. Seja v a valoragao
normalizada em L. Para cada s > 1, seja

Gs={oe€Gal(L/K):v(o(z) —x) > s+ 1 para todo o x € Or}.

Da definigao resulta de imediato que G_; = Gal(L/K). No caso em que L : K é totalmente

ramificada, podemos dizer ainda mais:
Proposigao 3.6.5. Se L : K € totalmente ramificada, entio Go = Gal(L/K).

Demonstragao. Seja o € Gal(L/K), e seja x € Op. Como k1, = kg, a classe de congruéncia de
x modulo my, tem um representante y € O . Entao

ox) —rx=0y+(x—y) —r=y+olx—y) —r=0(—y) —(xr—y).

Como x — y € my, também se tem o(z — y) € my, e portanto o(z) — x € my. Como isto vale
para todo o x € Oy, isto diz-nos precisamente que Gal(L/K) = Gj. O
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E, ainda, claro que G, = {1} para s suficientemente grande. Para ver isto, fixemos o €
Gal(L/K) diferente da identidade; entao existe x € Op, tal que o(x) # x. Logo nao temos o € G,
para s suficientemente grande, pois para s suficientemente grande nao se tem v(o(z) — x) >
s+1. Como Gal(L/K) é finito, aplicando este argumento a cada automorfismo individualmente
conclui-se que G5 = {1} para s suficientemente grande.

De modo a provar que o grupo de Galois de uma extensao totalmente ramificada é soluvel,

basta entdo provar que, para cada s > 0, Gs41 é um subgrupo normal de G e G5/Ggs4q é
abeliano. Isso resulta do lema que se segue.

Lema 3.6.6. Seja L : K uma extensdo totalmente ramificada de Galois de corpos locais. Seja
um uniformizador de L, e seja v uma valoracao normalizada em L. Para cada s > 0, definimos
o grupo U da seguinte forma: U©) = Of e, para s > 0,

U®) ={ze0p :vx—1)>s}.

(E fdcil ver que U®) ¢ um grupo com a multiplica¢do de L.) Para cada s > 0, definimos uma
aplicacio ¢ : Gy — UB) UG por

Entdo ¢ nao depende da escolha de 7, e além disso ¢ € um homomorfismo de grupos com nicleo
Gst1-

Demonstragcao. Comecamos por provar que ¢ estd bem definido, ou seja, que @ é de facto um

elemento de U®). Como, por hipétese, o € G, temos v(o(7)—7) > s+1, temos o (7) = m4+75 1z
para algum x € Oy, e portanto

o(m)
pelo que —— € U,
Provemos agora que ¢ nao depende da escolha de 7. Seja entdo w outro uniformizador de

L; entdo w = 7u para alguma unidade u € OF. Como v(o(u) —u) > s+ 1, podemos escrever

o(u) = u + 75+y para algum y € Or. Temos assim

JE;F) _ JS:;U) _ O‘STTF) ‘ USL) _ JS:T) (14 Ty,

Notemos que u~! € Oy, e portanto 1 + m5Hlu=1ly € UGTD | Conclui-se que @ e UE? sao

iguais no quociente U®) /U(s+1),
Vejamos agora que ¢ é um homomorfismo de grupos. Sejam o, 7 € (G4, e note-se que
(gor)(m) _o(r(m)) 7(7)
oloT) = = . .

s 7(7) s

Por definigao ¢(1) = T(:). Além disso, como a definicdo de ¢ nao depende da escolha de 7w e
o(7(m))

7(7) também é um uniformizador de L, temos ¢(c) = ) - Portanto

P(oT) = ¢(0)o(7),

como pretendido.
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Falta determinar Ker(¢). Notemos que temos o € Ker(¢) se e sé se @ e UGHD, Isto é
equivalente a ter-se
v <U(7T) - 1) > s, ouseja, vio(m)—m)>s+1.
7r

Queremos provar que isto é equivalente a ter-se ¢ € Gsy1. Uma das implicacoes é 6bvia: se
0 € G4 esta desigualdade é imediata. Reciprocamente, suponha-se que v(o(mw) — 1) > s+ 1;
queremos provar que v(o(x) —x) > s+ 1 para todo o x € Op. Seja entdao x € O, e usemos a

Proposigao [3.6.3 para escrever
m:a0+a17r+a27r2+a3773+--~
com ag, ai,as,ds, ..., < Ok. Temos assim
o(z) —x = (ap + ar0(m) + ago(n)* 4+ azo(m)® +--) — (ap + a17 + agm® + a7 + - --)
= a1(o(r) — ) + ag(o(m)? — %) + az(o(n)® —73) + - -
Usando a identidade
a = b= (a—b)(a" +a" P+ Fab" 20,

vemos que todas as diferencas o(m)¥ — 7% sdo divisiveis por o(7) — 7 em Op, e portanto sdo
divisiveis por 75+, Conclui-se que o(z) — 2 é divisivel em Of, por 7°*!, como pretendido. Isto
mostra que Ker(¢) = G411 e prova o Lema. O

Corolario 3.6.7. Seja L : K uma extensao de Galois totalmente ramificada de corpos locais.
Entao, para todo o s > 0, Gs41 I Gs e Gs/Gsy1 € abeliano. Em particular, Gal(L/K) € um
grupo soluvel.

Demonstragao. Pelo Lema [3.6.6) G111 é o nicelo de um homomorfismo definido em Gy, logo

Gsy1 € um subgrupo normal. Além disso, o Primeiro Teorema do Homomrfismo dé-nos um
homomorfismo injetivo ¢ que encaixa no diagrama seguinte:

G,
| ™
/Gt <=5 UG UG

Portanto G,/Gey1 é isomorfo a um subgrupo de U®)/UGH) | que é abeliano, e portanto é
também abeliano. Por fim, juntamente com a Proposicao isto implica que Gal(L/K) é um
grupo solavel. O

Corolario 3.6.8. Seja L : K uma extensdo de Galois finita de corpos locais. Entao Gal(L/K)
¢ soluvel.

Demonstragao. Usando o Lema encontramos um corpo intermédio M tal que M : K é
uma extensao nao ramificada e L : M é uma extensao totalmente ramificada. Entao Gal(L/M)
é um subgrupo de Gal(L/K), e por Teoria de Galois temos

Gal(L/K)/Gal(L/M) = Gal(M/K).

Mas pela Proposigao temos Gal(M/K) = Gal(kr/kk), que é ciclico, e em particular
solivel. Por fim, acabamos de ver que Gal(L/M) é solivel, pois L : M é totalmente ramificada.
O resultado segue usando o facto de que se G/H e H sao grupos soliveis entdo G também é
soluvel. d
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O Coroldrio [3.6.8] tem implicagoes bastante profundas sobre o comportamento das extensoes
de um corpo local, e em particular de Q,. Dado um inteiro positivo n, um conhecido Teorema
de Hilbert afirma, em termos informais, que, escolhido “ao acaso” um polinémio de grau n com
coeficientes inteiros, com probabilidade 1 este é irredutivel e o seu grupo de Galois (ou seja,
o grupo de Galois do seu corpo de fatorizagado sobre Q) é o maior possivel, ou seja, o grupo
das permutagoes de n simbolos, S,. Por outras palavras, dado um polinémio “genérico” com
coeficientes racionais, nao é de esperar que haja relagoes entre as suas raizes que nos impecam
de as permutar a nossa vontade para construir um automorfismo de Galois. Por outro lado, se
n > 5, entao o grupo de Galois de um polindmio com coeficientes em Q, nunca é isomorfo a S;
de facto, S, nao é soltvel para n > 5. Portanto ha sempre relacoes misteriosas entre as raizes

de polinémios de grau grande.
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§3.7. O Lema de Krasner e aplicacoes

Nesta seccao vamos utilizar a teoria que ja desenvolvemos sobre extensoes de corpos locais para
provar que um corpo local tem apenas um nimero finito de extensoes de cada grau. Isto encaixa
na perspetiva de que os corpos locais sdo “os corpos mais simples a seguir aos corpos finitos”;
para corpos finitos temos um resultado ainda mais forte, que garante que existe apenas uma
extensao de cada grau, e corpos mais “complicados” de um ponto de vista aritmético, como o
corpo Q dos racionais, tem uma infinidade de extensoes de grau n para cada n.

Uma peca chave na obtencao deste resultado ¢ um lema elegante da teoria de corpos locais,
conhecido na literatura como o Lema de Krasner. Este afirma essencialmente que, dados «, 3
num fecho algébrico K de um corpo local K, se 3 estd suficientemente préximo de a entdo
K(a) € K(B). (Recorde-se que o valor absoluto em K se estende de maneira tinica a K, pelo

Corolério )

Lema 3.7.1 (Lema de Krasner). Seja (K,|-|) um corpo local de caracteristica 0 com fecho
algébrico K, e seja a € K. Sejam o = a,...,q, 0s conjugados de o sobre K (i.e. as raizes
do polindmio minimo de o sobre K ) e seja € K tal que

B—a| <|a;—a| parai=2,...,n.
Entao K(a) C K(B) (isto é, a € K()).

Demonstragao. Suponhamos o contrario, e seja L : K(f) uma extensao de Galois de K(f3)
contendo « (aqui a hipétese de que K tem caracteristica 0 é essencial, pois garante que uma
tal extensao existe). Como a ¢ K(f), por Teoria de Galois existe um automorfismo o €
Gal(L/K(f)) que ndo fixa a. Como automorfismos de Galois preservam valores absolutosﬂ

vem que

1B—al=lo(B—a)l=|3—oa(a). (3.6)
Mas, como o € Gal(L/K), tem-se que o(a) é uma raiz do polinémio minimo de «, ou seja
o(a) = a; para algum i (com i necessariamente diferente de 1). Ora, temos

la —ail = [(8 — @) + (s — B)| < max{|B —al, |8 — ail}

e como |a — oy > |B — af, decorre que |a — ;| < |8 — ay]. Mas entdo |8 — ay| > |8 — «af,
contradizendo ([3.6]). O

Este pequeno lema serd utilizado para garantir que polinémios irredutiveis “préximos” em
K[X] geram extensoes “parecidas”. Para tirar essa conclusao a partir do Lema de Krasner,

precisamos do préximo resultado, para o qual vamos introduzir uma definicao preliminar.

Definicao 3.7.2 (Norma de um polinémio). Seja (K, |-|) um corpo local. Dado um polinémio
J(X)=cn X"+ - +co € K[X],

definimos a sua norma por
11 = max{|enl, ..., |col}-

E imediato verificar que, definindo a distancia entre dois polinémios f e g como sendo ||f — g|,
obtemos uma estrutura de espa¢o métrico em K[X].

'Pois... eu tenho vindo a usar isto implicitamente e devia escrever uma prova.
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Lema 3.7.3 (Continuidade das raizes). Seja (K, |-|) um corpo local. Seja f(X) um polindmio

monico em Ok[X], e suponha-se que f(X) factoriza sobre o fecho algébrico K como
fX) =X —ar)- (X —an).

Entao, para todo o € > 0, existe 6 > 0 tal que, se g é um polinémio monico em O [X]| com
If —gll <8 ea €K éuma raiz de g, eviste i € {1,...,n} tal que |a — oy| < .

Demonstragdao. Escolhemos 6 = €™. Se g(a) = 0e |[|f — g| < 6, entéo |f(a) — g(a)| < 6; de
facto, é imediato a partir da definigao que, se |a] < 1 e h é um polinémio, entao |h(a)| < ||h|
(notemos que « tem valor absoluto menor ou igual a 1 uma vez que é raiz de um polinémio
monico com coeficientes em Of).

Mas, como g(a) = 0, tem-se

[f(@) = g(a)| = [f()| = |a —aa]---|a —an

e portanto

o — |- |a—ap| < d=¢€",

de onde resulta que existe 7 tal que |a — ;| < €. ]

Para aplicarmos estes lemas ao resultado pretendido, de que um corpo local tem um nimero
finito de extensoes de cada grau, vamos utilizar alguma topologia: precisamos de uma proprie-
dade topoldgica crucial do anel de inteiros de um corpo local.

Lema 3.7.4. Seja K um corpo local. Entdo Ok € compacto.

Demonstragao. Vamos utilizar um critério classico de compacidade para espagos métricos: um
espaco métrico é compacto se e s6 se é completo e totalmente limitado. (Um espago métrico
diz-se totalmente limitado se para todo o € > 0 é possivel cobri-lo com um nimero finito de
bolas de raio €.)

Que Ok ¢é completo é imediato, tendo em conta que é um subespago fechado do espago
completo K. Resta provar que Ok ¢é totalmente limitado.

Aqui entra de forma decisiva o facto de o corpo residual associado a um corpo local ser finito.
Seja m um uniformizador de K, e seja

q = ‘kK| = |OK/7TOK|.

Vamos ver que todos os quocientes O /1" Ok, com n > 1, sdo também finitos. (Pensemos no
caso K = Qp; sabemos que |Z,/p"Zy| = p"™ para todo o n.) De facto, afirmamos que

|Ok /7" Ok | = ¢" para todo o n > 1.

Provamo-lo por inducao em n: para n = 1 é imediato. Agora considere-se o homomorfismo
sobrejetivo
f : OK/Fn+1OK — OK/TFOK

obtido por redugao médulo m. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos

(O /T OK) JKer(f) = Ok /10K
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e como o lado direito tem ¢ elementos, basta provar que |Ker(f)| = ¢". Mas, por definigao,
temos f(x + "1 Ok) = 0 se e s6 se z = 7y para algum y € Ok. Entao

Ker(f) =m0 /7" O
E o leitor facilmente verifica que temos um isomorfismo
O /m" O = 10k /7" Ok
dado por z + 1Ok +— 7z + 7" 1Ok . Portanto, por hipétese de inducio, temos
[Ker(f)| = |0k /7" Ok| = q",

como pretendido.

Seja agora € > 0; vamos ver como cobrir Ok com um nimero finito de bolas abertas de raio
e. Para tal, seja n um inteiro positivo tal que |7|" < €. Pelo que vimos, o quociente |Og /71" Ok |
¢ finito; assim, existem aq,...,a, € O tais que qualquer elemento de Ok é congruente com
um dos a;’s médulo 7. Mas entao, dado qualquer x € Ok, tem-se, para algum ¢,

x—a; € "0k, ou seja, | —a;| < |m|" < e.

Portanto qualquer elemento de Ok estd na bola de centro a; e raio € para algum i. Conclui-se
que Ok é totalmente limitado, completando a prova. O

Estamos prontos para provar o resultado principal.

Teorema 3.7.5. Seja K um corpo local, e fizemos um fecho algébrico K. Entao, para todo o
inteiro positivo n, K tem apenas wm nimero finito de extensdes de grau n contidas em K.

Demonstragao. Usando o Lema reduzimos facilmente a nossa tarefa a provar que existe
apenas um numero finito de extensoes ndo ramificadas de cada grau e um numero finito de
extensOes totalmente ramificadas de cada grau. Para extensOes nao ramificadas, isto é uma
consequéncia direta do Lema extensoes nao ramificadas de grau n de K estdao em corres-
pondéncia com extensoes de grau n do corpo residual finito kg, e um corpo finito tem apenas
uma extensao de grau n, para cada n.

Reduzimos entao o nosso trabalho a provar que, para todo o n, K tem apenas um nimero
finito de extensoes totalmente ramificadas de grau n. Pelo Lema [3.5.4] qualquer tal extensao
é da forma K(«a), onde o é uma raiz de um polinémio de Eisenstein de grau n. Fixemos
um polinémio de Eisenstein de grau n em K[X] (necessariamente em Og[X]), digamos f(X);
suponhamos que f(X) fatoriza como f(X) = (X —aj)--- (X — ) sobre K, e seja

e=min{|oy — ;] : 1 <i<j<n}.

Pelo Lema existe 0 > 0 tal que, se g(X) é um polinémio de Eisenstein de grau n em K[X]
e || f—gl|l <9, entao para toda a raiz o de g tem-se | — ;| < € para algum i. Isto implica, pelo
Lema de Krasner (Lema [3.7.1), que K(a;) € K(a); mas como [K(a) : K] = [K(o;) : K] =n
vem que K(a;) = K(a). Em particular, temos um ntimero finito de possibilidades para K («)
quando || f — g|| < 9.
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Provéamos portanto que, dado qualquer polinémio de Eisenstein f € K[X], existe uma bola
aberta By centrada em f tal que as rafzes dos polindmios de Eisenstein contidos em By ge-
ram apenas um numero finito de extensoes (totalmente ramificadas) de K. Mas o espago dos
polinémios de Eisenstein em K[X], munido da métrica dada pela Definigao é isomorfo a

’R’OK X oo X WOK X(WOK\’JTQOK)

n—1 vezes

(onde 7 é um uniformizador de K). Ora, este espaco é compacto, sendo um produto de compac-
tos: 1Ok é homeomorfo a Ok, que é compacto pelo Lema e 7Ok \ 720k é um subespaco
fechado de um espago compacto, sendo portanto também compacto. Mas entdo a cobertura
do espaco dos polindmios de Eisenstein dada pelas bolas By admite uma subcobertura finita;
ou seja, existem f1,..., fi tais que qualquer polinémio de Eisenstein pertence a uma das bolas
By, ..., By, . E as raizes de polindmios contidos em cada uma destas bolas geram um ndmero
finito de extensodes, obtendo-se assim um ntimero finito de extensoes totalmente ramificadas no
total, como pretendido. O






A s Corpos finitos

Neste apéndice pretende-se dar uma breve introducgao a estrutura dos corpos finitos. Para isso
vamos utilizar alguns resultados e conceitos sobre corpos em geral, que vamos resumir a seguir.

O primeiro é a nocao de grau de uma extensao de corpos.

Definicao A.0.1 (Grau de uma extensao). Seja L : K uma extensao de corpos (isto significa
apenas que K é um subcorpo do corpo L). Entao L é automaticamente um espago vetorial
sobre K. O grau [L : K] da extensao ¢ a dimensao desse espago vetorial.

Exemplo A.0.2. O grau da extensio Q(v/2) : Q é 2. De facto, todo o elemento de Q(v/2)

pode ser escrito unicamente na forma
a+bvV2 coma,be Q.

Portanto (1,v/2) é uma base de Q(v/2) como espaco vetorial sobre Q (precisamos de dois
parametros racionais para descrever um elemento genérico de Q(v/2)).
Mais geralmente, se a é uma raiz de um polinémio irredutivel de grau n sobre o corpo K

entdo a extensio K (a): K tem grau n: uma base é (1,q,...,a"1).

O grau de uma extensao possui a seguinte propriedade fundamental:

Facto A.0.3. Sejam L: K e M : L extensoes de corpos. Entao
[M:K]=[M:L|[L:K].

Precisamos também da nocao de corpo de fatorizacio (em inglés, splitting field) de um po-
linémio.

Definicao A.0.4 (Corpo de fatorizagao). Seja K um corpo e seja f € K[X] um polinémio.
Um corpo de fatorizacao de f é um corpo L contendo K tal que:
(a) f fatoriza em L[X] como produto de fatores de grau 1;

(b) L é gerado sobre K por raizes de f.

Facto A.0.5. Seja K um corpo e seja f € K[X]| um polinémio. Entao existe um corpo de
fatorizagao de f. Além disso, esse corpo de fatorizacdo é tinico a menos de isomorfismo.

Passemos aos corpos finitos. Como vamos ver, os corpos finitos sdo estruturas algébricas
particularmente bem comportadas e compreendidas. Isto é completamente diferente do que
acontece, por exemplo, com os grupos finitos, que apds muito esforco ainda estamos longe de
conseguir classificar: ja no caso dos corpos finitos, sabemos exatamente quantos existem com
cada cardinalidade, e como se “encaixam” uns nos outros.

O nosso primeiro resultado fundamental dd-nos esta classificagao prometida dos corpos finitos.

93
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Teorema A.0.6. Seja g > 1 um inteiro. Entdo existe um corpo finito com q elementos se e s6
se q € uma poténcia de um primo. Além disso, se q € uma poténcia de um primo entdo existe

exatamente um corpo com q elementos a menos de isomorfismo.

Antes de provarmos este teorema, vamos pensar em como podemos construir corpos finitos.
Ja conhecemos alguns: os corpos F, = Z/pZ, com um nimero primo de elementos. Como
podemos construir um corpo finito que nao seja um destes? Podemos tentar obté-lo como uma
extensdo de um destes corpos que ja conhecemos.

Pensemos na maneira como obtemos C a partir de R. Essencialmente essa construgao destina-
se a reparar um “defeito” de R, que é ndo possuir uma raiz do polinémio X? + 1. Entéo
acrescentamos essa raiz, 7, a R. Ao fazé-lo, temos de acrescentar muitos outros elementos, como
2i +4 e i’ 4+ 3i3 + 2. Mais geralmente, temos de acrescentar qualquer polindmio em 1.

Entao a aritmética deste novo corpo que vamos obter é, num certo sentido, parecida com a
aritmética do anel R[X]. Mas ha uma diferenga, que é que a nossa “indeterminada” ¢ satisfaz
algumas relacoes extra, que vém de se ter i> + 1 = 0. Portanto podemos pensar em C como
uma variante do anel R[X] em que “declaramos” que X? 4 1 = 0. Ou seja, obtemos

C=R[X]/(X?+1).

Podemos tentar fazer a mesma coisa com um corpo F,. Consideremos, por exemplo, Fa, e
vamos procurar um polinémio com coeficientes em Fy que ainda nao tenha raizes em Fo. Agora
o polinémio X? + 1 ndo serve, mas podemos usar o polinémio X2 + X 4 1. Consideramos
portanto o corpo obtido acrescentando a Fo um novo elemento o que satisfaz o> + o+ 1 = 0.
Os elementos desse corpo estendido vao ser entao 0, 1, a e 1 + «; qualquer outro polinémio em
a se pode reduzir a um destes usando a relacdo o? + o + 1 = 0. Se quisermos, por exemplo,
multiplicar 1 + « por si préprio, obtemos

(1—1—@)2:1+2a—|—a2:a+(1+a—|—a2):a,

Construimos o corpo com 4 elementos, F4. As tabelas de adicdo e multiplicacdo encontram-se

abaixo.
+ 0 1 « 1+« X 0 1 o 1+«
0 0 1 e 1+a 0 0 0 0 0
1 1 0 1+« «a 1 0 1 « 1+«
Q@ @ 1+ 0 1 Q 0 Q 1+« 1
1+a || 1+« o 1 0 1+a || 0|1+« 1 Q@

De facto podemos ver que este corpo é o #nico corpo com 4 elementos, em consonancia com o
Teorema seja F' um corpo com 4 elementos. A ordem de 1 no grupo aditivo de F' divide
4 e portanto, como 1 # 0, é 2 ou 4. Se for 4, entdo temos 2 % 0 em F ' mas 4 = 0 em F, o
que é absurdo pois 4 = 22. Logo a ordem aditiva de 1 é 2, ou seja, 1 + 1 = 0. Seja agora o
um elemento de F' diferente de 0 e 1. O quarto elemento de F' é entao necessariamente 1 + «.
Como o grupo multiplicativo de F tem 3 elementos, tem-se o = 1. Ou seja,

0=a®-1=(a—1)(®+a+1).
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Mas a — 1 # 0 por hipétese, logo a? + a 4+ 1 = 0. Isto forca a que F tenha a estrutura que
descrevemos antes.

Passemos agora ao caso geral. Para isso vamos recordar a nocao de caracteristica de um
corpo.

Definicao A.0.7. Seja K um corpo. A caracteristica de K é a ordem de 1 no grupo aditivo
de K, ou seja, é o menor inteiro p > 0 tal que

1+ +1=0
——

p vezes

(isto é, p =0 em K) ou 0 caso nao exista nenhum tal inteiro.

A caracteristica de um corpo, se for diferente de 0, é necessariamente um primo. De facto,
suponha-se que K tem caracteristica p > 0, mas que p = ab para alguns inteiros positivos
a,b < p. Entdo ab = 0 em K, logo a = 0 ou b = 0. Isto contradiz o facto de p ser o menor
inteiro positivo que € igual a 0 em K.

Com isto estamos prontos para provar uma dire¢ao do Teorema

Lema A.0.8. O numero de elementos de qualquer corpo finito € uma poténcia de um primo.

Demonstragdo. Seja F' um corpo finito e seja p a caracteristica de F', que, como vimos, é um
prim(ﬂ Considere-se o subcorpo de F' gerado por 1, formado pelos elementos 0,1,1+1,1+1+
1,..., ou seja, pelos inteiros vistos como elementos de K. Como a ordem de 1 no grupo aditivo
de F' ¢ igual a p, verifica-se facilmente que este subcorpo é isomorfo a IF,,. Portanto F' é uma
extensao de [F),.

Seja n = [F : Fp] (note-se que F', sendo finito, ndo pode ter dimensao infinita sobre F,, pois

se fosse entdo uma sua base sobre [}, teria um ntmero infinito de elementos). Seja (eq,. .., ep)
uma base de F' sobre [F,,. Entao qualquer elemento de F' se pode escrever de maneira tinica na
forma

ajel + -+ apey
com ai,...,a, € F,. Temos p escolhas para cada a;, logo temos p" escolhas para (ai,...,an),
portanto F' tem exatamente p” elementos, terminando a prova. ]

Agora falta a diregao do Teorema em que temos de provar a existéncia (e unicidade) de
corpos com certos nimeros de elementos. O leitor pode estar a espera de que, chegado a este
ponto, mostremos uma construcao explicita de um corpo com p" para cada p,n e que depois
provemos laboriosamente que todo o corpo com esse nimero de elementos tem de ser isomorfo
ao modelo que construimos. Isso é mais ou menos o que faremos, mas para o efeito de provar o
Teorema é preferivel obter o corpo com p™ elementos de uma maneira consideravelmente
abstrata, que nao é a maneira como se trabalha na pratica com esse corpo “a4 mao”, ou como
se ensina um computador a trabalhar com ele.

Precisamos de uma proposicao auxilialﬂ

Proposicao A.0.9. Seja K um corpo de caracteristica p, e seja n um inteiro positivo. Entdo,
para quaisquer o, B € K,
(a+ By =" + V",
' A caracterfstica de F ndo é 0 pois 1, sendo um elemento do grupo finito (F,+), tem ordem finita nesse grupo.
2Este resultado é conhecido em alguns sitios como o “sonho de todo o estudante”, por razdes que nao deve ser

dificil adivinhar.
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Demonstragao. Utilizamos inducao em n. Para n = 1, temos pelo Binémio de Newton

p—1
(a+B)P =af + P + ; <Z>O/€ﬁp—kz

:ap_|_/8p

onde usamos que o inteiro (Z) = Wik)! é divisivel por p, e portanto é igual a 0 em K, que tem
caracteristica p.
Suponha-se agora que n > 1, e que ja provamos o resultado analogo para n — 1. Entao

(a+B)F)P
oPf + 51));0"*1

n—1

como pretendido. O
Com isto estamos prontos para provar a direcao em falta do Teorema

Lema A.0.10. Seja g uma poténcia de wm primo p. Entdo existe um corpo com q elementos,
nomeadamente o corpo de fatorizagao do polinémio X1 — X sobre IF,,. Além disso, esse corpo €
Unico a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Seja F' o corpo de fatorizagao de f(X) = X?— X sobre F,,. A existéncia de F
é garantida pelo Facto[A.0.5] Notemos que

F(X)=¢X" —1=-1

e portanto f(X) ndo tem raizes multiplas em F', pois qualquer tal raiz tem que ser também
uma raiz da derivada. Portanto F' tem pelo menos ¢ elementos, que sdo as raizes de f(X).
Queremos portanto ver que sao os Unicos.

Mas notemos que, por definigdo, o corpo F' é gerado sobre F,, por raizes de f(X); basta
portanto verificar que todos os elementos de F), sdo raizes de f(X) e que a soma, o produto,
e o inverso de raizes de f(X) também é uma raiz de f(X), implicando que F' nao contenha
nenhum elemento para além das rafzes de f(X). Que todos os elementos de F), sao raizes de
f(X) é, digamos, uma consequéncia do Pequeno Teorema de Fermat. Agora, sejam « e 3 raizes
de f(X). Entao a? = aw e 84 = . Logo (af8)? = a1 = af, pelo que aff também é uma raiz
de f(X). Além disso,

(a+p)i=al+pl=a+p

pela Proposicao pelo que a+ 3 é uma raiz de f(X). Por fim, é evidente que o inverso de
uma raiz também é uma raiz, o que mostra que F' nao tem elementos para além das raizes de
f(X), e portanto que |F| = q.

Falta provar a unicidade de F'; para isso vamos mostrar que qualquer corpo com ¢ elementos é
isomorfo ao corpo de fatorizagdo de X?— X sobre F,, (aqui é crucial a afirmagao sobre unicidade
no Facto . Seja entdao K um corpo arbitrario com ¢ elementos. No decurso da prova do
Lema vimos que K contém [,y para algum primo p’ e que ¢ é uma poténcia de p’. Como
¢ é uma poténcia de p por hipétese, resulta que p = p’ e K é uma extensao de F,,.
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Seja agora ov um elemento arbitrario de K. Se o # 0, entao « pertence ao grupo multiplicativo
K>, que tem ¢ — 1 elementos, e portanto, pelo Teorema de Lagrange, a?~! = 1. Logo

ol = q.

Por outro lado, se a = 0 a igualdade anterior também se verifica trivialmente, e portanto
verifica-se para todo o a € K. Ou seja, todos os elementos de K sao raizes de X7 —X. Como K
tem ¢ elementos, os elementos de K sao todas as raizes de X9 — X, no sentido de que X9 — X
fatoriza em fatores de grau 1 sobre K (obtemos um fator por cada uma das ¢ raizes). Por outro
lado, claramente K é gerado pelas raizes de X9 — X (porque é formado pelas raizes de X9 — X!).
Logo K ¢ o corpo de fatorizacao de X¢ — X sobre I, ou seja, K = F', como pretendido. O

Est4 assim provado o Teorema Vamos entao estabelecer a seguinte convencao:

Definigao A.0.11. Se ¢ > 1 é uma poténcia de um primo, designamos o corpo com ¢ elementos
por [Fy.

Claro que, como avisdmos, a caracterizacao de F, como o corpo de fatorizacao de X7— X sobre
Fp nao nos diz muito sobre a aritmética de IF,. E uma visao muito til se o ob jetivo for provar a
sua existéncia e unicidade, como fizemos acima, mas se quisermos construir as tabelas de adicao
e multiplicacao de IF,, como fizemos para g = 4, precisamos de uma perspetiva mais prética.
Essencialmente gostarfamos de ver F, como um corpo da forma [F,(a) obtido acrescentando a
[F, uma raiz de um polinémio, que foi precisamente o que fizemos para Fj.

Para conseguirmos esse objetivo, precisamos do seguinte resultado, que é alias um resultado

muito 1til sobre a estrutura do grupo multiplicativo de um corpo finito.
Lema A.0.12. Seja F um corpo finito. Entdo o grupo multiplicativo F* é ciclico.

Para provar isto, s precisamos de uma propriedade de F* que decorre de F'* ser o grupo
multiplicativo de um corpo: o facto de, para todo o m, a equagao '™ = 1 ter no maximo m
solugoes em K. Isto é simplesmente um caso particular do facto de que um polinémio de grau

m tem no maximo m raizes num corpo. Portanto basta provar o seguinte resultado mais geral.

Lema A.0.13. Seja G um grupo finito. Suponha-se que, para todo o inteiro positivo m, existem

no mdximo m elementos x € G tais que x™ = 1. Entdo G € ciclico.

Demonstragao. No que se segue, vamos usar a convengao classica de que ¢(n) designa o niimero
de inteiros entre 1 e n que sao primos com n (por outras palavras, ¢(n) = |(Z/nZ)*|). Utiliza-
remos a seguinte identidade cléssica:

Z o(d) = n.

dn

Isto resulta de que, no grupo ciclico Z/nZ, que tem n elementos, hé exatamente ¢(d) elementos
com ordem d para cada d | n, de onde o resultado segue somando sobre todos os d | n.
Suponha-se agora que G é um grupo que satisfaz a hipétese do Lema, com |G| = n. A ordem
de cada elemento de G é um divisor de n, pelo Teorema de Lagrange. Para cada divisor d de
n, seja Ng o nimero de elementos de G com ordem d.
Afirmamos que Ny < ¢(d) para cada divisor d de n. Se Ny = 0 isto é imediato. Caso

contrario, existe um elemento x em G de ordem d. Para todo o inteiro nao negativo k, tem-se
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d—1

Como as poténcias 1,x,...,x s@o todas diferentes (pois = tem ordem d), estas sao d solugoes

da equacdo y® = 1, e portanto, por hipdtese, sao as tnicas. Em particular, todos os elementos

241 e portanto Ny < d. Mas podemos dizer algo mais

de ordem d em G estao entre 1,x, ...,
forte: suponha-se que mdc(k,d) > 1 para algum k, e portanto que k = me para algum inteiro

m e algum divisor e > 1 de d. Entao

Ou seja, se mdc(k,d) > 1 entdo a ordem de z* é menor do que d. Assim, das d solucdes

k com 0 < k < d, as tnicas que podem ter ordem d sio

da equacdo y? = 1, as poténcias
aquelas com mdc(k,d) = 1. E existem ¢(d) tais valores de k, portanto existem no méximo ¢(d)

elementos de ordem d em G, como pretendido.

SINi= 6 =n=3"¢(d).

dn dn

Mas entao temos

Como Ny < ¢(d) para todo o d | n, resulta da igualdade acima que de facto se tem a igualdade
Ng4 = ¢(d) para todo o d. Em particular temos N,, = ¢(n) > 0. Logo G contém pelo menos um
elemento de ordem n, e portanto é ciclico, como pretendido. ]

Provédmos assim o Lema[A.0.12] que generaliza o resultado cldssico de que para todo o primo p
existe uma raiz primitiva moédulo p. Mas o Lema também diz que podemos ver qualquer
corpo finito de uma maneira semelhante a que utilizdmos para descrever Fy!

Corolario A.0.14. Seja ¢ = p", onde p € um primo e n > 1. Entao existe o € Fy tal que
F, =TF,(a). Além disso, o polindmio minimo de o sobre F,, tem grau n.

Demonstracao. Para a existéncia de «, simplesmente consideramos qualquer gerador a do grupo
multiplicativo ;. Como todo o elemento nao nulo de F, é uma poténcia de a, resulta que F,
¢ gerado por «a sobre [, como pretendido!

Por outro lado, vimos no Exemplo que o grau [F, : F,] é o grau do polinémio minimo
de «, o argumento da prova do Lema mostra que o grau [F, : F)] é n. O

Note-se que resulta do corolario anterior o facto, interessante por si s6, de que para qualquer
inteiro positivo n existe um polinémio irredutivel de grau n em F,[X]!

Isto mostra que o corpo F, pode ser obtido a partir de [F, acrescentando uma raiz de um
polinémio irredutivel de grau n sobre F,, como fizemos para ¢ = 4! Reciprocamente, dado
qualquer polinémio irredutivel de grau n sobre F,,, podemos considerar a extensao I, (o) obtida
acrescentando uma raiz o, que tem grau n sobre ), e portanto tem p" = ¢ elementos. A beleza
do Teorema, estd em que, a menos de isomorfismo, vamos obter o mesmo corpo qualquer
que seja o polinémio de grau n que escolhermos!

Exemplo A.0.15. Suponha-se que queremos construir explicitamente o corpo Fg. Pode-se
verificar que existem exatamente dois polinémios irredutiveis de grau 3 sobre o, nomeadamente
X3+ X +1e X%+ X2+ 1. Podemos assim realizar Fg como sendo Fa(«), onde « satisfaz

ad+a+1=0.

Mas, embora nao parecga a primeira vista, teriamos obtido o mesmo corpo se tivéssemos utilizado
uma raiz de X3+ X? + 1! Isto diz-nos em particular que X3 + X2 4 1 tem uma raiz em Fa ().
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Essa raiz (uma dessas raizes, na verdade) é 1 + a:

I+a)P+(1+a)l+1=1+a+a®+a¥)+(1+a?) +1
=1l+a+a®=0.

Teoria de Galois de corpos finitos

Agora que ja temos alguma familiaridade com corpos finitos, vamos ver como é que esses corpos

encaixam uns nos outros. O resultado principal é o que se segue.

Proposicao A.0.16. Seja p um primo e sejam m e n inteiros positivos. Entao o corpo Fpn
contém Fpm como subcorpo (isto é, contém um subcorpo isomorfo a Fym ) se e sé se m divide n.

Além disso, se m | n esse subcorpo isomorfo a Fpm € tnico.
Demonstragdo. Suponha-se primeiro que temos uma inclusao Fpm C Fyn. Pelo Facto
[]Fpn : ]Fp] = UFP” : ]Fpm] . []Fpm : ]Fp]

Mas pela Proposicao [A.0.14| temos [Fpn : F,] = n e [Fym : F,] = m. Logo, da igualdade anterior
resulta que m divide n.

Reciprocamente, suponha-se que m divide n. Entao p™ —1 divide p"” —1. De facto, se n = km,
pn_lzpkm_lz (pm_1)(1+pm+p2m+'_._’_p(kfl)m)'

O mesmo argumento utilizado outra vez mostra que o polinémio XP"~! — 1 divide XP"~1 —1,
e portanto
XP" — X divide X?" — X.

. ~ n , . ~ m .
Logo o corpo de fatorizacao de XP — X contém o corpo de fatorizacao de XP — X. Isto diz-nos
precisamente que Fp» contém um subcorpo isomorfo a [F,,». Para ver que esse subcorpo ¢ tinico,
. . m
simplesmente observamos que qualquer elemento o de um tal subcorpo satisfaz o’ = «, e

como tal ha no maximo p" elementos que podem pertencer a um tal subcorpo. O

Recordemos que uma extensao de corpos L : K ¢ finita se [L : K| < oc.

Corolario A.0.17. Seja g uma poténcia de um primo. As extensoes finitas de Fy sdo os corpos
da forma Fgn, com n inteiro positivo, e tem-se [Fgn : Fg] = n. Além disso, Fgm mergulha em

Fqn se e sd se m | n, caso em que Fgm € isomorfo a um tnico subcorpo de Fyn.

Demonstracdo. Seja ¢ = pF, com p primo. As extensdes finitas de F, sao corpos finitos de
caracteristica p e como tal sao da forma Fpl, com [ inteiro positivo. Queremos assim os valores
de [ para os quais [F,; é uma extensao de F,x; pela Proposicao estes sao os inteiros
positivos da forma kn. Além disso, Fxn = Fgn. Isto prova a primeira parte do Coroldrio.

Note-se ainda que

[Fpkn :]Fp] o kj’n, .
— = = =n.

Fon :Fo] =[F pn : F
[q CI] [ k k]Fp] k

p p [IFp

O resto do coroldrio ¢ uma consequéncia imediata da Proposi¢ao [A.0.16, tendo em conta que
km divide kn se e s6 se m divide n. O
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O Corolario diz-nos de uma maneira muito explicita quais sao as extensoes (finitas)
de um corpo finito e como se encaixam umas nas outras: esse “encaixe” é andlogo a maneira
como os numeros naturais se ordenam por divisibilidade. Isto pode ser formalizado: tanto as
extensoes de [F; ordenadas por inclusao como os nimeros naturais ordenados por divisibilidade
formam um reticulado, e esses reticulados sao isomorfos. Vejamos por exemplo o aspeto do

reticulado das extensoes de I, contidas em Fg12. Naturalmente, temos uma por cada divisor de
12.

E interessante analisar isto do ponto de vista da Teoria de Galois. Para isso vamos recordar
algumas definiges bésicas.

Definigcao A.0.18. Seja K um corpo. Um automorfismo de K é uma fungao bijetivao : K — K
tal que

olx+y)=o0(x)+o(y) e o(xy) =0c(r)o(y) para quaisquer z,y € K.

Definicao A.0.19. Seja L : K uma extensao de corpos. O grupo de Galois Gal(L/K) é o
grupo formado pelos automorfismos ¢ : L — L que fixam K ponto a ponto, isto é, tais que
o(x) = x para todo o x € K, com a operagao de composicao.

Pode-se provar que, para qualquer extensao finita L : K, se tem |Gal(L/K)| < [L : K]; caso
haja igualdade, a extensao diz-se uma extensdo de Galois. Se L : K é uma extensao finita de
Galois, entao ha uma correspondéncia bijetiva natural

{extensoes intermédias entre L e K} <— {subgrupos de Gal(L/K)}.

Com isto em mente, vamos determinar o grupo de Galois de uma extensao de corpos finitos.

Lema A.0.20. Seja g uma poténcia de um primo e seja n um inteiro positivo. Entdo o grupo

Gal(Fgn /F,) € ciclico, gerado pelo automorfismo de Frobenius ¢ : Fgn — Fyn definido por
¢(z) =27 para todo o x € Fyn.
Este automorfismo tem ordem n, e portanto Gal(Fyn /F,) = Z/nZ.

Demonstragdo. Que ¢ é um automorfismo é uma consequéncia direta da Proposigao
Vejamos que ¢ tem ordem n:

. n , , n
e A composta ¢po---0¢ envia z em 29 . J4 observamos que ¢ = x para todo o x € Fyn,
——

n vezes

logo ¢po---0¢ é aidentidade.
N——

n vezes
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e Seja agora 0 < m < n. A composta ¢o---0¢ envia z em 29 . A equacdo 29 = x tem
—_——

m vezes
no maximo ¢™ < ¢" solugoes em Fyn, logo nao ¢ satisfeita por todo o x € Fyn.

Isto mostra que ¢ tem ordem n. Assim o grupo ciclico gerado por ¢ tem n elementos e é
isomorfo a Z/nZ. Para concluir a prova, basta assim mostrar que |Gal(Fyn /Fy)| < n.

Para isso, seja @ um gerador do grupo multiplicativo F qxn. Entao Fy» = Fy(a) e o polinémio
minimo de a sobre F,; tem grau n. Observemos que um elemento de Gal(Fn /F,) é determinado
pela imagem de «, uma vez que todos os elementos nao nulos de Fyn sao poténcias de a. Por
outro lado, a imagem de o por um elemento de Gal(Fy»/F,) é uma raiz do polinémio minimo
de a. De facto, se

fX)=X"+-+auX + a

é o polinémio minimo de «, entao o™ + --- + a1 + ag = 0, e aplicando ¢ a igualdade anterior
e usando que o fixa ag,...,a,—1 (por serem elementos de Fy), obtemos

ol@)"+ -+ ajo(a)+ag=0.

Mas o polinémio minimo de a tem no maximo n raizes em Fy». Logo hd no maximo n elementos

de Gal(F4n /F,), terminando a prova. O]

Vejamos os resultados do Corolario a luz deste lema. Como [Fy» : Fy] = n, o Lema
diz-nos que Fn : F,; é uma extensao de Galois, com grupo de Galois Z/nZ. Os subgrupos
de Z/nZ estao em correspondéncia com os divisores de n, tal como as extensoes de F, contidas
em Fyn: é a Teoria de Galois a funcionar!

E importante salientar que é em grande parte a simplicidade da Teoria de Galois dos corpos
finitos que os torna tao amigéveis, e nao o facto de serem finitos: entre F, e o fecho algébricE
(que pode ser pensado como o “limite” de todas as extensoes finitas de Fy) ha toda uma teia de
corpos intermédios K, mas entendemos perfeitamente como é que esses corpos se relacionam uns
com os outros, ha exatamente um com cada grau possivel sobre I, todos os grupos de Galois
sao ciclicos (e, em particular, abelianos)... toda esta simplicidade pode ser resumida dizendo
que compreendemos o grupo de Galois Gal(F,/F,), que rege toda esta teia. (Esse grupo pode
ser pensado como o limite inverso dos grupos de Galois finitos Z/nZ da mesma forma que Z,
¢ o limite inverso dos quocientes Z/ pFZ, e designa-se habitualmente por Z, o completamento
profinito de Z.)

Por comparacao, estamos muito longe de conseguir descrever de forma igualmente satisfatoria
as extensdes de Q; ninguém sabe muito bem o que é Gal(Q/Q). Lancar algumas luzes sobre ele
é um dos objetivos do famoso Programa de Langlands.

Aplicacoes

Para concluir este apéndice, vamos mostrar duas aplicagoes interessantes de corpos finitos. A
primeira vem da Matematica Recreativa: esta relacionada com o solitdrio inglés, um jogo cujas
regras vamos descrever a seguir.

Suponha-se que temos uma configuracdo como a da figura a seguir, onde 33 buracos tém
uma pedra e um, o buraco central, estd vazio. Uma jogada permitida consiste em escolher uma
pedra e, passando por cima de outra pedra adjacente, coloca-la numa casa vazia; a pedra por

30 fecho algébrico de um corpo K é o menor corpo algebricamente fechado que contém K. Um corpo L é
algebricamente fechado se todo o polinémio nao constante com coeficientes em L tem um raiz em L.
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cima da qual se passou é removida. O objetivo tradicional do solitario inglés é chegar a uma

configuracao em que todas as casas estejam vazias com excecao da casa central, que deve conter

000
000
0000000
000 000
0000000
000
000

A resolugao do solitario tradicional fica como exercicio para o leitor (mas asseguramos que

uma pedra.

é possivel). E natural perguntarmo-nos se é possivel resolver o puzzle analogo em que a pedra
final deve ficar numa outra casa fixada a partida (ndo necessariamente a central).

Podemos ver de imediato que a resposta é sim. Vamos atribuir coordenadas as casas da
maneira natural: a casa central é a casa (0,0) e a primeira coordenada aumenta quando nos
deslocamos para a direita, enquanto a segunda aumenta quando nos deslocamos para cima. Se
podemos resolver o puzzle com o objetivo tradicional, entao, na jogada imediatamente anterior
a vitéria, restam exatamente duas pedras; rodando se necessario o tabuleiro, podemos supor
sem perda de generalidade que estas ocupam as casas (1,0) e (2,0). Mas, a partir desse estado,
passando a pedra na casa (1,0) por cima da pedra na casa (2,0), obtemos uma unica pedra
na casa (3,0). Portanto é possivel colocar a pedra final na casa (3,0). Por simetria, também
podemos colocar a pedra final nas casas (0,3), (—3,0) e (0, —3). As posicoes finais assinaladas

na figura a seguir sao, assim, possiveis.

D@0
OO0
OO000O00O0O
0O VeD®
OO0O0O000O
OO0
O@0
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A questdo natural agora é se existem outras posicoes possiveis da pedra final. A resposta é
nao: isso foi provado por De Brujn em 1972 e, inesperadamente, a sua prova utiliza o corpo
com 4 elementos, [Fy!

Recordemos que Fy = Fy(a) onde a? + o+ 1 = 0. Em cada momento do solitario, um certo
conjunto X de casas contém uma pedra. Vamos associar a esse estado do jogo um elemento de
F, da seguinte forma: definimos

AX)= D> ot

(z,y)eX

Na posicao inicial do jogo, temos:

n | numero de casas ocupadas (z,y) com z +y =n
4 2
3 4
2 5
1 4
0 2
-1 4
-2 5
-3 4
—4 2

Portanto, se X é o conjunto de casas ocupadas inicialmente,

A(X) =20 +40® + 50* + da+ 2 + 4o + 5072 + 4073 + 2071
=o?+a?

:aQ—l—a:l.

Observe-se agora que, quando realizamos uma jogada, o valor de A(X) nao se altera. De
facto, se X’ é obtido a partir de X por uma jogada, por simetria podemos supor sem perda
de generalidade que as duas pedras envolvidas na jogada estao numa mesma fila horizontal,
digamos em casas (x,y) e (x + 1,y). Essas casas deixam de ter pedras, e a casa (z — 1,y) ou
(z + 2,y) passa a ter uma pedra; suponhamos que temos o segundo caso, o primeiro pode ser
tratado de maneira andloga. Entao

A(X,) o A(X) _ Oéx+2+y _ ax-l—l-‘ry _ aw-i—y — ax-i-y(aZ +a+ 1) _ 0,

como pretendido.

Como o valor de A(X) néao se altera ao longo do jogo, em qualquer momento do jogo temos
A(X) = 1. Se (a,b) sdo as coordenadas da casa que contém a pedra final, devemos entao ter
a®? = 1. Como a tem ordem 3 no grupo multiplicativo Fy, a+ b é divisivel por 3.

Por outro lado, podemos também definir

BX)= > a"

(z,y)eX

e 0 mesmo raciocinio mostra que o valor de B(X) é inicialmente igual a 1 e nao se altera ao

a=b — 1 e a— b é divisivel por 3.

longo do jogo. Portanto também devemos ter «
Resulta que a e b sdo ambos divisiveis por 3, e portanto a casa final (a, b) é (0,0), (3,0), (0,3),

(—3,0) ou (0,—3), como pretendido!
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O préximo exemplo que vamos apresentar tem a ver com o problema classico de determinar se
um inteiro é um quadrado médulo p, para um primo p. Especificamente, vamos concentrar-nos

no caso em que esse inteiro é 2, e tentar responder a seguinte questao:

Para que primos p > 2 é que a congruéncia 22 = 2 (mod p) tem uma solu¢do inteira?

Por outras palavras, queremos determinar os primos p > 2 para os quais a equacdo x> = 2
tem uma solucao em F,. Notemos que uma solucao desta equacao existe sempre, porventura
numa extensao de [, (em F 2, de facto). A questdo ¢ saber quando é que essa solucao pertence
a .

Para isso, vamos considerar uma oitava raiz primitiva da unidade, digamos, (g; esta nao existe
necessariamente em [F),, mas existe em alguma extensao. Uma maneira de ver isso é observando
que uma raiz do polinémio X% + 1 é necessariamente uma oitava raiz primitiva da unidade, e
esse polinémio tem uma raiz numa extensao finita de ), por exemplo em F,4 se o polinémio
X* +1 for irredutivel em F,[X] (de facto pode-se verificar que uma tal raiz pertence sempre a
IF,4, mas isso ndo é necessério).

Pensemos em 7 = (g + (g ! Temos

=G+t +2=2

uma vez que, sendo C§ = —1, se tem (2 + C8_2 = 0. Ou seja, 7 é uma raiz quadrada de 2 numa
extensao de ! E tudo o que temos de fazer é descobrir quando é que 7 € [F),.

Como testar se um elemento de F, pertence a F,? H& um teste simples a que podemos
submeté-lo: temos = € F), se e s6 se 2P = x. De facto, isto é verdade para x € F),, e é verdade
para no maximo p valores de x, portanto nao pode ser verdade para nenhum valor de = para
além dos p elementos de [Fy,.

Ora, temos, pela Proposi¢ao [A.0.9]

_ _ GG+ sep=1,7 (mod 8)
P _ INp _ P P _ 8 ‘
e K 1 D T

Mas temos (g + CS_I +¢3+ CS_?’ = 0, uma vez que (g = —§8_3 e (= —Cs_l (isto decorre de (g ser
raiz de X* + 1). Portanto Cg + C8_3 = —7, e obtemos que

» T sep=1,7 (mod B)
TP = :
-7 sep=3,5 (mod )

Em particular, tem-se 77 = 7 precisamente quando p = 1,7 (mod 8). Ou seja, a congruéncia
2?2 =2 (mod p) tem solugdo precisamente quando p = 1 (mod 8) ou p =7 (mod 8)!
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