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Quelques nouvelles identiths de fluctuation 
pour les processus de L&y 

Larhi ALILI ‘, Loik CHAUMONT I, 

R&urn& Soient T et H les processus de temps et de hauteur d’bchelle d’un processus de L&y S. 
On ktablit une identitC en loi entre (7. H) et (X. H’). H’ &ant I’inverse continu 2 
droite du processus H. Celle-ci permet de relier la loi d’entrke du processus X B 
la loi d’elltke de la mesure des excursions en dehors de 0 du processus rCflCchi 
(S, - iuf, _, S,. I > 0). Des calculs explicites sont alors effect&s dans le cas stable. 
0 AcadCnlie des Sciences/Elscvier. Paris 

Some new fluctuation identities for L&y processes 

1. Introduction et notations 

L’objet de cette Note est de donner I’analogue en temps continu d’une identitk de fluctuation 
pour des marches akatoires, due 21 Alili et Doney [l], et d’en tirer de nouvelles applications. Nous 
commenqons par un rappel de la construction des processus d’kchelle pour un processus de L&y 
rkel S issu de 0 sous la loi P. Celle-ci diffkre fondamentalement du cas discret. En effet. en temps 
continu, lorsque 0 est regulier pour les demi-droites (--ix), 0) et (0, (XI), ce que nous supposerons dans 
toute la suite. les extremas de S sont presque sdrement atteints en un ensemble non denombrable de 
points. DCsignons alors par 3 et zY les processus du minimum et du maximum pas& de -Y : 

Note prCsentCe par Marc Yaw. 
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I1 est bien connu (VO~Y par exemple [4], theoreme 2a), que les processus reflechis X - x et X - S 
sont fortement markoviens. L’hypothese de regular& faite ci-dessus entraine que 0 est regulier pour 
lui-m&me pour chacun de ces processus. Soit alors Lt le temps local au niveau 0 et a l’instant 
t. > 0 de x ~ S, au sens des processus de Markov (ici, la normalisation choisie pour L est la 
m&me que dans [6], theoreme 8). On designe par rt l’inverse continu a droite au temps t de L et on 
pose H, = S,, Le processus (7. H) est appele processus d’echelle. Ce processus est un subordinateur 
bivarie dont l’exposant caracdristique x(x./l) est donne par la formule suivante : 

?i .x 
1i.i A. /j) = x: cxp 

(I I 
t1t ((,-’ _ (J-/b )t-‘P(xt E d:r) (1) 

I t=o * .r=Il ) 

Cette identite due B Fristedt figure par exemple dans [3], corollaire 10, p. 165. 
Un probleme important en theorie des fluctuations est de determiner la loi du processus d’echelle. En 

effet, par la factorisation de Wiener-Hopf, la loi de X est entiitrement caracterisee par les processus 
d’echelle associes a S et a son dual -X. Ainsi, ces processus interviennent dans le calcul de la loi 
de nombreuses fonctionnelles de processus de Levy. 

La section qui suit consiste a Cnoncer l’identite principale caracterisant la loi de (rcL. H,,), pour 
II > 0 fix& et a en donner une interpretation dans le cas des processus stables. Dans la section 3 
on presente une application importante de ces identites qui est de determiner la densite entre la 
loi d’entree du processus X dans (0, x) et celle de la mesure des excursions en dehors de 0 du 
processus reflechi X - x. I1 est connu (voir 151) que cette dernibre loi est Ctroitement IiCe a celle 
du processus X conditionne a rester positif. Les resultats obtenus permettent alors de relier la loi 
d’entree de ce proccssus a celle du processus initial S. 

2. IdentitC fondamentale 

Soit IT le processus des premiers temps d’atteinte de X : n.,. = inf{t : St > II.}, :I: > 0. 11 est 
facile de voir que l’inverse du processus de hauteur d’echelle, que nous avons appele H* jusqu’alors, 
correspond au processus (I,, i i .T: > 0). La preuve analytique de l’analogue en temps discret de la 
formule de Spitzer-Baxter (voir [l]). En s’inspirant de cette preuve. et en utilisant la formule de 
Spitzer-Baxter. on obtient le theoreme suivant : 

TH&R~MI: 1. - .%I. (0. ,w)“. on CI l’identiti suivcmte entre mesures : 

i-lP(X, E d:r:, I&r E clw)dt = IL+$(T,, E dt. H,, E cl:r:)ch. (3) 

Cette identite est une forme desintegree de l’identite remarquee par Bertoin et Doney 121. lemme 3. 
Dans le cas stable, grace a la propriete de scaling. ce resultat peut &tre interprete comme une identite 

entre mesures de probabilites. Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on suppose que X est un processus 
stable d’indice ~1 E (0.21 : autrement dit, notre processus X verifie la propriete de scaling suivante : 

pour tout s > 0. Ici 11: symbole ‘2) designe l’egalite en loi. Dans ce cas. le processus d’echelle (7, H) 
satisfait la propriete de scaling d’indice (p. trp). Plus precisement, on deduit facilement de la formule 
de Fristedt que 

oh /, est le coefficient d’asymetrie du processus X : 0 = $(X1 > 0). Cette propriete nous permet 
d’interpreter le theoreme 1 de la maniere suivante : 
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COROLLAIRE 1. - LLI loi du coqde de vuriahks (L,,, 3 -4-l) c~at~ditiont~ellenzettt h X1 >_ 0 est la 

inPIne que celle de (r,-“. rI -I’(’ HI). 

Notons que le proccssus bivarie (15,,~, S,. / > 0) herite de X la propriete de stalling d’indice 
([J-l. n). Par consequent, le corollaire precedent se generahse a tout temps t 2 0. 

Le resultat ci-dessus permet d’obtenir une formule de d&integration de I’identitC de fluctuation qui 
donne la loi du couple (x,. Gt) pour t > 0 fixe: ici G, designe le dernier instant oti le maximum 
de S est atteint avant le temps f. On designe par $(xt E tl:r:IG+ = s) une version reguliere en s 
de la loi conditionnelle de St sachant G+. 

COROLLAIRE 2. - Pour tom s et t tels que 0 < s < t et :I: > 0. on a I’identitP entre tttesures suivante : 

l-(1 - p)s”P(~7i~ E tl.r:1G, = s) = E(L,.xm,X,V E d:r). 

Ott note qtre la loi c,otlditirtttttellr du tttetnhre de gauche ne dkpettd pas de t. Ett tertnes de tnesure de 
renouvellentent g assot Ge au proce.vsus d ‘Pchelle. ceci se traduit par : 

P( c:t E cls, *Tit E dr) = (f - .s)” c/(d.s.tl:r:)n{,s<,}. ryl - (1)’ 

3. Applications au processus X conditionnb h rester positif 

Dans cette section. on notera z la mesure des excursions en dehors de 0 du processus rCflCchi A’ -S. 
II est connu que cette mesure. le processus canonique (wt. f > 0) est markovien. Son semi-groupe 
dans (0. 7~) est celui de S tuk lorsqu’il quitte la demi-droite positive. Un problkme soulevk par 
Silverstein [6] est de determiner la loi d’entree sous la mesure XI!: c’est-a-dire, en disignant par < la 
duree de vie des excursions sous 11, la mesure (l+(dy) telle que 

d.f(4).f I i) = 
I 
(I -“. f(!/bft((hY). 

pour tout I > 0 et toute fonction f borklienne bornke. Au corollaire suivant, nous donnons une 
representation de cette mesure relativement a la loi d’entree du processus X dans (0. x8). 

COROLLAIRE 3. - Potrl- tout I > 0, .sur (0, x), art a I’idetttitP 

qr(dy) = X:rrlE(L,c,S, E dy). 

oil X: est me constatue indkpettdat~te de g et de 1 

Comme consequence du theoreme 1, la loi du couple (Lo,, f , X,) conditionnellement a X, 2 0 est 
caracterisee par la double transformee de Laplace suivante : 

COROLAIRE 4. - Soit T utt tetttps exponetztiel de param&re A, indkpendant de S. Pow tout couple 
(“y. /j) de rPels po.sit$\, otz LI : 

lE(cq)(-3.Ln,, - i&)n{,, >II}) = 
ti( A, 0) &&(A. jj) -___ 

&K(X,O) “i + h:(X.jq 
(3) 

En purticuliet; cotzditiotutellerne~t ci (.X-T > 0}, L,, , suit me lni e.ymentielle de paratnPtre K( A, 0). 

Par inversion de la double transformee de Laplace ci-dessus, theoriquement la mesure qt(dyy) peut 
Ctre explicitee relativement h la loi d’entree du processus initial X dans (I), K). Cependant, jusqu’a 
present. il ne nous a pas etC possible de traiter d’autres cas que celui, bien connu. des processus 
sans saut positif. 

Maintenant, introduisons le processus S,! dont la loi est celle de X issu de .I’ > 0 et conditionne a 
rester positif. Nous rkfkrons 2 I’article de Chaumont I.51 pour une 6tude plus dCtaillCe de ce processus. 

615 



1. AM, 1. Chaumont 

La definition de celui-ci necessite les hypotheses supplementaires suivantes. Supposons d’une part, 
que limtiu x+ = +#x presque surement, et d’autre part, que le semi-groupe de X est absolument 
continu part rapport a la mesure de Lebesgue. Le processus X.3 , :c > 0, est markovien et est defini 
comme une It-transformee au sens de Doob du processus ,Y partant de :c et tut lorsqu’il quitte la 
demi-droite positive. Notons qt(:“, w), t, :I:, :I/ > 0, le semi-groupe de ce dernier et p: (:r, y) celui associe 
a la famille LY,J, .I’ > 0. Plus precisement, on a : 

ou b est la fonction positive et harmonique pour le semi-groupe Q+(z, r/) definie par : 

2 designant le temps local en zero du processus S - X Owir [6]). I1 est possible de construire la loi 
d’un processus que nous notons XT qui correspond au processus X issu de 0 et conditionne a rester 
positif et dont le semi-groupe dans (0, O(J) est exactement T,J (.I:. :I/). Toutefois, il n’est pas evident que 
celle-ci puisse &tre obtenue dam le cas general comme limite faible lorsque :I: tend vers 0 de la famille 
des lois de -X-J, .J’ :> 0. Au theoreme suivant. nous explicitons la loi d’entree pj(dy) de ce processus. 
Ce rest&at est une consequence du corollaire 3 et de la relation suivante tiree de [5], theoreme 3 : 

&d!,) = IL(!/)q,(dy), t, y > 0. 

THBOR~ME 2. - Pour tous t et ;I/ > 0, on a 

pJ(tl,f/) = kh(:rl)rlE(L,~, x, E (I?/), (5) 

oti k est me comttrrzte ind&endante de :rt et de f 

Dans le cas particulier ou S n’a pas de saut positif, on a I,,,, = 1 y. p.s. et I’on retrouve la relation 
determinCe par Bet-loin [3]- corollaire 16, p. 203. 
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