The arguments at the core of [A4] have a lot in common with those in
[A1]. An appendix to [A4] presents a tight estimate on the moments of
exponential functionals for certain Lévy processes, including Brownian
motion.

As the volume Is going to press, a new paper (IGP]) has just ap-
peared, and is likely to be related to A4
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Sur 'identité de Bougerol
pour les fonctionnelles
exponentielles du mouvement

brownien avec drift

Larbi Alili, Daniel Dufresne et Marc Yor

Résumsé. Dans cette note, nous donnons une démonstration simplifiée
de l'identité de Bougerol. L'identité en question caractérise les lois
de certaines fonctionnelles browniennes; de ce fait, elle apparait dans
différentes études sur ce sujet. Le raisonnement utilisé nous permet
d’obtenir d’autres identités en loi introduisant des diffusions interes-
santes.

1. Introduction.

Depuis une dizaine d’années, I'étude des fonctionnelles exponen-
tielles

¢
(1) / dsexp(aB; + bs), a,b eR,
0

associées 3 un mouvement brownien (B, s > 0) a intéressé différents
groupes de chercheurs, en particulier en mathématiques financiéres,
ol le mouvement brownien géométrique est le modele le plus couram-
ment utilisé, mais également dans de nombreuses études de phénoménes

3
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aléatoires en milieu aléatoire (voir, par exemple, Kawazu-Tanaka [5],
Comtet-Monthus-Yor [4], et les références se trouvant dans ces articles).

Pour commencer notre discussion des lois des fonctionnelles ex-
ponentielles ci-dessus, fixons les parameétres ¢ et b en (1) égaux 4 2
et 0, respectivernent. Alors la loi de la variable figurant dans (1) est
caractérisée, pour ¢ fixé, par Uidentité de Bougerol (2]

e

7 {’t
() 1/

se‘xp(fﬁ}ﬁs)} (e sinh(By),
S0

olt (Vu,u > 0) désigne un mouvement brownien issu de 0, indépendant
de B. On peut écrire, de fagon équivalente, Uidentité (2) sous la forme

¢ :
(3) in B dry, (e sinh(B;) .

L'objet de ce travail est de donner une démonstration et une extension
de V'identité de Bougerol (2) (ou (3)) lorsque Pen remplace B, respec-
tivement vy, dans le membre de gauche de (2) par (B + ut, ¢t > 0),
respectivement (7, + vu, u > 0).

Mous nous appuyons pour cela sur les deux remarques générales
suivantes (voir Carmona-Petit-Yor [3] pour les applications a divers
couples de processus 3 accroissements indépendants):

a) Solent (£;) et (n;) deux processus & accroissements indépendants,
homogénes, issus de 0, indépendants I'un de Vautre; alors, le processus

{'ﬁ
(exp(&}){&wjﬂ exp{w£s~)dns>> > 8}

N

est un processus de Markov homogéne;

b) Pour tous ¢ et z fixés, I'égalité en loi suivante est satisfaite

, f/“;’ . (lo) o
exp(6) (24 | ep(~6-)dn) L ew() o+ | el dn,

ce gqui équivaut bien siir & Pégalité en loi entre les variables bidimen-
sionnelles

¢ , t
(exp(en, exp(en) [ exp(-6-)in) 2 (explen), [ exp(er-)an,).
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2. Le cas particulier des mouvements browniens avec drift,
Dans ce paragraphe, nous prenons: & = By + put, et g = v + v,
avec B et 7y deux mouvements browniens réels indépendants, issus de
0, et p et v deux réels.
La remarque générale faite dans le premier paragraphe peut main-
tenant étre précisée comme suit

Proposition 1. Le processus de Markov

w a8 e . T iex —{B, 8 Vs
X = (exp(B +ut))< +j£ p(=(Bs + ps)) dlvs + )),

pour t > 0, a méme loi que: sinh (Y/*7), t > 0, ot (Y, t > 0) est
une diffusion de générateur infinitésimal

1 42 v d
el tanh —_ )=
2 dy? + (wtanh (y) + cosh (y))dy

issue de y = Argsh (z).

DEMONSTRATION. 11 suffit d’appliquer la formule d’It6 & chacun des
deux processus X et sinh (Y#").

REMARQUE. Il découle aisément des résultats du chapitre 1 de [6] que,
pour ¥ == 0, le processus (Ytl’g, t > 0) a méme loi que (B; +¢t,t > 0),
ol € est une variable de Bernoulli symétrique, & valeurs dans {~1, +1},
indépendante de B.

Corollaire. Pourt fizé, la loi de
aer [
I = / exp(Bs + ps) d(vs + v s)
0
est celle de sinh (Y/""). En particulier, la loi de
¢
j[ exp(B, + s) dvs
0

est celle de sinh (B, + et).
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3. Une meilleure compréhension & Paide du théoréme de
Girsanov.

3.1. Notons P*¥ la loi du processus {¥}*"”, ¢ > 0}, sur Pespace canoni-

que C(R;,R), ot 'on note ¥3(w) = w(t), et F; = o{¥,, s <t}. On a
alors

(4) Pl =D (V) PBr,

ol P désigne la mesure de Wiener, et

£
f‘iiv —— le_m
D) = exp | (tanh () + o) %,

1/t v 2
W§/O dS(;Lt&nh(Ys>+m} )

Dans la suite, il sera intéressant d'éerire cette densité de Radon-Niko-
dym sous la forme équivalente suivante

DY) = DY (V) AYPH(Y),

ou

2 gt 2
w03y # RO o b
DIY(Y) = (cosh (1)) eXP( 2 /i, cosh®(Y;) 2 t)

et

, 1—p [*, sinh(Y;) o2 [t ds
LT . B e L e, [ —
APE(Y) = exp(z/ he(Y:)+v 5 fo ds cosh2(Yy) 2 Jo coshz(Ys)) '

ou I'on a posé

m@zfzdy

o cosh(y)

En utilisant également la relation de Cameron-Martin pour passer
de (B + pt, v +vt) a (B, ), on obtient la relation suivante

E(F(eBs /3 e Bedy,; s < t)e“B*'*""“"(“z“Lyz}'t/Z)
0

= E(F(sinh (B,); s < t)Di"(B)),

(5)
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pour toute fonctionnelle F : C([0,#],R) — Ry, borélienne.
En faisant passer le terme exp(—(p? + v?)t/2) de la gauche vers la
droite, on peut réécrire Uidentité (5) sous la forme suivante

B
E(F(egs / e Pudry, s < t) exp(uB; + u'yt))
(6) 0
= E(F(sinh (B,);s < t) exp(,uB; + VC;)) ,
ott le couple de processus (B;, C,;t > 0) est défini comme suit

cosh (By)

; ' dB t
= .,____,____,8__,._._._ - ! 8 d 83
C, fg cosh (B.) /0 tanh (B,) dC

le processus (C, t > 0) désignant un mouvement brownien auxiliaire
indépendant de B. Remarquons que 'on 3

, £ {-f
B, = [ tanh (B,) dB, + ji
(7) G G

o o) eme()

oll o est la matrice de rotation suivante

i
tanhz -~
o(z) = coshz
tanh z
coshz

Le processus ,
B,

{{) t>0}
Cy

est donc un mouvement brownien bi-dimensionnel.

Un examen un peu attentif de (6) ameéne, de fagon naturelle, & la
preuve de identité en loi entre les deux processus tri-dimensionnels
présentés ci-dessous.

Proposition 2. (On conserve les notations précédentes). Les deux
processus suivants ont méme log

t .
(9) {er/ e~ Budryy, By, v t 2> 0} (o) {sinh(Bt),Bt,C;; t> 0}.
0
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MNous donnons maintenant deux démonstrations de ce résultat.

PREMIERE DEMONSTRATION. On montre facilement, par application
de la formule d’It6, que chacun des deux triplets est un processus de
Markov, dont le générateur infinitésimal (sur C*(R3)}) est donné par

1) Lo+ & 1 A N L& Ll
7\ dz? T 2 dy? " 2d22 " Cdady | drdz gz

et on conclut grice a 'unicité {en loi) des solutions du probleme de
martingales correspondant.

SECONDE DEMONSTRATION. Elle nous semble plus intéressante (et un
peu plus étonnante!). Admettons un instant l'identité en loi énoncée

dans la proposition, et remplagons dans 'expression: Pt b e~Beg 5y 18
0 Y

processus (B,) par (B,), respectivement (v,) par (C,). On doit alors
avoir, nécessairement

rt ; ,
(11) sinh (By) = exp(BC)j e B:dC

5
a

En d’autres termes, (11) constitue une formule d’inversion partielle,
relativement explicite, de la transformation (8) qui fait passer de

fB . B’
(2) + (B).
Démontrons maintenant (11): posons
' ' ¢ 4 ’
X, = exp(Bt)/ e~ BdC, .
0

On a alors, par application de la formule d'Itd, et en utilisant les for-
mules qui définissent B et ¢ en fonction de B et C

t LA $ 1
. X sinh (By) +1 X,
Xt Mj; st( cosh (B,) )+j£ dcs(cesth tanth)

(12)
17t
+§/@ ngé‘.
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Considérons (12) comme une équation linéaire en X'; or, (sinh (By))
est solution de cette équation (par application de la formule d’Tt6); de
plus, c’est 'unique solution, ce qui prouve (11).

Pour terminer, nous pouvons maintenant écrire complétement la

transformation inverse
B B
‘ -3
c -]

de la transformation (8). On a

1
. tanhz - o \
o~ Hz) = . coshz |

\ v tanhz /;
et donc
b ac.
= t g 2 3
B, j[@ (4B, tanh (B,) + —~ BS)>
(13) ; Jy
—C, = /!i (dCstanh (8,) - —2s (Bs))‘

Or, nous venons de montrer la formule (11), ce qui nous permet d’écrire
. . . N N . N H
C en termes d’intégrales stochastiques faisant intervenir uniquement B

et O
o —dB, + e /; | e"Bldc;) dc.

(1 + 2B, (/S e~ B. dC;,) 2)
0

Il serait intéressant d’obtenir, si possible, comme en (11} une formule
plus simple. ..

1z

(14) G = JC

3.2. A titre d’application, nous montrons maintenant comment 1a rela-
tion d’absolue continuité (4) ci-dessus permet de comparer les lois des
couples

£ £ dS )
At = (}C ds eXp (ZBS)? Bﬁ) et (fa m, sinh (BQ) .
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En appliquant conjointement la formule pour v = 0, et la remarque b)
qui termine Uintroduction, on obtient, pour toute fonction borélienne

FiR— Ry
E[f(v4,) exp (pBt)]

= E[f(sinh By) cosh”(B;) exp (~ o _2%2 /[Ot coshd;(B ))} .

Ces deux espérances sont égales respectivement &:

# d’une part

/ :O o 0 B] otr oxp (~ ) o0 (130

e d’autre part
“+oo 1
J[ dz f(z) —= hu(z,1)
e

.E{exp (,_ K —:2,{;,2 j: COShdg?BS)> i sinh (B;) = 37]

ou

hu(z,t) = : (14 2B/ 2 exp (——~

(Argshz)?
v T )

2t

On en déduit Pidentité: pour tous z, u réels,

B[t op (- ) ex (uB0)

= h‘u(m,?ﬁ) E[ exp (W 1 ;/1,2 /Gt COShdZS(BS)) ‘ sinh B, = .'E} .

1l est intéressant de noter que la formule (15) devient notablement plus
simple lorsque p = 0§ ou 1, et/ou z = 0.

La formule (15) pour p = 0 est la formule (1.e), p. 510, de [7],
démontrée alors & 'aide de la relation de Lamperti exprimant (exp (Bi),
t > 0) comme processus de Bessel 2-dimensionnel changé de temps au
moyen de (A, t > 0).

SUR-LIDENTITE -DE Bougerot

4. Appendice. Une interprétation géoméirique & Paide de
coordonndes dquidistantes dans le demi-plan de Poincar

Jean-Claude Gruet

Nous donnons ici une explication géométrique de la seconde d
monstration de la Proposition 2, du moins quand v = 0. D’apres
théoreme de Girsanov, nous pouvens nous restreindre au cas particuli
ol p=1/2.

Notre idée consiste & comparer 'écriture d'un mouvement brow:
ien hyperbolique dans le demi-plan de Poincaré H, décomposé en ¢
ordonnées rectangulaires avec une écriture qui utilise les coordonné
équidistantes (Vinberg [8, p. 756-77]), moins connues que les coordonné
polaires hyperboliques ou les coordonnées horosphériques.

Proposition 2 bis. Soient v et B deux mouvements browniens linéc
res issus de 0 et indépendants. Il existe deuz mouvements brownie:
linéaires indépendants V et W et une diffusion R issue de O vérifia
Uéquation

th = th -+ %tanh (Rt) dt

tels qu’avec la notation o) de la Proposition 2,

() =ecro ()

Alors les deux processus tridimensionnels

(oo (B ) [ o0 (~Be=) o Bu) et (Ginh(R), B
sont égaimr.

a) Nous ne reprenons pas ici la construction du mouvement brow
ien hyperbolique en coordonnées rectangulaires, développée dans l'ar
cle suivant. Pour 8tre cohérent avec les notations X*¥ de la Prop
sition 1, quitte 3 changer de signe un mouvement brownien, les coc
données rectangulaires (X;, Y;) d’un mouvement brownien hyperbolig
sont maintenant les solutions du systeme

(8,1) dXt = th d’)/t et dy’t = M}/t ng
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ol (v, t > 0) et (By, £ > 0) sont des mouvements browniens linéaires
indépendants.
Si la valeur initiale (X, Vp) est (0,1) = 1, on trouve

(me):(éfwﬁ<“33”§}@ﬁﬂﬁpi“5t“%))-

b) Définition des coordonnées équidistantes ([8]).

Rappelons d’abord qu’un faisceau hyperbolique de géodésiques
dans le demi-plan de Poincaré est Uensemble F des gpéodésiques ortho-
gonales & une géodésique v donnée. Les coordonnées polaires (respec-
tivement: horosphérigues) correspondraient 3 des faisceaux elliptiques
(respectivement: paraboliques). On considére alors le faisceau F+ d’ho-
rocycles orthogonal & F. On choisit un point p de v et une orientation
de .

Si M est un point quelconque de H, il existe un unique élément
de F passant par M. Soit P son intersection avec v. On appelle r
1a distance hyperbolique entre M et -y, c’est a dire la longueur hyper-
bolique (positive ou nulle) de I'arc de géodésique de F reliant M et sa
projection P sur «v. L’autre coordonnée u est la distance hyperbolique
signée entre p et P sur la géodésique .

Si on prend pour simplifier v = 1 RT, la géodésique verticale ori-
entée vers le haut d’origine p = i, on obtient le faiscean constitué par
les demi-cercles centrés en Porigine (0,0). Le faisceau F~+ orthogonal &
F est formé des demi-droites issues de l'origine.

Irdce 3 un peu de géométrie, on obtient v = log(v/2% + y?)
puisque la géodésique de F qui passe par (z,y) a pour rayon /2% + 32,
Alors cosh (r) = /2% + y?/y et surtout

z

8.2 inh{r}=—.

(a.2) sinh (r) ;

Finalement,

(a.3) z = exp (u) tanh (r) et = :2;}%% ,

formules qui ont un air de parenté évidente avec la premiére colonne
de la matrice a(z). En outre, on obtient facilement que la métrique
hyperbolique

. dz? + dy?

2
ds 7
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s’exprime dans ces nouvelles coordonnées par
ds® = dr® + cosh®(r) du?®.

Alors le Laplacien hyperbolique

o? o?
Ll.afe o
A=Y (8x2 + 6y2)
devient d’aprés (a.3)
0? %, 1 9?
(3.4) AH = (5‘7‘5 -+ tanh (7‘) 5'; -+ m b’zﬁ) .

Considérons maintenant les coordonnées (Ry, U;) d’un mouvement bro-
wuien hyperbolique issu de ¢. D'aprés 'expression de la métrique rie-
mannienne, il existe deux mouvements browniens linéaires indépendants
(Vi, t > 0) et (W, ¢ > 0) issus de 0 tels que

i 1
(a5) dR; = dW; + 5 tanh (Rt) dt et dU; = W dVs .

Si on pose @y = X;/Y;, on obtient d’aprés I'équation précédente en R

et (a.2),
th: “/1+Q%th—~Qtdta

En tenant compte du systéme (a.1), on en tire que

E/t Cl")’t -+ Xt dBt
VXIAY?

De méme, en confrontant (a.1) et la seconde équation de (a.5), on ob-
tient

th =

Xedys — Y dBy

Par conséquent,-(dV;, dW;) est la transformée de (dBy, dy;) par une ma
trice orthogonale. En Pexprimant au moyen des nouvelles coordonnées
(r,u), nous obtiendrions la matrice

dV; =

1
(g’g/> _ t&ﬂ};(R) _COSh(R) (j;) 0
w0 () tanh (R)



14 L. Avwi, D. DUFRESNE BT M. YOR

REMARQUES. Méme si nous avions utilisé un mouvement brownien hy-
perbolique avec dérive (défini dans I'article suivant) ou une généralisa-
tion d-dimensionnelle des coordonnées équidistantes, oli le rayon r reste
défini par
sinh () = ] ;
Td

nous aurions été incapable de faire apparaitre un terme en v / cosh (7}
dans la diffusion B. Par contre, nous pourrions atteindre d’autres

valeurs de g demi-entidres.
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An explanation of a generalized
Bougerol’s identity in terms of

hyperbolic Brownian motion

Larbi Alili and Jean-Claude Gruet

Abst.ract‘. In this paper, we state some new results about exponential
functloz‘la}s of Brownian motion, and give an explanation relying on the
three dimensional hyperbolic Brownian motion.

0. Introduction.

The aim of this paper is to investigate some relationships between

hyperbolic geometry and exponential functionals of Brownian motion,
i.e. the random variables

H
(0.1) ‘ AW = / dsexp2(B, + vs),
0

W}}ere By is a linear Brownian motion started at 0; in the case v = 0,
this functional is simply denoted A;. More precisely, we generalize the

following identity obtained by Bougerol [B] and valid for each fixed time
t>0

law)

(0.2) sinh (B;) "7 v, ,
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